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PRE ACE 


Dans le supplément à la préface des Zubles d'Intégrales définies, qui constituent le Tome IV 
des Mémoires de l'Académie, mention a été faite d'un travail, ayant pour origine la nécessité 
d'une revision critique de quelques formules de ce genre, — et ayant pour but de fournir 
une base solide qui pût nous servir À décider de la solidité de ces résultats. Ce travail se com- 
posait essentiellement de trois parties distinctes. En premier lieu se présentaient les principes de 
la Théorie des Intégrales définies et leurs propriétés, ainsi que la discussion de quelques points 
sur lesquels on difiérait d'opimion, ou auxquels, vu leur valeur, on ne prêtait pas une attention 
suffisante dans la discussion de cas spéciaux. Quant à Tapplication de ces principes, une fois solide- 
ment établis, elle était ou spéciale, en ne donnant lieu qu'à des formules particulières, ou elle 
devenait quelquefois plus générale, en faisant créer des théorèmes généraux, qui pour des supposi- 
tions différentes engendraient de nouveau des résultats spéciaux. 

Les premières ébauches de ce travail m'ayant été d'un grand secours dans la revision des Tables 
mentionnées, en ce qu'elles m’ont conduit aux w Observations et corrections, en partie critiques,” 
qui précèdent ces Tables, — je compris qu'une Étude plus étendue dans les trois voies indiqu(es 
pourrait bien être de quelque utilité, et quelle pourrait conduire à de nouveaux résultats, auxquels 
on ne s'attendait guère encore. Par conséquent je résolus de poursuivre ces études, et le résul- 
tat n'a pas dégu mes espérances à cet égard. En premier lieu il en est résulté quelques mémoi- 
res et quelques notes sur différents points particuliers, insérés dans les Mémoires ou les Comptes- 
Rendus de l'Académie Royale des Sciences, dans les Mémoires de la Société Hollandaise des Scien- 
ces, dans le Journal de la Société: w Wen Onvermoeide Arbeid, ete”: d'autre part je parvins À 
diverses formules, inconnues jusqu’alors. De telle sorte j'étais à même de réunir toutes les re- 
cherches sur cette partie de Analyse dans un seul travail, que joffris à notre Académie Royale 
des Sciences. Je la remercie de Pavoir bien voulu admettre dans ses Mémoires. 

Il econviendra maintenant de donner un apergu de mes intentions, et de la manière dont je 
m’y suis pris pour satisfaire à ce que je pensais être de la plus grande utilité pour mon but 
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Daprès ce qui vient d'être observé, ce travail est divisé en trois parties: 


Partie 1. Principes de la thborie des intégrales dfinies, — qui en comprend la théorie et les 
propriétés; 

Partie IL. Formules de transformation générales, — dont on trouve l'application dans la 

Partie TIL Kvaluation des intégrales döfinies, — qui traite des diverses méthodes, imaginées et 


employées dans ce but. 

En premier lieu j'ai voulu réunir méthodiquement toutes les discussions sur des points spéciaux 
de cette théorie, lesquelles se trouvaient éparpillées dans divers écrits, — et surtout je voulais 
tâcher de les déduire des mêmes principes, qui devaient former la base de cette théorie: c'est en 
quoi je réussis au-delà de mes espérances. De la notion et des propriétés fondamentales des inté- 
grales définies découlait naturellement tout ce qui se rapportait au changement tant des limites 
que de la variable indépendante. De plus on en déduisait la différentiation de nos fonctions par 
rapport à une constante: et de ces formules, par un retour facile, on en venait À leur intégration; 
ayant égard toujours aux Ééquations de condition, lorsqu”il y avait des cas d'exception ou de dis- 
continuité, Les derniers théorèmes donnaient lieu à trois discussions différentes: d’abord sur l'in- 
vertissement de Pordre des intégrations dans les intégrales doubles; ensuite sur la théorie des 
intégrales définies à limites imaginaires; enfin sur le théorème de Fourier. Ce théorème exigeait 
par contre une étude de la limite des intégrales qui contiennent une constante infinie, et par là 
on se trouvait conduit naturellement aux intégrales qui contiennent des fonctions périodiques entre 
les limites O et oo. Ces derniers paragraphes donnaient des théorèmes, dont il fallait faire usage 
dans les autres parties de ce travail. Quant aux intégraies doubles, il n'entrait nullement dans le 
cadre actuel d'en donner une théorie complète: seulement on a traité de ce qui était nécessaire 
à notre but. 

Maintenant il fallait en venir aux applications des principes solidemment établis et des pro- 


priétés déduites dans la Première Partie, — applications, tant générales, autant qu’”il en résultait 
des théorèmes généraux, — que spéciales, lorsqu’on obtenait Y'évaluation d'une intégrale définie 


spéciale. Or, dans le dernier cas il importait principalement de distribuer les diverses méthodes 
suivant un certain système quant à leur nature ou quant au principe qu'elles représentaient: il 
ne s'agissait point de la forme, sous laquelle le résultat se présenterait. Dans le premier cas au 
contraire, la déduction de théorèmes généraux, c'était plutôt la nature du résultat qui devait être 
argument de distribution: ici la chose importante était le résultat, le théorème acyuis lui-même; 
la manière, dont on s'y était pris pour le déduire, avait moins d'importance. 

Par conséquent la Deuxième Partie devait être divisée en quatre Chapitres, selon que le 
resultat se frouvait être une évaluation directe, la réduction à une autre intégrale définie, ou la 
réduction à une série; ou qu'il s'agissait d'une réduction d'intégrales doubles. Dans le Troisième 
Chapitre on distingue les cas dans lesquels les séries se composent de quantités finies ou d'intégrales 
définies, en réservant pour le troisième et dernier paragraphe quelques théorèmes généraux d'une 
grande importance. Mes recherches me conduisirent à une nouvelle source de quelques théorèmes 
bien intéressants, quand impression de ce Mémoire fut déjà trop avancée pour qu’ils fussent insérés 
à leur place propre, et Yon devra les chercher par suite dans les deux Adäitions à la fin de ouvrage. 
Par des voies diverses on est conduit à 316 théorèmes généraux dont quelques-uns ont une portée 
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plus grande que les autres. Dans l'application pour chaque cas spécial, lorsqu'on croit pouvoir 
ven servir pour évaluation d'une intégrale définie proposée, il faudra nécessairement choisir parmi 
ceux, qui sembleront être propres à de tels cas: mais* presque jamais on ne sera assuré d'avance que 
le chemin mènera nécessairement au but que Von désire atteindre. Toutefois ce chemin est aplaui 
de beaucoup, depuis que les Tables d'Intégrales Définies peuvent dispenser du calcul final, en gé- 
néral le plus difficile et le plus incertain, aussitôt que lon aura réduit lintégrale proposée à une 
autre déjà évalnée dans ces Tables. 

Maintenant tous les matériaux étaient disponibles pour procéder à Y'évaluation des intégrales 
définies proprement dite. Ici le champ était bien étendu et se trouvait bien défriché dans quelques 
endroits, bien inculte encore dans d'autres. Mais avant tout il fallait le diviser en Sections bien 
clairement limitées: et ici, comme on vient de le voir, c'était la nature de ces méthodes qui devait 
servir de guide; ainsi on se voyait conduit naturellement aux sept sections suivantes, où chaque 
méthode occupe un paragraphe: 

Section —_ IL, contenant 5 paragraphes. Méthodes directes. 

Section II, contenant 12 paragraphes. Méthodes qui ramènent à des intégrales définies. 

Section II, contenant 3 paragraphes. Méthodes qui ramènent à des intégrales définies doubles. 
Section IV, contenant 


3 paragraphes. Méthodes qui ramènent à des séries. 

Section V, contenant 3 paragraphes. Méthodes qui ramènent à des (quations différentielles. 

Section VI, contenant 15 paragraphes. Méthodes pour déduire d'une intégrale définie connue d'au- 
tres intégrales définies. 

Section VII, contenant 4 paragraphes. Méthodes particulières (qui n’entraient dans aucune des 
sections précédentes). 

Observons en général que la Sixième Section contient nécessairement des méthodes établies 
sur les mêmes principes que quelques-unes des méthodes dans les sections précédentes, mais qu'ici 
ce sont pour ainsi dire les méthodes inverses de celles-là: qu’ici on part d'une donnée connue 
pour obtenir un résultat dont quelquefois on ne saurait pas même présager la forme: tandis que 
Ià on tâche de ramener une intégrale définie à évaluer à une autre fonction, qui soit connue ou 
dont on puisse déterminer la valeur, pour obtenir ainsi l'évaluation de la première. 

Pour Yapplication, les théorèmes, déduits dans la Partie Deuxième, se trouvent distribués dans 
les Sections diverses, sauf dans la cinquième et la septième, et font toujours le sujet de la dernière 
Méthode de chaque section. Ils ont pu donner lieu à un assez grand nombre d'intégrales définies 
nouvelles, grâce à Vemploi des Tables de ces fonctions. Mais aussi par les autres Méthodes on a 
évalué diverses intégrales définies, tant de celles qui se trouvaient déjà consignées dans les Tables, 
que de formules nouvelles. Parmi les intégrales définies connues il se trouve quelques-unes qu! 
peuvent être déduites par diverses méthodes; c'est ce qui a élé fait quelquefois, et alors des notes 
renvoient toujours aux autres lieux de déduction: ainsi elles donment parfois un exemple frap- 
pant, comment dans cette théorie on peut atteindre un même but par des voies tout-à-fait difc- 
rentes. Ces exemples montrent en outre comment quelquefois les limites conditionnelles, résultant de 
quelque méthode, sont élargies par une autre; que telle méthode exige nécessairement que quelque 
constante soit entière, ou positive, ou moindre qu’une certaine quantité, ou en certaine relation 
avee quelque autre constante: tandis qu'une autre méthode n'a pas besoin de ces conditions. 
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Enfin, on verra que chaque méthode peut avoir ses propres restrictions, mais aussì ses propres 
avantages. 

Le nombre des formules s’accroissant ainsi, elles donnaient lieu quelquefois à un traitement 
suivant quelque autre méthode. Tantôt cette discussion a été renvoyée À la dite méthode elle- 
même, tantôt elle a été Yobjet d'une note, lorsque cela semblait préférable pour abréger les calculs, 
Les principes de chaque méthode étant déjà connus par la Première Partie, on m'a pas hésité 
d'employer quelquefois dans ces notes en cas de besoin des méthodes, qui ne sont discutées que 
plus tard. Toutefois on a dû observer dans cette disposition que l'exposition de chaque méthode 
se trouverait accompagnée d'un assez grand nombre d'exemples, assortis à cet effet, pour en rendre 
évidents les calculs, les accidents, les exceptions, les difficultés, et tout ce qu'il y avait lieu 
d'observer par rapport à elles. La conséquence nécessaire d'un tel arrangement, c'est qu'on a dû citer 
quelquefois, pour en faire usage dans la transformation, des intégrales définies ou des relations 
entre de telles fonctions, qui ne sont étudiées ou déduites que plus tard: toutefois il n'en résulte 
aucun inconvénient, lorsque du moins on s’abstient d'employer une telle intégrale, dont la déduc- 
tion elle-même renverrait à la diseussion en question; or, dans ce cas on tomberait dans un cercle 
vicieux, et c'est ce qui naturellement a toujours dû être évité. 

Dans chaque paragraphe, après exposition sde la méthode, viennent quelques applications; 
lorsqu'il y a lieu de faire quelques observations sur des cas d'exception, sur des difticultés à éviter, 
sur des discussions spéciales, elles se présentent dans le cours du paragraphe, et toujours elles 
sont illustrées par des exemples choisis. Or, notre but étant non-seulement de rassembler dans un 
cadre, logiquement arrangé, tout ce qui se rapporte à la théorie et aux calculs de Pévaluation 
des intégrales définies, mais aussì de prendre ces études comme point de départ pour obtenir des 
formules nouvelles, — il convenait de distribuer de la meilleure manière ces recherches nouvelles 
parmi les divers paragraphes, de telle sorte que d'une part Yévalnation se présentât le plus natu- 
rellement, et que d'autre part elle pût servir en même temps à l'élucidation de la méthode elle- 
même. Cette distribution n’était pas toujours assez facile, et il était impossible de ne pas favoriser 
telle méthode plutôt qu'une autre. La grandeur de son extension pourra peut-être servir en quelque 
sorte à la mesure du poids de chaque méthode, c'est-à-dire de la probabilité de son efficacité pour 
quelque recherche spéciale. 

A T'égard de la disposition respective des Méthodes dans chaque Section, observons qu'on a 
tâché de suivre d'aussi près qu’il semblait possible, Parrangement de la Première Partie; de telle 
sorte que les méthodes, reposant sur des principes ou sur des propriétés antérieures, précèdent 
celles qui ont besoin de principes, exposés ultérieurement: aussì en effet, les premières méthodes 
étaient généralement plus simples que les dernières. 

Quant à la bibliographie, il faut ajouter ici quelques observations. Dans la Première Partie 
les Notes servent en général à citer la bibliographie relative au point en discussion. Il va 
sans dire qu'on n'a pu citer tous les écrivaius qui auraient écrit sur ce point: en général on 
“west contentú de citer les mémoîres ou les notes, disséminés dans les Collections Académiques ou 
dans les journaux mathématiques; chacun étant plus facilement en état de consulter pour lui-même 
les cours de calcul différentiel et intégral, qui traitent sur quelque partie de notre théorie. La 
même observation vaut encore entièrement pour les notes de la Deuxième Partie, où pour 
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chaque système de théorèmes on a cité l'auteur ou les auteurs, à qui on eu est redevable en son 
entier ou em partie. C'est ainsi que j'ai tâché de mettre chacun en état d’aller puiser à la source 
même, et de donner ainsi une esquisse historique de cette partie de l'analyse. 

Par rapport à la Troisième Partie on se trouvait déjà dans des conditions plus favorables. 
Car les intégrales définies évaluées étaient en partie nouvelles, en partie elles avaient déjà été 
recueillies dans mes Tables d'intégrales définies. Pour celles-là 3l n'y avait point de citation à faire, 
tandis que pour celles-ci les citations se trouvaient déjà dans ces Tables elles-mêmes: on pouvait donc 
très-bien s'en dispenser ici. Il est vrai que diverses intégrales définies ont été traitées au moyen 
de méthodes différentes par les divers auteurs qui se trouvent cités dans les Tables, et que d’au- 
tres formules ont été dédmites ici au moyen d'une méthode différente de celle que auteur désigné 
dans les Tables avait employée; mais ceci était de moindre importance. La discussion de 
toutes ces (valuations diverses, ne différant parfois entre elles que par des transformations inter- 
médiaires, aurait exigé trop de place: et de plus elle m'était pas nécessaire, puisque dans 
lexposition des méthodes en particulier on avait recueilli déjà des exemples pour chaque trans- 
formation, qui semblait lexiger par son importance. Ce n'est que dans quelques cas pourtant, 
quoique peu nombreux, que je me suis écarté de cette règle générale. 

Les notes dans cette Partie Troisième avaient un tout autre but: elles servaient soit à renvoyer 
à une autre Méthode, où la même intégrale se trouvait déduite d'une manière différente; soit 
à exposer quelque transformation intermédiaire; soit à dédnire quelque formule nécessaire dans la 
discussion du texte; soit à appliquer aux résultats obtenus quelque autre méthode pour en déduire 
des intégrales définies nouvelles. Ce n'est que dans l'exposition préalable de chaque méthode, ou 
plus tard dans celle de quelques sujets spéciaux, que les notes en donnent la bibliographie, tout 
comme cela avait eu lieu dans les deux Parties précédentes. 


Tel est le but que je me suis proposé, telle la manière dont je me suis proposé de latteindre. Dans 
le commencement de cette Préface j'ai observé que j'en attendais une certaine quantité d'évaluations 
nouvelles, et mes espérances n'ont point été trompées sur ce point; on trouvera l'évaluation d'en- 
viron 1260 intégrales définies de mes Tables, et en outre d’environ 2130 intégrales définies nouvelles. 
Après-coup, lorsque le manuscrit était déjà en cours d'impression, je recus deux corroborations de 
mes idées à cet égard, sur lesquelles on pourra consulter aussi le w Supplément aur Tables d In- 
tegrales Définies”” Lune, dans la Katholische Literatur-Zeitung du 10 Nov. 1856, N°. 45, p. 865, 
où il est question des Tables, est aussi concne: 7 Nicht leicht ein anderer Gegenstand der höhern 
„mathematischen Analysis ist weniger geordnet und in der Literatur mehr zerstreut, als die Theorie 
„der bestimmten Integrale... Eine wohlgeordnete Darstellung jener Lehre, welche zugleich alle 
„allgemeinen wie besonderen Resultate enthielte, wäre eine überaus lohnende Arbeit; sie würde 
„nicht nur den Reichthum der Methoden, sinnreichen Künstgriffe und der einzelnen Ergebnisse 
„erkennen lassen, sondern das Ganze erst zugänglich machen, was bis jetzt aus dem angeführten 
»„Grunde für sehr Viele so gut wie unzugänglich ist. Ob sich jedoch ein Mathematiker einstmals 
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„dieser Arbeit unterziehen wird, steht dahin. Sehr viel aber ist gewonnen durch die vorliegende 
„Publication, u. s. w”’ L'autre, dans le Rapport de la Commission des médailles du 3 Juin 
1860, de VAcadém. Impér. des Sciences de Toulouse, contient ces mots: Ce receuil (les Tables 
„d’Intégrales définies) grandira peut-être même au-delà des espérances et de ambition de son 
„auteur, si, comme il y a lieu de lespérer, le rapprochement de résultats si importants et si nom- 
„breux conduit les géomètres à établir des méthodes générales pour les démontrer, et pour mar- 
„cher à de nouvelles découvertes.” J'ose espérer que ce travail démontre la vérité de ces obser- 
vations, et qu'il m’ait été donné de mettre en relief la richesse de méthodes et d'artifices ingé- 
nieux, apparente dans cette partie de Analyse. Quant aux Méthodes générales, lorsque du moins 
on veut parler de théorèmes généraux, la Deuxième Partie pourra fournir la preuve qu'elles sont 
en grand nombre. Et les nouvelles découvertes n'ont pas manqué non plus: or, en cas d'une nouvelle 
édition des Zubles d'Intégrales Définies, elle devra évidemment s'en ressentir. 

Je ne sais si ce travail trouvera un accueil aussi favorable que mes Tables: en tout cas je 
prie ceux, qui voudront bien Yannoncer et en donner leur opinion, de m’accordér un exemplaire 
de leur annonce, afin que je puisse profiter de toute critique venant d’un juge compétent. 


Deventer, Mai 1862. 
D. BIERENS DE HAAN. 
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PRINCIPES DE LA THÉORIE DES INTÉGRALES DÉÚFINIES. 
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(Numéros 55—45. Notes 18—22. Formules G1—85.) 


$ 6. Imvertissement de Yordre des mtégrations dans les mtégrales définies 
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(Numéros 44—49. Notes 25—26. Formules 84—95.) 

$ 7. Imtégrales définies avec des limites imaginaires. .… En OL 
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INTÉGRALES DEFINIES 
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D. BIERENS DE HAAN. 


PARTIE PREMIÈRE. 


PRINCIPES DE LA THEORIE DES INTÉGRALES DÉFINIES. 


1. Les intégrales définies sont des expressions d’analyse, de la plus haute importance pour la 
théorie des suites et des équations différentielles, ainsi que pour toutes les parties des sciences exactes, 
où celles-ci trouvent leur application. Mais la théorie en donne souvent lieu à des discussions de nature 
délicate, et offre quelquefois de graves difficultés. Il est absolument nécessaire qu'on prenne son 
point de départ de notions claires et précises et qu'on en connaisse à fond les propriétés ct les 
transformations, avant de procéder àÀ leur évaluation. 

Nous commencerons done dans cette Première Partie par donner les principes de la théorie 
des intégrales définies; dès-lors nous serons en état de déduire dans la Deuxième Partie plusieurs 
théorèmes de transformation générale, et enfin nous pourrons passer dans la Troisième Partie aux 
méthodes très-différentes entre elles, qu'on a suivies pour évaluer ces fonctions. 

Dans la Première et la Deuxième Partie on a ajouté quelques citations de bibliographie sur 
les points d'analyse en question. Dans la Troisième on a désigné les intégrales déduites, qui se trou- 
vent dans mes Tables d’Intégrales Définies, Amsterdam, 1858, (Verhandelingen der Koninklijke 
Akademie van Wetenschappen, Tome IV) par la notation T..….….…. N..……. avee les nombres de la 
Table et da Numéro cités; la bibliographie de ces intégrales-là n'y est point donnée, parce qu'on 
peut toujours la trouver dans les Tables mentionnées. Pourtant on y rencontrera quelquefois une 
notice historique au sujet de quelque méthode. 
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$ 1. NOTION ET PROPRIÉTÉS FONDAMENTALES DUNE INTÉGRALE DÉFINIE. 


2. La théorie des fonctions, comme ayant pour objet le changement des fonctions variables 
dépendantes, est basée, d'après ce que l'on sait, sur la formule fondamentale 


EA T di —_f(@) pour glam: OO enn nee (t) 


ij (z) — lr 


qui exprime le coefficient différentiel f(x), comme le rapport limite entre les changements de deux 
variables f (w) et we, dont la dernière est considérée comme variable indépendante et dont la première 
au contraire dépend de celle-ci. Lorsque f(z) y est connue, cette formule fait trouver f(z), et 
c'est-là l'objet du Calcul Différentiel: Yopération inverse, de déduire la f (w) de f' (z), est du ressort 
du Calcul Intégral, dont la méthode est indirecte par la nature même de la formule précédente. 
Mais quoiqu’il soit impossible de déduire f(x) directement de f' (@), où alors f (z) serait linté- 
grale indéfinie de f'(x), on peut pourtant approcher de ce but par une méthode, qui donnera la 
base de notre théorie. 
3. On peut écrire la formule fondamentale de la manière suivante: 


fe + Ò)—f (2) 


5 =f (er) He, d'où f(a dd) —f(e)=df (2) Hòe, (4) 
où « est supposé être une quantité, qui s'évanouit à la limite zéro de ò. Prenons maintenant: 
Ea, atd ,atd, Hs, ad Ò, HÖ, +. Òn—t, 
ORO 63 Og Ò, _, tandis que les valeurs 
E= El Ey Es» En 


en suivent comme valeurs correspondantes: substituons ces valeurs respectives dans l’équation (1), 
nous aurons: 

fla +d)—fle) =d, f(a) +Ò,e,, 

FHD, HO) Fah) =d f (a+) Hsen, 


f(atò, +Ò, +} Ò‚) —f(a +ò, +ò, art Ön) Tl Ònf (atd, +ò, HH Òn—i) F Òn én. 
Lorsque maintenant la fonction f (w) est continue pour toutes ces valeurs depuis a jusques à 
add, +Ò, H.H, on a toujours f(a 4 ò,) = f(a Hòp), ou comme on lexprime quel- 
quefois f(a + Ò, +0) = fra Hp —0): en ce cas, dans la somme des premiers membres des 
équations précédentes, toutes les fonctions intermédiaires s'annullent entre elles, et il reste 
flatò, + Ò, H.H Òn)— f(a). Mais quand la fonction f (@) est discontinue pour quelque 
valeur de z, située entre ces limites, soit pour a + Ò,, on n'a plus identiquement f(a+ò,) =f (a4-ò)), 
cest-à-dire, d'après la définition de la discontinuité, f (a + ò,) aura une autre valeur, selon qu’on y 
parvient par laugmentation de largument, par exemple du côté de a, pour ainsi dire, ou qu’on 
Fobtient par la diminution de z en venant de a+, +Ò, +... Ò,: done la différence de 
f(ad-òp—0) et f(ad-ò,0) aura une valeur finie ou infinie, mais en tous cas elle ne s'évanouira 
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pas en général dans la somme mentionnée des premiers membres. Excluons done ce cas pour le 
moment, nous trouvons pour le cas de continuité seulement: 


F(atÒ, AH ÒrtatÒi)—fla)=df (a) +Òof (a+) Aarf (aHÒÒrÒn 1) H(Ò EH Ô to ed ÒrE)- 
A présent supposons que l'on ait ah Ò, + Ò, +. + Ò, —=b, une quantité constante: dès-lors on 
peut assigner la valeur de la somme des produits ò, €: car soit «, la plus grande et e, la plus pe- 


tite parmi toutes les valeurs de e, on aura: 


€ (Ò, +ò, Hd Ön) > Ò, €, sin Ò, € iten Òn En > ep (Ö, +Ò, H.+ Ò), ou 
gb—a) >de, Her HH Ôn en > ep(b—a), 
par la substitution de b—a: or celle-ci est constante, et lon peut diminuer les valeurs des « ct 
par suite celle de e, et de e, indéfiniment, en en augmentant le nombre: done les deux quantités, 
qui enclavent le terme du milieu, convergent avec Ò vers zéro, et ce terme, par conséquent, devient 
aussi zéro pour la limite zéro de ò. On a done enfin: 


f(b) —f (a) — Lim. [FO HÒf (ad) Ar f (at, HÔn ni) |, Lim.ò—=0 . (1) 
avec la condition b—a=d, + Ò, H.H Òns oee ak) 


et ainsi nous avons déduit de la fonction f(z) la différence f(b) — f(a): elle n'est plus une 
intégrale indéfinie f (@), mais elle est Pintégrale définie de la fonction f(z). 

4. Mais ce résultat peut prendre une forme plus caractéristique. ln effet prenons tous les 
Ò,,Ò,, +. Òn Égaux à Ò, de sorte que \équation (1) devient: 


{U —f{a) = Lim. [ò OFF (atd) Hf (a2Ô) Ht f(a [n—l}ò)} [5 —a=n Ò, Lim.ò==0. (2) 
Le second membre de cette équation est une somme de termes Òf (ze), où w augmente unifor- 
mément depuis a jusques à b: or, dénotons Ò, comme la différence de w, par A z, alors cette somme 


5 

aura la forme Lim. 2 f(z) Aw: elle exprime une sommation d'une suite de ” termes à facteur 
a 

A: mais comme Ò doit converger vers sa limite zéro, on peut le remplacer par la notation 


b—a 
usuelle dans ce cas, dz, la différentielle de #: dès-lors le nombre x des termes, qui est ae 


vant (1%), devient infini, et les termes eux-mêmes deviennent infiniment petits àÀ raison du facteur 


dz, qui eonverge vers zéro: il est d'usage dans un tel cas de remplacer le signe de sommation 2 


par le signe d’intégration Í „et Pon peut écrire: 


b 
| renaam im [AF (keta 1 län dba =d (3) 


équation identique, 1l est vrai, mais dont le premier membre offre une notation plus simple de 
Yintégrale définie: on dit alors, que la fonction f (@) est intégrée entre les limites a et b. 

5. La comparaison des équations (1) et (2) indique, que l'égalité ou l'inégalité des divers ò, 
qui tous convergent vers zéro, n'influence pas sur le résultat: et puis elle nous apprend qu’au lieu 
de la formule (3) on peut écrire: 
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| NNdeetin [PAOHISHIJH HA HE) HOH eel ka 
„bad, +Ö, +…+ Òn) Lim. d == 0.| 


On peut encore transformer cette expression dans une autre, quelquefois plus commode. Or, les 
quantités a,a 4 Ò,,a Hd, 4 Ò,atdd, HÒ, H.H Òn—i sOnt les valeurs que ez obtient 
successivement, en variant de la limite a à autre b: nommons ces valeurs successives de «: z,, 
Pio Py---Em Où done #, —a, on =b, il vient , =e2, — tor Ò2 =L, — Lj Òn = An — En 1 
et Y'équation aura la forme: 


[Foae=rinte of (eo) Hr, erf (e, ) eh (nen (en) [Line — api) =0 (5) 


6. De quelque manière que Y'on exprime Y'intégrale définie, les équations précédentes nous donnent: 


b 
frost old achet do mi rg Hea ste (6) 


mais seulement dans le cas, que f (w) soit continue entre les limites a et 5. 
Maintenant Yéguation fondamentale (+) du Nr. 2 peut sécrire: df(x) —=f' («) dz, qui donne 
par Yopération inverse: 


f(z = fr (z) dz, ou plutòt = [r (@)da —C, 


pour lintégrale indéfinie. Il est nécessaire d'ajouter ici une constante C, puisque la différentiation 
de cette dernière Équation, sì nous voulons retourner à l'équation précédente, Élimine cette con- 
stante. On ne peut pas trouver directement cette intégrale, ni la constante, comme résolution du 
problème posé de déterminer f(w) À laide de f' (er): mais si nous prenons ici successivement a et b 
pour z, la différence des résultats donne: 

Rel La 
f(b) — f(a) = def feded) [7 z)dae—(C—C)= Eices (1) 

ra 

équation qui nous montre comment d'une intégrale indéfinie on peut passer à une autre, qui a la 
forme d'une intégrale définie, mais où nous n'avons point pris en considération la continuité ou la 
discontinuité de f (we) entre les limites a et b de rm. Tua comparaison des formules (7) et (6) nous 
montre en effet, que dans le cas de continuité les deux expressions s’accordent entre elles: mais 
dans la suite nous verrons que cet accord n'existe plus dans le cas de discontinuité; en effet alors 
la formule (7) n'a plus aucun sens [1]. 


[1] Il s’ensuit delà que la distinction d'Oum *) entre une intégrale définie numérique (numerisch- 


*) Ona, System der Mathematik, Theil 8. Die Lehre der endlichen Differenzen und Summen, und der reellen 
Faktoriellen und Fakultäten, so wie die Theorie der bestimmten Integrale. (Nurnberg. Korn. 1851, XXVI et 390 S. 
8°.) S. 247, fgg. 
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7. Comme des considérations de géométrie peuvent être d'une grande utilité pour donner des 
notions claires et précises, nous allons voir comment elles interprètent les raisonnements précédents ; 
elles nous indiqueront en même temps influence, que doit avoir iei la discontinuité de la fonction 
intégrée. A cet effet, retournons à la formule (ft) et prenons pour fe) Paire de quelque courbe 
pour des coordonnées rectangulaires, et comprise entre la courbe, l'axe des abscisses z et deux 
ordonnées quelconques y: quand on fait augmenter laire d'une quantité très-petite, le numérateur 
de la formule citée sera un trapèze, où l'un des côtés est courbe, et le côté opposé la partie de 
Paxe des abscisses de: en passant aux limites ce trapèze devient un rectangle et f' («) n'est par 
conséquent autre chose que lordonnée. Maintenant (Fig. 1) soit pour une ordonnée arbitraire 
M m, Faire MA am== f(a) +C, et Yaire MLlm==f(b) HC: il vient Alila=f(b)— f (a). 
Mais lorsqu’on fait eroître l'abscisse depuis w =— a au point A, jusques à z — b au point L, et qu'à 
chaque accroissement on érige l'ordonnée, elle obtiendra des valeurs f'(x), où l'on doit prendre pour 
x toutes les valeurs successives: une telle ordonnée, Dd, multipliée par l'accroissement de w immé- 
diatement précédent C D, exprime Paire d'un rectangle C Ddy, et la somme de tous ces » rectangles 
diffêrera peu de laire de la courbe, et finira par coïncider avec elle, lorsque le nombre ” des par- 
ties de la distance A L devient infini, et que par suite chaque partie C D converge vers zéro, En 
d'autres mots, nommant OB=z,, OC=z,, OD ==}... on aura: 


ALla= Lim. {(@, — a) f (w,) + (wa — ez) fl (oa) H (2 — wa) fl (a) He}; 


et la comparaison de ces valeurs trouvées pour laire ALsla ramène Àà Péquation (5), la définition 
de Yintégrale définie. 

Mais lorsque entre les points p et q ou p et q' la courbe a des branches infinies, ou qu'elle 
y est discontinue, le raisonnement précédent n'est plus exact, car dans ce cas il y a un des rec- 
tangles à sommer, qui obtient une hauteur infinie OS ou OS’, et dont laire est par conséquent 
infinie ou du moins indéterminée, Il faut donc passer À l'examen de ce cas de discontinuité [2]. 

8. A cet effet observons en premier lieu, qu’une intégrale définie entre les limites a et 5 peut 
être divisée à la valeur c de z (située entre a et b) dans deux autres intégrales définies entre les 
limites a à c et c Àà b respectivement, car il est identiquement : 


b 
bestimmtes mmtegrat f ‚ Pintégrale de formule (6)) et une intégrale définie générale (allgemein-bestimmtes 
a 


Imtegrat ‚ Pintégrale de formule (7)) est inutile, puisque la dernière n'existe qu’autant quelle coïncide 
ba 


avec la première. Drcmer *) en pense autrement, puisqu’il régarde expression ({) comme la définition 
véritable de Pintégrale définie, Cette définition (7) est la primitive, comme elle a été introduite par Eurer: 
autre (6) au contraire est celle de Cavony 4). 


[2] Voyez RaAABP, Journal von Crelle, Bd. 20, S. 1783—117. 


*) Decrer, Handbuch der rationnellen Mechanik. Augsburg, Rieger. 1857, 8°, Bd. I. Einleitung. $ 42, S. 107. 
#) Caverr, Journal de École Polytechnique, Cah. 19, p‚ 510. Post-script. p. 190, 
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c b b 
Í PF @Ode + Í P@de={fÌ)— FO} + YO—FO} =O = | fed … (8) 


Maintenant supposons que cette valeur e de & soit celle, pour laquelle la fonction f(c) devient 
discontinue. Alors dans la première intégrale du premier membre il faut changer la limite supérieure 
en e— pe, et dans la seconde intégrale la limite inférieure en c-Hqe: où Ton entend par € une 
quantité, qui a zéro pour limite, de sorte que pour cette limite même les deux limites changées de 
Vintégrale redeviennent toutes deux la primitive ce. On obtient ainsi l’équation : 


fre ard Pi (ae fran, RE eh (9) 
c+g: 

Winsen 0e ata 6 ken ht BEENS GA 4e (9%) 

Lorsque après Yintégration effectuée on fait converger la quantité « vers zéro, cette opération produit 

le même résultat, que l'on obtiendrait en approchant le point de discontinuité des deux côtés, en 

le serrant de plus en plus, et en excluant pourtant le point lui-même; tout comme si, dans Fig. 1, 

on faisait approcher les deux ordonnées Uu et v Vo' indéfiniment de Yordonnée de discontinuité 
ou de lasymptote SOS’. 


9. Ce que l'on obtient d'après la formule (9), |” (2) de =f(b)—f(e qe) +f(e—pe) —fia), 


est nommée par Cavcuy sa valeur générale. Lorsqu'on y prend p —=1 == gq, on obtient la valeur 
principale de Yintégrale définie à fonction discontinue. 

Mais on peut écrire l'équation (9) d'une autre manière, c'est à dire en employant la trans- 
formation, que nous apprend la formule ($); car on obtient alors, en considérant chaque intégrale 
au second membre de (9) comme une différence de deux autres: 


b c c b c4-q: 
Í fa)d= | Pd Ik f (@yda + | f(@)de — \ Ff @yar =f()—F@) HSO) —F)— 


e jro (ode Ki gaens [Fi de ASAD Ai 


c—pe 
C+q: 8 
CDJA == | VCN Ami ere are Hoet Ke (LI) 
C—pe 
Cette correction A dans le cas de discontinuité de la fonction pour une certaine valeur e de zr, 
qui doit se trouver entre les limites a ct b de l'intégration, — est ce que Cavcnr appelle une 


intégrale singulière, qu'il réduit souvent, À raison de ce qui a été dit précédemment, à sa valeur 
principale en prenant p—=q=l. [3]. 
(3) Les intégrales singulières, dont Cavcuy a fait beaucoup de cas, ont été introduites par lui dans 


analyse dans un Mémoire du 22 Août 1814, publié dans les Mémoires présentés à l'Acad, de Paris, 
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Pour le cas que e coïncide soit avec a, soit avec b on a encore successivement: 
ad-gs 


b 
A= fl f(e)de =f(aHge)—f(e) ‚fra fet10 mel (12) 


a 


b b 
A= ff f@)dr=f(b)—flb— pe) ‚| rma=rtrd@ ‚ Lime=—=0... (13) 
bp: a 
Mais quand on pénètre dans le sens des facteurs p et q, qui constituent le caractère de la 
valeur générale de Cavcury, on ne voit pas une raison suffisante pour les prendre differents de 
Punité: et 1à, où dans la suite nous aurons besoin de ces eonsidérations, nous les prendrons toujours 
tels, c'est-à-dire nous ne ferons usage que des valeurs principales de Caucuy. [4] 


Tome I, (Année 1821) page 599— 799: Mémoire sur les intégrales définies. Mais dans un Mémoire (inséré 
au Cah. 19 du Journal de Y'École Polytechnique, p. 510—592 (du 16 Sept. 1822)), sur l'intégration des 
équations lindaires aux différences partielles et à coefficients constants, il en traite plus amplement, ainsi que 
de la définition d'une intégrale définie (voir les Observations et Additions). — Consultez encore le Bulletin 
_de la Société Philomathique, Nov. 1822 et surtout son Résumé des Lecons données à École Polytechnique 
sur le calcul infinitésimal. (Paris. Debure. 1823, T, I (seul) XII et 172. Pag. 4°). Lec. 25, page 97. 


[4] Tous les analystes ne sont pas de cet avis: voyez Minpixe, Integralrechnung, Arxpr, Grunerts Ár- 
RE 

chiv, Th. 10, S. 240. Pour éclaircir ce point, étudions l'intégrale acini TE qui devient discontinue 
0 == 


pour la valeur s= 1. Or on a pour Yintégrale indéfinie les valeurs différentes: 
da 1 À 12 dz DE +1 
== Lj onee +C, . (b), 
lr 2 IE la? mn el 


qui se vérifient aisément: la première vaut seulement entre les limites O et 1 de z, la seconde entre les limites Ì 


2 5 Tek 1 
et oo. Done pour « zéro, la première donne oli l—- == 0 et pour zinfini, la seconde donne encore — ET —= 0. 
Mais comme on peut les représenter sous la forme : 

} 
1 5 
l 14e 1 en z 
== et zi 
St 2 Ì 


ces valeurs convergeront vers une limite identiquement la même, lorsque # approche de lunité, et pour 
cette valeur même elles seront identiquement égales, comme provenant d'une source commune: par consé- 


7 ; VEN : É 
quent, bien que ces valeurs soient toutes deux aan infinies, la différence en sera néanmoins nulle. Done 


il ne reste plus qu'à prendre la différence des valeurs de notre intégrale pour les limites O et oo de «: 
ces valeurs étant toutes deux nulles, comme on a vu, il s'ensuit que 


RE 
Et vsti(6) 


IK) 
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10. Pour toute fonction, qui est continue entre les limites de Y'intégration, cette correction 
s’évanouit Évidemment, parce que l'intégrale singulière s‘annulle et celaest nécessaire aussi afin que la for- 
mule (6) puisse valoir. Ainsi par un raisonnement inverse on peut déduire de ce qui préeède un indice cer- 
tain de la continuité ou de la discontinuité d'une fonction ; car dans le premier cas la correction A doit 


Voyons maintenant ce qui en est d'après la valeur générale de Cavcur. Alors on trouve: 


D 5 oo 2) © lg: \ 2 
ded me Ate Pel Ee, a: ie ca 
1x? 4 Le A \l—e/ Jo 4 lr 
0 


0 lp: 
1 2 
SE I,/LHOP If ltge? - 
BE 4 ien TA MEL Sg AE 
le ©} 
1 1 1 (2Hgel? 1 (2—pe\? 1 bee 1 Eh 
ii EE SE ee B rl) 
ld 4 4 qe Kdl pe | 4 \24ge 10 € 


(ou en passant à la limite zéro de (£)) 


1 
or mn, . . . : eN 
comme valeur générale; d'où il s’ensuit comme valeur principale pourp=g= Lil =—=0. J'en conclus, 


que cette dernière, qui coïncide avec le résultat (c), est la seule véritable, et que la valeur générale ne 
peut valoir. 

Pour faire ressortir la nécessité de la prudence, avec laquelle il faut agir dans ces cas de disconti- 
nuité, nous verrons ce que PrANA %) avance sur cette même intégrale, Il regarde en premier lieu les 
formules (a) et (b) comme généralement valables et déduit de chacune delles: 


Bridgen dl tej eû 1 1 de 1le+l 1 Re RN 
meel eld ik “ir edad re a nd Ne DC 
Í ned a Ek nf nave Wel moe 


0 0 “0 
Ensuite, toutefois sans avoir égard à la discontinuité, ìl reproduit notre résultat (c); et de ces valeurs 
bien différentes il regarde la valeur (d) comme la seule véritable. Mais il n'est pas permis de prendre dans 
ces formules (a) et (b) z plus grand ou plus petit respectivement que l'unité: afin d'y être autorisé, il 
faut d'abord qu'on en change les valeurs ainsi: 

1 (IE z\2 1 fet? 

ll) +C et —l +C,;, 

4 lr L rl 
et dès-lors, à l'aide de chacune de ces formules, on tombera par sa méthode sur le résultat (c). La 
raison de cette coïncidence est Évidemment dans la circonstance, que pour les points de discontinuité, les 


deux valeurs de part et d'autre deviennent égales, et que par suite la correction est nulle, comme nons 
avons trouvé précédemment. 


*) PrANA, Journal von Crelle, Bd. 17. S. 1. (S. 21). Poissor en pense de même: Journal de FÉecole Polytechn. 
Cab. 18, p. 320—341. Sur les intégrales des fonctions, qui passent par l'infini entre les limites de l'intégration, et 
sur l'usage des imaginaires dans la détermination des intégrales définies. 
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être nulle, tandis que dans le second cas elle ne sera pas nulle, et le plus souvent elle sera infinie 
b 
Alors il s'ensuit encore que nécessairement Í f'(e)de = tE @». Ces valeurs de la correction dé- 


a 
pendent naturellement de ee que les produits Òf'(p +ò) soient finis ou non [5]. Dans les cas 
d'indétermination on peut appliquer les règles de la convergence des séries [6]. 

11. Jusqu'iei on supposait la fonction f(w) réelle, mais aussi pour une expression imaginaire 
le raisonnement précédent restera de vigueur: pour démontrer ceci, nous allons déduire la formule 
(4) dans le cas d'une fonction imaginaire de la forme p (@) +4 (z). Alors la formule (4) de 
Nr. 8, sur laquelle se fondait la démonstration, devient ici: 
pad) — op ()Hifyle hd) — 1 (2)] =û [oe @) Hir! (@) Ò (edi), où # est pour y (z) ce que 
s est pour p (x). 

Maintenant faisons successivement: 


za, atd add, +ÒsadHÒrd H Ònns 


dd Wen Olst: Ò, ‚ et désignons Jes valeurs qu’obtiennent les « et les 5 
part, En ER BAS 
et N=» VET) Izreee In : 


- respectivement, ef nous aurons les équations: 


[5] Dreneer, Journal von Crelle, Bd. 38, S. 266. — Voyez aussi Scmrömtren, Grunert's Archiv. 
Bar lleeS63: 

[6] Appliquant à Péquation (5) les règles pour la convergence des séries, trouvées simultanáment par 
RAABE *) et DumAMeEL f), on obtient avec OssraN BoNNErS) la règle suivante: 


b 
Pour savoir si lintégrale définie | f(x) dz devient infinie ou non, lorsque pour un ec, situé entre a et 
o N, , 
a 


b, on a f(c)= », il faut 
1°. caleuler les valeurs p, et g, des expressions (e—ao)l—: f (@) et (c—c) f(x) (où « est une quantité 
positive, aussi petite que lon voudra) pour # =c, Alors Pintégrale est finie, sì p, << ©, et elle 
est infinie, sì q, >> 0. Mais 
si p,=n et q, =0, il faut calculer les valeurs p, et q, des expressions 


(ee) 5) ve et email | 


pour == c. Lorsque p, est < oo, Yintégrale est finie, lorsque q, est > 0, elle est infinie ; et lovsque 
32, pz So et q, =O, il faut calculer les valeurs p; et g, des expressions 


LE \ 
(e—z)l ad (u) f(a) et (e—a)l Ea u re 
\ ed a 


pour z==c. Lorsque p; est < oo, lintégrale est finie, lorsque g; est > 0, elle est infinie; et 
49, lorsque p; == oo, et q3 — 0, il faut continuer de la même manière. 


Ot 


*) RAABE, Journal von Crelle, Bd. 11. S. 309. — Id, Journal de Liouville, T. 6, p 85. 
1) Dumamer, Journal de Liouville, T. 4, p. 214. 
S) 0. Boxxer, Journal de Liouville, T. 8, p. 73. 
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pla+d,)—p(a) Hilylard)—z(e)} òf) Hy) Hdd 
plard,Ò)plard,) +ilgla+d, HO) yad) =Òs[plahd,) Hi latd)] Heid, na, 
pad, dd) glad, dori) [y(a, HD) — (ad, Hed = 
== Ò,[p'(aò, + Hr) Hi (aHÒ, HH ni) Òr En Hd Òn zjn. 
Mais de la motion d'une fonction imaginaire il suit d'abord que la continuité en dépend de la 
continuité de la partie réelle et de la partie imaginaire séparément; par conséquent dans le cas de 
continuité l'addition de toutes ces Équations nous donne: 


PAD Hoo) (a) lylah, Hd … HÒ)— 4 (A)] =d, (@) HD, (afd) 
HO padden. Oni) Hild, 4 (a)HOe (ahd) AH (atd, Hr) 
HÒ, er HÒs en Fe. Anni [Ò, 7, Ha ah oe HÒn zjn). 

Le raisonnement de Nr. 3 donne ici tant Ò, €, +Òse, H….HÒnen=0, que Ò, 7, HÒ32s HH Ôngjn==0. 


De plus, suivant la supposition et les notations de Nr, 5 on a: 


[ola +0, deekie ot 0] [O+ OT | [vi 0] de = 


a 
= Lim. [Ò, #'(a) + Ò, p' (a HÒ) HH ng (a HÒ, HH Òn)] 
+ iLim.[Ò, (a) +Ò, plat d) H.H ng (add, HA Ön, (14) 
formule, tout-à-fait analogue à la formule (4), et d'où résulte tout le reste du raisonnement. 
12. Ce qui précède peut suffire pour établir une notion claire et précise de T'intégrale définie ; 
maintenant déduisons de ces principes quelques propriétés générales de ces fonctions. 
En premier lieu nous déduisons de la formule (3) que 


Í in Llarde ARRA died Barre ease (15) 


il a 
pour un A constant, puisque l'on peut le considérer comme facteur de chaque terme et par consé- 
quent comme facteur de Fexpression entière. Fvidemment cette même équation donne encore: 


b b b 
| (A (e) Hf, (wo) + ] dr —= |” (w) de + |” EN EE RSS EEN (16) 
a a a 
d'où, par combinaison avec la précédente : 


b ù b 
[u (2) + Arfa (@) Hf dr = A, |» (z) de + A, |r (ded. … « (14) 


a 


Enfin Pextension de la formule (8) nous donne pour a&e, &C3 Guns. << en <b, la relation 
évidente: 


[ro dies [ro de ie OLE fre de npe, (18) 


a 
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18. En deuxième lieu la formule (3) nous apprend que, lorsque f'(x) garde le même signe 
entre les limites a et b, alors l'intégrale elle-même aura nécessairement le même signe. Donec une 


b 
intégrale définie i f(e)de est positive ou négative, lorsque f (w) est toujours positive, ou toujours 


a 
négative pour toute valeur de z entre les limites a et b. 
On en déduit: Lorsque f («) ne change pas de signe entre les limites a et b, on a toujours: 


Ö b 
|rOrma=s (et O0) | rede Oel Sede en(ALE)) 
a a 
Car lorsque la fonction g(x) obtient sa plus grande et sa plus petite valeur respectivement pour 
v=get r=p, c'est-à-dire que pour toutes les valeurs de z entre les limites a et b il est 
P(9) >p (2) >p(p), on a, supposant que (we) ne change pas de signe, laissant ce signe hors 
du calcul, ou plutôt le supposant positif: 


b b b b b b 
Í HO pftede> 1 afde | H(p)f(e)dr, ou (9) Í fle)de> il berde | F(a)des 


Ö 


POf(e)de = 9 (1) il f(@)de. 


d'où, pour une certaine valeur A de #, située entre g et rf 

da 
Cette valeur A, située entre g et p, tombe donc aussi entre a ct b; et par cons(quent on peut 
Vexprimer ainsi: A==ad0(b — a), pour un 9 queleonque plus grand que zéro et au-dessous de 
unité: de telle sorte on obtient Y’équation (19), pour le cas de f(z) toujours positive: quand au 
contraire elle serait toujours négative, on n’aurait qu'à changer le signe des inéquations dans le rai- 
sonnement précédent, qui menerait toujours au même résultat. 

b 


b 
Supposons-y f(x) = 1, il vient jr Ün= Í de =b—a et par suite: 


On peut exprimer la valeur d'une intégrale définie ainsi: 


b 
| var ton [ett] re U HES EINER vene ABA (26) 
“a 
ee qui vent dire en langage de géométrie: une aire Alla (Fig. 1) est égale à un rectangle, dont 
Ja base est AL, la portion analogue de l'axe des abscisses, et dont la hauteur est quelque ordonnée 
intermédiaire entre la plus grande et la plus petite, que la courbe comporte entre les limites a et b. 
14. Un théorème p'Aser [7], concernant la convergence des séries périodiques, donne encore 
dans notre théorie une application, qui ne manque pas d'interêt. Tse théorème eité s'énonee ainsi: 
Lorsqu'on a » quantités réelles p,, pp, pn, et encore n autres quantités q,, Qs, QUI, 
toutes d'un même signe, sont de valeurs numériques successivement déeroissantes, et de plus que 
pour chaque valeur entière de » entre O et 7: 
[7] Arrr, Journal von Crelle, Bd. 1, S, 314. 
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AGP tper Hp B, il sensuit Ag, Sp, 9, Pa Zat A Pan SB, 
Quand q, est négatif, on n'a qu'à changer le signe de Tinéquation précédente [S). 
A présent soit Pn=Òf (aA [n—1l]ò) et gn =p (a 4- [n —1]Ö), 
alors dans I'hypothèse A < ò [fo f(a Hd) Hf {a + [n—1] ò} | < B, on a: 
Ap (a) <ò[f(a)p(a) +f(at Ö)o (a HÒ)H HF {a H [n— 110} op (a + [n—1]0}] Be (a). 
Substituons nò —=b, et passons à la limite de « linfini, les membres moyens de ces deux 
inéquations deviennent des intégrales définies, et nous arrivons au résultat suivant: 


Lorsque Pintégrale indéfinie Í f(e)de, pendant le passage de @ depuis la limite a vers b, reste 
toujours enfermde entre deuw valeurs déterminées A et B, et que d'autre part la fonction p («) 
décroft continuellement pour ces valeurs de zm, il s'ensuit: 


b 
A p(a) <form EEA A AES (21) 


De la même manière on obtient le théorème: 
Dans le cas que p (a) augmente continuellement depuis za vers eb, et dans les mêmes 
suppositions que précédemment, on a inéquation: 


b 
Ap (b)< |rormasn: (OM (22) 


15. De la formule (16) on peut déduire encore une application remarquable à cette intégrale 


b 
définie | f(@)p(e)de. Or, le théorème de Macraurin nous donne exactement, comme on sait: 


a 


1) =O) OA (O oe fle1N(0) +, mer), 01, 


ek 


lorsque toutes les f7) (0) sont finies et que les fl?) («) sont continues pour toutes les valeurs de z, 
qui tombent entre les limites a et b de z. Ainsi nous avons encore: 


frormaes0 frnarrro foo 5 


haken 


fr=0(0) 


b 
Tr E (@) ard + T/1 td p (2) ©) (Oz) en dz. 
a 


a 
Ce résultat devient d'un intérêt spécial, lorsque pour la dernière intégrale on a: 
: q o 


(S] La démonstration en est facile, car d'abord on a A gi <p,g tt done d’autant plus: 
GPi + Pa a + pn Int et ensuite p, 9, Pada hoe. H PnAn Spr + Pa ludere h Pans done 
à plus forte raison < Bg. 

[9] Ossran Bonner, Journal de Liouville, T, 14, p. 249, — Cuarriem, Journal de Liouville, T, 
18, p. 201 

Ek 6 
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b i 
Li EVEN SO Lm LN Te ee 23%) 


U 
17/1 

a 

Car alors pourtant la série précédente peut être considérée comme une série infinie, tandis qu'elle 

doit converger nécessairement en raison de la condition (23*), que le reste a zéro pour limite. 


On a done: 
b E) 1 b 
forma (0 ra fv dr MLO ipestenctrrat. arcaden: (23 
[44 k a 
pour la relation cherchée. 

16. Observons encore qu'il est quelquefois nécessaire dans les transformations d'intégrales 
définies, d’introduire une autre variable: mais quand une fois cette transformation a eu lieu, on 
peut remettre pour cette nouvelle variable y, z, ou quelle qu'elle soit, la variable primitive w: or 
il suit de léquation de définition (6), que la valeur d'une intégrale définie dépend seulement des 
limites a et b, mais nullement de la variable z, et par conséquent on peut la changer sans que 
cela ait aucune influence sur Yintégrale définie elle-même. On ne doit pourtant pas perdre de 
vue qu'il s'agit ici d'intégrales définies, puisque à l'égard des intégrales indéfinies il n'en est plus 

de même. 


$ 2. CHANGEMENT DES LIMITES. 


17. Dans la formule (8) de Nr. S prenons b=a; l'intégrale dans le second membre aux 
limites a et a s’évanouit, et nous aurons, en écrivant désormais f(x) pour f(z): 


a Cc 
|” (v)de = — | (END ret BEE rn dE de el (24) 
Cc a 


ce qui nous apprend À dwertir les limites. 
"b 
Maintenant dans lintégrale | f («) da substituons 2 = — zv; alors: de — — dz; et les limites 
a 
a et b de e donneront pour limites correspondantes de z:—a et — 5: on trouve dès-lors: 


b —b —b —a 
[roa [facen f(—r)de = fe) de ne ee 0D) 
a —Ĳ —a —ù 
par emploi de la formule (24); et nous avons la règle pour changer le signe des limites. 
18. Pour a zéro cette dernière donne: 


[10] Drexoer, Journal von Crelle, Bd. 38, S. 266. 
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Dans le cas de f(z) = —f(— eg) elle produit la formule: 


b 0 b 
|re de + jr de = [ro der Ore een ee (26) 
0 ej 


d'après formule (S). Au contraire dans le cas de f(@)=—= + f(—«) elle donne: 


o ; 
| All / Ee) de. 


b 
Ajoutez de part et d'autre | f(e) dr, et il est: 


0 
() ö 
[roer fran frma=? [res toten 40 zele (27) 
—b 0 —_b ‘0 


De ces deux formules la dernière vaut par couséquent pour une fonction paire, c'est-à-dire, qui ne 
change pas pour un e négatif; la première au contraire pour uue fonction impaire, qui change de 
signe avec la variable #: au premier genre appartiennent par exemple les fonctions z?”, Cos. 2; au 
dernier o®+1, Sin, #, Tang. z. 


b 
19. Supposant v=—=e He dans Yintégrale jo dae, on a dr =de; et les limites a—c 


a 


et b—e pour z correspondant aux limites a et b de #, on obtiendra: 
b bc 
| ADE | (ECONO eee (28) 
a a-C 
où Pon a tout de suite substitué z à z. Pour c =—=a elle change ainsi: 


b ba 
|roa= frGroar, dies vree (29) 
a 0 


la formule pour réduire une des limites à zlro. En outre on peut se proposer de réduire les limites 
a et b aur nouvelles O et 1: l'équation (29) ne pourrait servir À cet effet, à moins que par hasard 
la différence b— a ne fût exactement Yunité: mais pour y parvenir on peut agir ainsi. Supposez 
T=ptge, d'où de —=gde; pour limites de z on obtiendra successivement les équations b=p + qz,» 
d'où puisque z, doit êtrê unité, b=p +q: encore a=p + qz, ou, puisque z, — 0 est le résultat 
désiré, a=—= p: donc encore q=b—p=b—a. On trouve done #=—=a + (h—a)z, et enfin: 


b I 
jroe =— (b—a) |” fapt(b=aMen daalt atd olet dS (30) 
a 0 N 
Au contraire, pour réduire les limites a et b aur nouvelles O et ©, il faut supposer 
T— z —p) dz 1 
A à d'où 2 = perge et dz —= Cis yd „ Alors on a successivement, pour # =a,z, =Û ese: ì 
q—D lp: (L+-2)° ga 


ET METHODES D'ÉVALUATIGN DES INTEGRALES DEFINIES. K2NE…409,-20: 


1 
done ap = 0, et pa: et pour z=b,z, = @ = d'où g—b=0 ,q=b; tout cela 


ad br de 
test (b— a) se dkenn A ed MIN VE (31) 


nous donne: 


d'où, pour le cas spécial B Del ek 


1 ; NET de u 32) 
[roma fs 15 aa): | Bra Het otor (32) 
‘0 0 
1 —d 
Substituons- encore dans les seconds membres de (31) et de (30) @ =—, done de —= De alors 
Y Ei 


les limites de 4 seront respectivement oe et 0, oo et 1, et il vient: 


fra )de —(b—a) Beeke: ON (33) 


ld-ej(l He)? 


— (b—a) a RM deed RR Dag (34) 


Ri 
1 


dont la première remplit le même but que la préeédente (31), et dont la dernière nous apprend à 
réduire les limites a et b aur autres 1 et oo. 


Afin d'obtemr les limites 0 et 2 zo peut dans la formule (30) supposer @ — Siny, d'où 
1 
de — Cos.y. dy avec 0 et zr pour limites de y; ou bien ez — Cosy, d'où de == — Sin. y. dy avec 


7E 
les limites — ef 0 de y (la substitution de z — Sec y ou de # — Cosec.y dans (34) mènerait aux 
de 
Cos.* y 


mêmes résultats.) Faisons encore dans les formules (31) et (33) x= Tang.y, d'où de == 


1 
et 0 et 6 les limites de y (la substitution de @ == Cot. y dans ces deux formules donmerait la 


même intégrale). Alors nous aurons: 


fre z)de — (b—a) of” Ff {a + (b—a) Sin.x} Cos. x. we=tof" Ff {a + (ba) Cos. a} Sin 1. de = 


"0 
ireen | de KT en zj 
57 ET ER > —.(f 
of 7 1Tang) (Sine Cos.z)* af { \14Tang.r (Sin. e+ Cos. ze) (35) 
0 


20. Voilà les réductions principales des limites générales a et 5 à d'autres limites plus ou 
moins spéciales: toutefois dans la suite il s'en présentera encore d'autres, en conséquence des 


[11] LeGeNpre, Exercices de Calcul Intégral, Partie 4, Section 2, p. 130, 
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substitutions de nouvelles variables. On peut augmenter ces résultats, en donnant à a et & des 
valeurs spéciales; et de telle sorte on obtient les formules pour reduire les limites O ct oo aux 
autres 0 et 1, et ainsì de suite. Pour cette dernière réduction pourtant, des limites O et ce aux 
limites 0 et 1, nous indiquerons une méthode assez curieuse. En vertu de la formule (S) on a: 


fre dze = |» («) da + Í f(e)dr. 
0 “0 ze 


Dans la première substituez ray, dr ==adgy et O et 1 pour limites de y; elle devient par 
conséquent : 


frame fremae FE EN aken 6) 
0 


a 


—ady 
u? 


L, 
fe WE) fr (5) == ED EAR er (37) 
STD 
et par conséquent: 


[ro dm ren de +a [7 ) 5 =q jk raa + af 5) de; [12]. (39) 
‘a 0 0 0 3 


où a répresente une quantité queleonque positive. 


Dans la seconde au contraire prenons # = —, „de 


et let 0 pour limites de y; il vient: 


a 
21. On peut encore dans vingen fo) de diminuer la distance des limites. Car on a d'après (S): 
“a 
jr el [heen al (e)de; 
ja 
Ke ; fn giel l 
dans la dernière, soit » — a — 2, done de — — da, tandis qu'aux limites ze et a de z correspondent ek 


et 0 de z: par conséquent: 


[ra IB [7 nie ode flamejde al (ede +” a) da „fi Lie) +fla—e)|de . (39) 
/ Ji 


ü 


où les réductions successives montrent assez clairement de quelles formules nous avons fait usage, 
pour nous dispenser de les citer spécialement. On a réduit la distance des limites à leur moitié, 
et Fon pourrait continuer de la sorte; mais il vaut mieux considérer ce problème sous un point 
de vue un peu plus général. Car d'après formule (18) on aura, supposant a=—= nb +e: 


[12] LeceNpre, Exercices de Calcul Intégral, Partie 4, Section 2, p. 126. 
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a b 25 nb nb+C 
frou [root frmaarr [se v) dae + Ik f(e) de. 
0 0 b —1)b 
Maintenant dans les +1 intégrales au second membre supposons successivement 2 =2, = zdb, ==. 
=zd[n—1]b,= enb: alors pour lesn— 1 premières les limites correspondantes deviendront toujours 
0 et 5, et seulement pour la dernière 0 et c ; de plus, on a partout de — dz. D'après la formule (16) 
on pourra done réunir les n— 1 premières intégrales sous un même signe d’intégration, et il viendra : 


a b C - 
[ro dr —= | [f@) Hfr tb) df (eh [n_1)b)] dr + freres: „… (40) 
0 0 0 
ou encore, ‘par l'emploi de la formule (39): 


a EN) 
ln [AD HAL—e) fb te) fl2b—ez) dat fi [n—1]bHe}tflnb—2) lar fs flaanb)de . (41) 
0 0 0 
a 
22. Pour lintégrale f f(@)dz on a, d'après la formule (S): 


—d 


[ro de = [ro dr + f rear: 


—a —a 0 


dans la première intégrale du second membre soit z== —z, de—= — dz avec les limites a et 0 de z, il vient : 
He tn jo a a eet en „ (42) 
a 


d'où mous pourrions déduire facilement les formules (26) et (27), que mous avons trouvées plus h haut. 


$ 3. CHANGEMENT DE LA VARIABLE. 


23. Déjà au $ précédent nous avons introduit au lieu de la variable z quelque autre variable 
y, qui dépendait de la première d'une certaine manière, de sorte que cette substitution devait 


‘ 


nécessairement nous faire arriver à notre but. Mais nous pourrions nous proposer le problème plus 
général d’introduire dans une intégrale définie 


[7 (e (2)} dz 


la substitution q(«) gy. Supposons que la résolution de cette équation donne e= (4), d'où 
day (y)dy; tandis que les limites de y deviennent respectivement p (a) et p (b); en conséquence il vient: 
b ob 
| {a (2)} de = | Fa) LONEN de EE ROL (43) 
a ?(a) 
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& . - 
Ou autrement: que Yintégrale soit | f(a) dz, et qu'en même temps la relation entre la variable z et 


quelque autre y soit donnée Slietteanent par léquation F(z,y)=—=0. Alors on a: 


d.F(z, 2,4) d. F(z,4) ! fd. Fe, 4) ' d.F(z,y) À 
DE dr En dy=0, d'où de = — Ì úi : TEN y. 
Pour calculer les limites de y, on a les équations F(a,y)—=0 et F(b‚y)=0; dont la résolution 
produit respectivement y= g(a) et y= g (b). Enfin, lorsque la résolution de Véquation implieite 
donne z == w(y), on aura: 


[roan [EED BED sovtpp a 0 
Ee (a) 


24, On peut encore déduire immédiatement ces résultats de la formule de définition (5). 
Faisons-y z==gp(y), et supposons que f(z) devienne y(y), et que la suite des valeurs de z:z,, 
T,,L3---An COrresponde à la suite des y:y0,y,,43 .--Yn, nous obtiendrons: 


| Fade = Lim. (ly) ry) Wo) Laya) —0 (4) ali) HH (ln) ni) } (yn 
hd Mais comme 


Yp) —® (yp— d. plyp) 
Tim, GP) =P Up) _ dop Bs 
Yp Ip dp 
on aura aussi: 
T 
\f(@) de = Lim. (9, — 0) do) Ha Il) FH pen DI (n=) 
Or, chaque terme eonsistant de deux facteurs, dont l'un est (ypar — Yp) et Fautre q' (yp) y (uy). 
c'est-à-dire, la valeur de @'(y)y(y) pour y= yp, le second membre peut de nouveau être exprimé 
par une intégrale définie, et Fon obtient: 


T } 
!fa)de= IS BONA rra vent ke aen ern (45) 
Te J 
ce qui revient aux formules précédentes. 

25. Dans le cours de nos raisonnements on a pu remarquer déjà, qu'il peut se présenter une 
difficulté dans ces opérations, quand il s'agit de la résolution de l'équation entre les anciennes 
et les nouvelles inconnues, tant pour avoir l'expression à substituer pour de, que pour calculer les 
nouvelles limites. Car lorsque cette Équation comporte plusieurs racines, celles-ci donneront lieu à 
plusieurs valeurs pour les fonctions cherchées. Mais on sait par la théorie des équations, qu’entre 
une telle paire de racines qui se suivent, il y a toujours un maximum ou un minimum de la fonc- 
tion, et c'est ce qu'il faut observer lorsqu’on substitue les diverses valeurs de la nouvelle variable. 


Supposons par exemple que la résolution de T'équation y—=g(r) ait donné plusieurs racines 
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zeF, W),a=F, (y),r =F, (y) etc, séparées par des maximum ou des minimum, qui correspondent 
aux valeurs «, f, 7 etc. de z: alors 1l faudra diviser la distance des limites correspondantes aux li- 
mites a et b de z dans plusieurs parties, qui vont toujours d'un maximum au minimum suivant, et ammsì 
de suite: donc ici dans les parties, situées entre a et a, a et p, fl et 7, etc.; et dans chaque intégrale par- 
tielle il faut alors substituer les valeurs de dz et des limites, qui lui sont propres. Ainsi Pon parcourra 
toutes les valeurs de la fonction à intégrer, tandis que sans cette précaution on en négligerait une 
ou plusieurs parties entre des limites Égales: par exemple, soit plus petit que a, 1l y aura une valeur de 
e entre a et « qui sera Égale à 9, et dans la division de Yintégrale on négligerait toute la partie 
de lintégrale, qui correspond au passage de la variable depuis cette dernière valeur @ pour le maxi- 
mum « jusques au minimum 9; et ainsi pour chaque maximum ou minimum passé. 

26. Mais ce n'est pas seulement pour des racines réelles qu’il faut instituer cette division de 
la distance des limites: il en est de même pour une paire de racines imaginaires, parce qu'elles 
aussì indiquent le passage de Ja variable par un maximum ou par un minimum: et négliger un 
tel maximum serait omettre une portion de la fonction à intégrer entre deux limites égales, mais 
qui, séparées par un maximum ou un minimum, reviennent à une autre intégrale partielle, lorsqu’on 
effectue une division convenable. 

1 s'ensuit encore que ces maximum ou ces minimum, qui se présentent dans le cas de l'intro- 
duction d'une nouvelle variable, ne donnent sujet à aucune recherche, lorsque les valeurs corres- 
pondantes de la variable primitive ue sont pas situées entre les limites de lintégration ; puisquc alors 
Évidemment on ne courra aucun risque de négliger quelque partie intégrée entre ces limites. Mais 
jorsque quelques-uns de ces maximum ou de ees minimum dofment lieu à une valeur de la variable 
primitive, comprise entre les limites de son intégration, ou qu’ils tombent dans le cas, que Fon 
vient d'examiner, il faut absolument diviser la distance des limites pour chaque valeur de la 
variable primitive, correspondante à ces valeurs spéciales de la variable nouvelle [13]. 

27. C'est ici le lieu d’insérer une remarque relative À la substitution d'une variable imaginaire, 
bien que lon y doive anticiper sur des considérations ultérieures. Soit une intégrale : 


ie 2] 
== | rtonan onser eren A69 
kj 
et p une constante réelle ou imaginaire, telle que f(pr) reste continue entre les limites de linté- 
gration. Alors on peut supposer pz =—=y, d'où pdr —= dy;et encore la limite O de # donnera 
0 pour limite de y; mais, quoique à la limite « de « corresponde la limite oe de 4, lorsque 
p est réel, il mest pas évident ee qui en est dans le cas de p imaginaire: c'est-à-dire, la 
formule 8 


ì 20 
Ie ffdas oonnereer erneer en #0 
0 


nest évidente que pour un p réel. 


[13] Scrrösizen, Grunerts Archiv, Th. 18, S. 391. 
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Dans le cas d'un p imaginaire, différentions la formule (46%) par rapport à p; d'après ce que 
nous apprend à ce sujet le $ 4 suivant, il vient: 
dI 


ER Í br 2) Fpf (pz) z} de, 


ou, lorsqu'on applique au dernier terme lintégration par parties (voyez le Nr. 41 suivant): 


frronsa= f =tron =eroe) —f/nan 
0 0 0 0 
et donc par la substitution de ce résultat dans Y'équation précédente: 


dI ge el 5 8 wij 
in = f f(pe)de Hef (ra), — [sea UG zf (va) é 
0 0 0 : 0 

Or, d'après la supposition, ni f(p. 0), ni f(p. ce) ne deviennent infinies: par conséquent il est. ef (pz), 
pour z zéro, O.f(p.0)=—0. Supposons encore que pour z infini la valeur co f(p. oe) de wf (pe) 
s'Évanouisse en même temps, nous en tirons TE = 0; c'est-à-dire, que Yintégrale 1 est indépendante 
de p. Lorsque encore parmi les valeurs de p, qui rendent continue la fonction f(pz) entre les li- 
mites 0 et <o de z, il se trouve la valeur unité de p, il y aura Évidemment identité entre les 

deux expressions (46%) et (46). Par conséquent on se trouve conduit au théorème suivant: 
Lorsque on sait qwune fonction f(pr) reste continue pour les valeurs de « entre O et ox, 
gue le produit ef(pe) Sannulle pour # infini, et que la valeur Vunité de p satisfait à la première 

go 
condition, Vintégrale Í pf (pe) de est indépendante de p‚ que cette constante soit réelle ou imaginaire, 
0 


et elle peut être remplacte par autre plus simple Í fle)da. [14]. 
0 


$ 4. DIFFÉRENTIATION DUNE INTÉGRALE DÉFINIE. 


28, Considérant une intégrale définie, sous la forme la plus générale 


R 
e | fle,e)de, 


jk 
comme une fonction des trois quantités, r, R et e, on peut se proposer le problème de la différen- 
tier par rapport à une de ces quantités séparément, où alors les autres peuvent se présenter comme 


14] Caveur, Comptes Rendus de l'Acad. de Paris,.16 Oct. 1848. — Raapr, Journal von Crelle, Bd. 
» 
48, S. 160. 
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constantes par rapport à celle-ci, ou comme dépendantes de cette quantité. Commengons par la 
dernière supposition, qui est la plus générale, et prenons dans lintégrale précédente 9 comme la 
quantité par rapport à laquelle nous voulons la différentier, tandis que les limites # et R sont 
censées dépendantes de o: alors l'intégrale, comme fonction de 9, peut se désigner par F (), et on 


s 


a, en s'arrêtant aux différentielles premières par rapport à 2: 


dR 
Rade » : 
c AEON l, 
F(g + do) | ij rent eflend ,} de fl} en + ‚Le ed gl de + 
do 


dr 8 
r4-—dp 
dp 
dr br 
Rode fes », reder ernie 
ú [re le dede | Went Ea! dre (a) 
R A $ 


où Pon a employé la formule (18). Dans la dernière intégrale substituez z =y 4 r, de — dy, 


dr Eens f : A 
avec 0 et FAS comme limites de y; et dans lavant-dernière de même z=z 4 R, de — dz avec 
0 


ht 


Eel dh Ä 
les limites O et — do de z: alors la somme de ces deux intégrales devient: 


de 
dR jo A 35 R) dry 1. ln 
ie d 
ie [re tmp LEED fa [7 re, mr) ED gef de. 
"0 0 
Mais dans les deux intégrales la distance des limites est une différentielle; dans Pemploi de la 
dk dr 
„formule (3) il faut done se contenter du premier terme; pour a zéro et b == do ° doet = 7 de 
respectivement, elle donne pour lexpression précédente: 
dR d.fle,R dr d.fle, 
ordefle mp PED a] — ao fren + LED Dae] oe RED 0) 
do ' do do do : 


R 

Substituons ceci dans léquation (a), soustrayons-en l'intégrale primitive F (o) =| fee) de et 
ha 

divisons par dg, nous obtiendrons: 


F(e 4de) Fe) fRd.flo,©) AR pdr [AOBA dfend 
5e =| er detf(e ‚m5 fe Te rde 


5, 
Or, dans le raisonnement, qui a conduit à la formule (a), on a négligé les différentielles supérieures 
à la première: iei donc, après la division par de, on doit négliger le dernier terme à facteur dg. 
ou plutôt ce terme s’évanouit nécessairement pour la limite zéro de de. En outre le premier 


membre de l'équation préeédente est — a hs le par conséquent il vient: 
d. Pe) __ Rd. flo ,z) dR dr ks 
: aften wf de HSR op Ness << « (4) 
de do do do 


ce qu'il s'agissait de trouver. 
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29. Le cas général, où la fonction intégrée et les deux limites dépendent toutes de o, comme 
nous venons de supposer, comporte quelques cas spéciaux. Ainsi en premier lieu il se peut que la 
fonction ne dépende pas de o; alors elle devient simplement f(z), et l'on a: 


d. £R DA 4 dR Fo; dr EEn 
zr f(@)dr=f(o,R p=: ien woke bee 8 
B 
Lorsque encore r et R sont alternativement indépendants de e, on en déduit: 
dR 
ak Nd Oe RE en ENE (49) 
: (ed ep En 
zj snert a sn mgee bed ee ee (50) 
6 


Lorsqueau contraire ce sont les limites, qui ne dépendent pas de e‚ tandis que cette lettre 
entre seulement dans f (q‚z), il vient: 


zj” Ja en RAAS NEEN (51) 


30. Les considérations RkoRaadiee nous apprennent, que le second membre de la formule (47) 
consiste de trois termes, que lon retrouve séparément dans Jes formules (51), (49) et (50). Mais 
on peut encore déduire isolément ces trois formules, et aflermir aïnsì les résultats obtenus: 


\ 


R 
en même temps cela donmera lieu à quelques remarques. En premier lieu, dans Vintégralef f(e)de 


a 
faisons croître la limite R d'une différentielle qR, la formule (3) nous donnera successivements 


R 
| f (@) de —= Lim. [Ö F@) +f(a +) … Afra H [n— 1]0)} |. 


a 


R+dR 
| f(eyde — Lim. [Ì (f(a) + f(a HÒ) HA f(a + [un — 110) Hf (a + 2ò,}}; 
et par nend 


R+dR 
bn rt 
d. fR Lim. òf ò 
= | f(e)de = enn — Lim. f(a + nò) —f(R}; 
a 
puisque dR peut être considérée comme étant le & de formule (3), et de même a +nò=R, Ce 
résultat n'est autre chose que la formule (49): car, sì R dépendait de quelque autre quantité o, 


É dR Kn dR 2 
on aurait dR —= PTS et, en multipliant de part et d'autre par zee on retrouverait la formule 
citée. Mais encore on peut écrire en précédente de la manière suivante: 
R+dR 


fr) dae — enden f Îiôa =f(R)dR. 
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ET MÉTHODES D'EVALUATION DES INTEGRALES DEFINIES. BEE N50) 


Par la substitution de z—=y + R les limites de y deviennent O et dR, et You a: 


[ermee IN Norra ARCHERS (alls) 
0 
formule, qui exprime très-bien le principe, que nous avons suivi au Nr. 28 pour parvenir à l'ex- 
pression (b) et qui aurait pu servir à obtenir directement Ja formule (49). 
Pour avoir l'autre formule (50), on n'a qu'à faire: 


hb r 
[so dr =— [re de, 


r "6 
et elle se déduit immédiatement du raisonnement précédent, 
Enfin pour déduire la troisième formule (51), soit 


zn | Fern) de, 
‘a 
et mettons e+ Ae au lieu de op: prenons la différence des deux équations et divisons par do 
pour obtenir: 
pletAe)=—rle) (Pf FAe,a) flo.) 
Ag e | Ae 


a 


Quand maintenant nous passons à la limite de de Ag, nous avous d'après la formule fondamen- 


tale de Nr. 2: 


d. p (9) ik Île t Ae‚x)—f(o,2) 
— Jam. dr. 
do Ae 


a 


Mais le théorème général de Tavror nous donne: 


RON ere AMAR) A*fle,7) Ac? 
ti Nolet mt iS ar ner nf AO INT EE 


done aussi, en passant en même temps à la limite dans l'équation ete 


d. (eg) deed ges) d?, flo, J(e‚z) } b zie 2) bd? fles) 

ze } == dr en der. 

do [ do +5 2 TE geeterende (Es Ur | do? 
a a a 


Par conséquent, aussi longtemps que la dernière intégrale reste finie, son produit par de est zéro, 
et lon retrouve la formule (51). Mais lorsque cette intégrale devient infinie pour quelque valeur 


0 


<1 


de r (entre les limites a et b), alors en faisant —eg, — dg — ò, expression 
1 et? d2flo,z 
—= — Lim. ò ' d°-fle,s) AEN OO ee (52) 
Ee do? 
pad 
la seule partie de l'intégrale qui ne s’annulle pas, et qui puisse acquérir une valeur différente de 
Bage 23. 


LA.N.50—55. _ TEÊORIE, PROPRIËTÉS, FORMULES DE TRANSFORMATION, 


zéro, est une intégrale singulière, exprimant la correction qu’il faut ajouter à lintégrale (51) ct 
par conséquent aussi à l'intégrale (47) dans le même cas. 

31. Remarquons enfin, que de ces trois formules (49), (50), (51), que nous venons de dé- 
montrer isolément, on peut remonter à Yéquation générale (47). Car Vintégrale F (g) est une fonction 
de R‚r, et g‚ où e@ est pris pour la variable indépendante dans la différentiation: mais la difté- 


df df dI\ dR dE) dr 
zE (EEE (EE) 
do do dR) do dr) do 


et comme les coefficients différentiels sont exactement donnés dans les équations citées, on peut les 
y. substituer pour retrouver ainsi la formule (47). 

Cette opération, et surtout celle de la formule (51), qui se présente le plus, est désignée 
comme la différentiation sous le signe d'int/gration par rapport à une constante, ou bien comme 
la variation d'une constante de Vintégrale [15]. Leimnarz lappelle une differentiatio de curva in 
curvam, [16] et cette expression s'expliquera dans la traduction géométrique des discussions 


rentiation partielle donne: 


précédentes. 


32. Soit (Fig. 2) OA =r, OL =R et laire ALla Yintégrale définie odd Faites 
s 

varier la fonction f(o,z) par rapport à @; alors cette aire deviendra Al, et s'augmentera ainsi 
de la partie alda. Ensuite supposez r dépendant de g, alors par la variation de gp, il deviendra O B, 
ce qui fera diminuer laire primitive de la partie A Bbha; de même la variation de R (comme 
fonction de e) qui deviendra OM, augmentera laire primitive de la partie LM ml: ces considé- 
rations expliquent les signes — et +, qui se trouvent dans les formules (50) et (49). Bt lors- 
qu'on passe aux limites, on trouve encore Lim. A Bba=Aa.e —= f(a), Lim. L Man! = Li l.e = f(b), 


comme dans ces formules: tandis que de même Lim. ala — al, €“ — Tim. aes accroissements des 
a 

ordonnées), le résultat de la formule (51). Mais lorsqu'on fait varier les limites et la fonction intégrée 
simultanément, laire primitive Alsla devient B Mag, ne différant de laire Alda que par la 
différence Lm ud — aba, c'est-à-dire par celle de deux aires différentielles, différence, que Fon doit 
négliger par conséauent; et cela nous conduit à la formule (47). Ainsi la courbe al est devenue 
Bu, et voilà Porigine de Vexpression de LerBxrrz. 

33. Afin dobtenir une formule symétrique, lorsqu’on continue de différentier la formule 
(47), appliquons à ses deux derniers termes la formule identique qdp =d.pq —pdg, et elle 
devient : 


[15] Gruxerr, Grunerts Archiv, Bd. 2, S. 266, qui pourtant ne fait pas mention de la correction 
ni de sa cause; néanmoins on a souvent été conduit à des résultats erronés pour avoir négligé cette 
correction. 

[16] LerBNurz, dans C, G. LerBxrmr et Jon. BERNOULLI, Commercium epistolicum, Tom. T., (Lausannae 
Bousquet. 1745, XXVIII et 484 Pag. 4°.) Epist. LIX, LX, p. 319—322 et la réponse de BERNOUUI, 
Epist. LXI, p. 323—333. 
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& frenaen bee eere (63) 
de e Q @ Q 


mes qui produit par la différentiation par rapport à @: 


1. d. (Rd. fio, dr. [Rf(o,R)—rf(o, Ur ‘dfle;B) » -dfos 
a dear Pl LO mk En fe,R)_ d fe dj, 
dot p de do do? do do do 
n ne UD) 5 
Mais lorsque dans la formule (53) on écrit RETE au lieu de f(o,z), elle donne la valeur de la 


première intégrale dans le second membre de cette dernière formule, dont la troisième intégrale 
s‘limine contre la deuxième dans le second membre de. la formule (53) changée; il vient par 
suite : 


Ë. fre jaan | gigs be EER B of (on) end u dela), (54) 


do? de? do? 
formule, analogue à la précédente (53). Done il est vraisemblable que la répétition de cette opé- 
ration donne en général Yéquation de la même forme: 


dr. rk Ë en PO LCC) RSC CE NE 
do” de” do” dgn 

et en effet le raisonnement dit de BerNovrmu, c'est-à-dire, la déduction pour » + ! de la formule, 

admise pour le cas de #, et la démonstration que cette nouvelle formule devient identique avec 

la primitive par le simple changement de nl en n, en démontre Texactitude par la même mé- 

thode, qui a mené à la formule (54), 


34, Dans le cas que f (o,r) ne contienne pas de g, elle devient f (4), et l'on a De 0;aone 
dn dn. [RAe B)—rf (er ar.fle,R ‚flo.r) 
ed ken (P/R) me nge rdnr (56) 
dor dor dor 
formule, qui produit, lorsque alternativement r=—=a et R==b ne dépendent pas de o: 
an, dn. [RAR af). 
zef 10 fe) zt RS on neee e (57) 
9 9 
dr, fb Bend rf (r) df d…f(r) 
fade = ek ‚ livens mug (58) 
do q 0 


Soit au contraire r = a, Rb et la f(o,z) seule dépendante de o, on obtient: 


(a 


d”. 
ze | 1ene ER SEMO EN, Des Kaarte der AN, (59) 


dor 
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LL 4,5.N°.54,55. THÉORIE, PROPRIËTÉS, FORMULES DE TRANSFORMATION, 


Aux formules (55) et (59), il faut encore ajouter une correction analogue à celle de la formule (52) 
et déduite de celle-là: 


1  fertPdrttfle,z) 

=zhnsf vadia T; 
Bm 

du moins dans les cas que cette correction ne s'annulle pas. (17). 


$ 5. INTÉGRATION DUNE INTÉGRALE DÉFINIE. 


85. En premier lieu il se présente ici lopération inverse du $ précédent, lintégration par 
rapport à quelque constante sous le signe d'intégration; mais ici nous suivrons la marche opposée, 
c'est-à-dire, nous commencerons par le cas spécial que les limites ne dépendent pas de cette con- 
stante, qui se trouve seulement dans la fonction. A cet effet il faut intégrer la formule correspon- 
dante (51) par rapport à o entre les limites 0 et o: 


hek p bd. p (e‚z 
do— | p(e,v)de= f do GE 
do de 

0 a 0 a 


Maintenant supposons: 


d. 4 
ee ) (o,s) d'où q(e‚z) = fremae ane. 
0 


. E p p d. 
et observons qu’au premier membre de l'équation précédente on a f de P=P, et qu'au se- 
0 Q 


cond membre la constante C s'évanouit: par suite nous trouvons: 


b 3 p zalf? b atd 
fes lo + [rende = fee fre z)d 


Pour déterminer C', il suffit de faire la limite g zéro: alors C' devient zéro et il s'ensuit: 


Mettons q et p au lieu de la limite g et soustrayons les résultats, alors la formule précédente 
regoit la forme plus générale: 


[17] C. F. LinpmanN, Theses, quas pro munere Lectoris publieae censurae modeste subjecit. Upsal. 
1848. 4°. — C, F. LINDMANN, Om nâgra definita integraler, 1851. — WeRNeRr, Grunerts Archiv, Th, 18, 
S. 39. — Voyez encore Grunerts Archiv, Th. 20, S. 117, — Le cas de limites constantes se trouve déjà 
traité par Caveny, Exercices d’Analyse, 1826, p. 125. 
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q b b q 
fee f-reo de | de [ren OOR IE Ta OU (62) 
p a a p 


A légard de ees formules déduites de la formule (51), il faut considérer nécessairement les cor- 
rections, qui dépendent de la formule (52), et qui deviennent ici respectivement: 


nn lo, ae 
f ae —väm za — Jk | Oe Eee ri ERE (61%) 


0 pad 
edn „fle‚z) 
ISA ef ae AOR NN Nd (62%) 
de? 
Pp eid 


à moins quelles ne s'annullent, ce qui est la preuve que la continuité n'est pas interrompue. 
36. Intégrons la formule (62) encore une fois par rapport à g entre le même système de 
limites p et q, nous obtiendrons: 


q(2) b 7 Gem 
Í do? |rena= fe fee [renee 
p a P a P 


q 
Mais lorsque dans la formule (62) on remplace f(o,e) par [reac le premier membre en 


Pp 
devient identique avec le dernier membre de Y'équation précédente, et Pon a: 


(ee fre.naen ie fien Eh te (63) 


La démonstration de Pd générale analogue: 


g() to 
Í ter fre. adr paf ONO Ree ne eenen: (64) 


p 


se fait, tout comme à l'égard de la formule correspondante inverse (55), par linduction de Ber- 
NOUILLI, 

87. Passons maintenant au cas que les limites aussi dépendent de la constante g, et intégrons 
à cet effet la formule (47), il vient, puisque la différentiation au premier membre est détruite par 
Yintégration : 


R P__ FRd.For 5 IR p 1 
| renae= [ae | edet remde [rente (65%) 
do do do 
0 r 0 "0 


r 


Mais dans les deux dernières intégrales F(o,y) dépend de la variable indépendante ge, et encore 
de 4, une fonction de o; on a donc: 
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d.Fe, sn are dà Pe, 
OD pen) Hen) où ven = Tar f(e,y „=S 
5 e 


sont les coeflicients différentiels partiels. On en déduit successivement: 
d. F(o,z) 
do 


s 


d.F(e‚y) 
dy À 


p 
== p(e,‚z), puisque z ne dépend pas de eere) | ple,n)de HC; 


dF(oR)__ 


p Pp dR 
de HN age tert fre mdet frl agde+C. 
0 


0 
Encore de la même manière: 


p dr 
Pen f render Aen ijt 
0 
Par la substitution de tous ces résultats l’équation re (65*) devient: 


| erf re „o)de} _feef ves ef ate vermeer fitef p(en) det 
PAR, dR P_ d PdR Pa 
ie vof (e‚R) — pr erk zesef ren nptere f opte mede 
0 0 0 


Pour déterminer la constante C, observons que pour des limites constantes R=—=b, r=—=a les 


8 BediE, dr 5 : ’ 
coefficients différentiels IE et To deviennent nuls: soustrayons de ce qui reste la formule (61), 
0 9 
b 
et nous aurons C [ae == 0, d'où C zéro: done par une transposition facile des termes : 


a 


p R R p Pd R p Odr ig 
KIK mar f de | vene ate f ple, R)de + | zede | p (e‚7) de — 
‚0 
"0 r r 0 0 Oe” 0 


0 
Pd R Odr p dr 
— | —-de rio, en „det 0 [rend 0 
do do do 
‘0 0 ‘0 ì 
où, pour déduire f(g‚y) on a les conditions: 


F(e‚y)= Seleme en y= ad [18)],. ......-..:. (66) 
dy | 
0 
tandis que la correction devient ici: 


[18] Voyez ma Note à ce sujet, insérée dans les Verslagen en Mededeelingen der Kon. Akad. van 
Wetenschappen. Deel 4, Blz. 332. 
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Rd? F(o Rd.q(e, 
eenn Ik ek à ne ee) oe hin, fa Í Ge (0) 
do 
0 da 


38. Lorsque les limites Ra et r—b ne dépendent pas de g, on se trouvera ramené à la 
formule (61): mais quand au contraire c'est la fonction p(g,z),qui ne dépend pas de o, et qui 
dès-lors peut s'écrire p (w), on a: 


p d.F (or d. p(y 
ra forse mere fen= (Ae) 


0 


dy 6 


On en tire: 


onl dw Dr p Ek akk A 2 
[ren Bk dy de dezer — frwvae=er | voae 
8 0 


par la méthode de lintégration par parties, et ensuite: 


Pdy A dy p dy Pdy êtes, 
id RD mm do ed (4) do. 
he [redas 0 Je APP Q de ef p(y)de 
Û Q 


0 


4) 
Substituons ce résultat pour y= R et y —r, et observons que [» (@) de =gp(e), puisque z 
Li) 


est indépendant de ep, nous aurons: 


p 
J ef ek eee ater fe rog de oe (68) 


Mais lintégration par parties nous donne encore: 


p Md G 0 _d.op(y) P ) dy 
form remerwaj [ temerr we | vaer + e= ze zal” 
0 ° & 0 0 


done par introduction de ce résultat tant pour y — R que pour y —r, il vient: 


2 (R R Pd.y(R) ER (Pd. ple) d 
fee | roarme [rear Gr ag tete Es etn Rp (R) de — 
do 
0 En ‘r 0 5 
Pp 
— [»s (r)de—e[Rop(R)—rp (»)] 5 ako NSR ES 50 0E (69) 
KO 


Lorsque dans ces deux expressions (6S) et (69) on suppose r —=a indépendant de o, on a 


p 

ee Í rp(r)de =aep(a); et par suite: 
"0 
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R R dR 
fee fvmaame fra fera, de ze Se doed : (70) 
0 a a 0 Ì 
f B Pd.g(R) dR 
=ef vat Em Rodo fx g(R)de—Rog(R). ..... (71) 
a 0 0 


De même pour R =b&: 


p dr 5 
le ple) de =o ik „mat f op (r) mede IE noe (72) 
, Q 


=ef vra [A ijreten frecrdetrend Arak (73) 
r 0 


Dans les formules de ce Nr. la correction & s’évanouit avec son origine, parce que p(e) n'y 
dépend pas de «. 

39. Mais on peut encore appliquer lintégration d'une autre manière à la formule (47). Or, 
pour les limites a et o elle devient: 


af Pen jl Er de + ese) 


Ee ©) 


Se dE (25 5 
== f (o,x), donc aussi en SL == f (z,e), et par conséquent: 


pes En ke e= if te0te 


lorsqu'on interprète cette notation, qu'après lintégration il faudra remplacer tx par g: mais comme 
q P ‚ quap be) 


la supposition donne encore: 
p Pd. F(e‚e) 
[reve | d de, 
a a 


Ensuite supposons 


Kij 


Pd.F o,z) Pd. (ze)  Ì 
de == TW ey 2 
d 0 de T=P 
a a 


et par-là la première équation devient: 


Pd.F («, 
& Ea ( ad BEI (o,o): 05; AE re (AS) 
Tp 


on trouve: 


de J dx 


Quand on intègre cette Équation par rapport à g entre les limites a et g, il est: 
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ET MÉTHODES D'EVALUATION DES INTÉGRALES DEFINIES. 15. N°. 59, 40. 


id d. f£ p p Pd.F(z, Pp 
ol F(o,v)dr = MWg) do | el + F(o,9)dg, 
do 3 | de Jap | 
a a a a a a 


et Pon obtiendra après le changement mutuel entre g et w et la transposition des termes: 


2 de T zd. F(o,‚z) 
[renae= [roden | de fi md [AMD raten (AA) 
de D= 
a a a 44 


40. Intégrons \'équation (74%) par rapport à g, mais entre les deux limites r et R,‚ que nous 


hd 


supposons toutes deux dépendentes de @,‚ il vient: 


En d. (Po 3 in d.R(e,e), Ee } 
Í end (g‚z) || en Ep g heal (e‚o)de. 
r a Li « r 


Supposons-y F(g‚z) =f(e) 4 (x), alors: 
dF(z‚e d. f(a 
[re 6) de —i(0) | (w) da: et Ed p (e) Á ). 


a a 


ed. F(z, df) fP 
Í EO ge ze fros 
a 


Ld.F(z,o d. ê 
(f me ze f rose 


dr zp do 


a a 


done aussi: 


et par suite: 


enfin encore F(o,o) =f(e)p(e). La substitution de tous ces résultats nous fournit maintenant 


la formule: 
R d. 2 Re p R 
faetbofveel= fi Sie free + [forore 


Mais dans Yintégrale du premier membre la fonction intégrée est une fonction de g, tant par 
le facteur f(e), que par la limite g de lintégration par rapport à z: ce premier terme devient 


R r 
par conséquent rw f p(e)de —fof © dr et Pon a, en transposant les termes, et en Écrivant 


e pour g: ì k 
R d. L 
[ro pe) de = fl Dj’ p (2) da — f(r) | del z fre [ZO lesen (5) 


Pour 7 —=a cette formule devient: 


19] BeRTRAND, Journal de Liouville, T. 8, p. 110. — Grunerrt, Grunerts Archiv, Th. 4, S. 113, 
je 
[20] Meiser, Grumerts Archiv, Th. 5, S. 216, 
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R R R a) (T 
| roemamrwf p(e) da — Í dj [veas, Kr ESL (76) 


résultat, qu'on pourrait déduire immédiatement de la formule (74). 


T 
Al. Léquation (75) donne encore lieu à la transformation suivante. Soit Í ge) de = P(o), 


d. F(x) d a 
„ alors elle devient: 


d'où p (z) = 


dr 
R .F R d. fla 
[ri e= OTN — Í dar (1) LO NRE (711) 
fes d. R d. Á 
=| de; TO f re LO an, brt Son Andeboifinv or (73) 


puisque la première intégrale du dernier membre est identiquement égale à la différence des deux 
premiers termes du deuxième membre. C'est application aux intégrales définies de l'opération 
connue sous le nom de Vintégration par parties, [22] que Yon pourrait déduire aussi par l'inté- 
gration de la formule ep connue : 


AOT} 0 EE + rm LO 


à égard de z entre les he r et R. Mais il y a encore quelque intérêt à déduire cette formule 


L, 
directement de la formule (6) [sr (2) da = f (en) —f(&o). Prenez-y f (wv) = F(z,y,w, …) — F, d'où 
To 
_d.f(a) dr de dE dy df dw 
u dure dt 
de _ dede yd dwdy 
Donec lorsque aux valeurs w, et wm, de x Ae les valeurs z, et en de z, yo, et yn de y, 
wo et wo de w..., il vient: 
d k z,dF dz z, dE d T, dh dw 
P (ensgns tn ……)— FP (2oeoro--) = Í de de là Í dy E Sans Í dw de om 


Ty To Te 


Dans cette formule générale arrêtons-nous maintenant à deux variables dépendantes 2 ct y, et 


AE Sn 
de * dy 


En dz En 
Un Zn — Yn Zn == y— de 
Un Zn Yo Zo | As in 


To 


faisons F (2,4) =yz, alors == 2 et nous aurons: 


où y et 2 représentent des fonctions queleonques de z, de ss quelle revient À la formule (75). 


[21] Grurertr, Grunerts Archiv, Th. 4, S. 113. 
[22] Voyez ma Note, qui a été admise dans les Verhandelingen der Kon. Akad. van Wetenschappen, 
Deel II. 1854, 
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42. Les formules précédentes (75) et (76) sont donc des équations générales, qui contiennent 
la méthode d’intégration partielle comme un cas spécial, de sorte que cette méthode est intimement 
liée à la formule de Berrranp (74), quïì même pourrait se déduire de la dernière (78). 

Dans toutes les formules de ces trois derniers numéros on a néghgé la correction, c'est-à- 
dire, on a supposé la fonction intégrée continue entre les limites de l'intégrations Mais il peut 
arriver encore dans la formule (79), que le produit f(@). F(x) devienne discontinu entre les li- 
mites de Yintégration, par ex. pour s=c (où r<e<{R): or, dans ce cas il est très-facile de 
caleuler la correction nécessaire suivant la formule (11), qui donne ici: 


A =f(ede}F(e He f(e —e)F(e—e) , lime=0....0.0e (50) 


43. Lorsqw’on veut appliquer plusieurs fois de suite cette méthode d'intégration par parties, 
il vaudra mieux nous aider de cette méthode pour des intégrales indéfinies; alors elle donne suc- 
eessivement : 


dr. f(z) dl. f(z) dr=l, f(«) d. F(w) 
NT dr = F Ed 
fr ) da” ee) dan! Í dar! dz 
d.F(er) dr f(z) 3 d.F(e) dr? f(z) dr? fle) d°. Fie) q 
— : 5 == = En D 
„dr dan! el dr trdri Í dan? dx? 
dr? F(x) d?. f(z) dr? F(e) d. f(z) def) dE) 
— 12 AE ns EN _, =l En 
ln) | dan? da? lik dan? dr dE Bn de de! si 
art TE Ee fla) ‚& Em EN 
n—l en 1 
) Ie dan dz pe Sk Ek °) lln dan 


Quand on wd Ja somme de toutes ces Équations, toutes les n— 1 intégrales au premier membre, 
sauf la première, s’éliminent contre ces mêmes fonctions au second membre, et Fon a: 


eri en detfle) _d. Fe) dr 2. fw) dt”. Me) d ie ;) 
| 2) dan rt STEN dan=1 de dan? + bare) dan? de 
H(— In ft verf (e) de. 


Pour qu'on puisse Ea maintenant à Yintégration définie entre les limites a et 5, il faut que tous les 


dm, f («) dn, F(z) 
ij 


coeffieients différentiels nn LOE les valeurs de me depuis 0 à »— 1, restent continus 


entre ces _mÔmes limites; ou du moins, dans le cas contraire, que les corrections, d'après la formule 
(S0;, en deviennent finies et déterminées. Dans ce cas on trouve: 


[rote eh „fre fe) el el. EEn pre) Ef (SI) 


dar dam dann 1 in 
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m f(x) 


d 
Cette formule devient beaucoup plus simple, lorsque tous les coefficients — gn on bien tous les autres 


dn, F(x 5 5 ER : n N 
, s'évanouissent entre les limites a et b de lintégration, pour les valeurs 0 àx— 1 de mm. 
z 


Car alors on trouve: 


NE AE — 1" fo) SD ae een (52) 


a ‘a 
Il y a encore un cas spécial, qui se présente sous la forme d'une série seulement. Car lorsqu'on 


n —| 
dr. F(w) fie ni -P(r) == dll —= 0: de plus on a: 


fait F (wv) == arl, il s'ensuit que 


dennen dan=l 
dm, F(x) 
Dn n= (n — 1)mll gr — (n — m)mll gnmls et par conséquent: 
z 
b n rn Jn=ml, a=b 
nl dr, fe) dr —= =(—l)” (” et m)p/1 gn ml de=melfe) == 
dan EEN dan—=m=l En 
a 
mnl dm, fla) ZL 
== 2 (— I)mnl (m + jn! am KEN Ent IS. (53) 
m0 dant en 


$ 6. INVERIISSEMENT DE L ORDRE DES INTÉGRATIONS DANS LES INTÉGRALES 
DÉFINIES DOUBLES. 


44. La formule (62) de Nr. 35, qui nous apprend àÀ intégrer une intégrale définie par rapport 
à quelque constante, donne encore lieu à un autre genre de raisonnement, lorsqu’on l'étudie sous 
un autre point de vue. En effet on peut considérer la constante @. par rapport à laquelle on a 
intégré, comme une seconde variable indépendante, et alors les deux membres de 1'équation citée 
constituent des intégrales doubles, comme on les appelle. On s'en représente la génération de la 
même manière que celle des intégrales définies ordinaires, d'après ce qu'on a vu au Nr. 4. Ainsi 
pour b=at nd, Lim. d — 0, on a d'après la formule (3): 


b 
F(y)= [ro ‚2de — Täm. [ò(fy‚a) +fy,a HO) HH f(ysa -h [rn — 119]; 


et de même pour q =p th me, Lim.e= 0: 


0 
| wdy= Lim. [e{F (p) + F(p He) +…+ F(p + [mn — 1e} |- 
P 
Lorsque maintenant dans la dernière série on substitue pour chaque terme sa valeur, comme elle 
suit de la première Équation, on obtient la série double: 
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q q 6 
[room fu [rome = 


Pp P 
— Lime {fp,e) Hfp‚atd) Hfprad 2d) + 4f(poa + [n—1l]ò)) 
FA) tfpteatd)Hflpte,at2d) +. Ff (peat [n—l]d)} 
Hfpt2e,a)Hflpt2e,atd)hfipt eat 2d) … Fflpd 2e at [n—l]0)} 


Ap [mea +flpt [nl ea) fp [mea H2Ô) … fp [ml ]ea[u—19)})|- 


q e 
Mais lorsqu'on substitue les diverses valeurs de g(x) = fro, z)dy dans la série pour f g(e) de, 


Pp a 
on trouve: 
Lb q 
| da frana => 
a p 

== Lim. [ò ({f (poe) Hf(p Hea) df (mp HLe, 9) Hf (p + Im l]e,a)} 

Hp flpteatd)fpt Le atd) HAlp tlm 1e,0+0)} 

HfprarÖ)hfipt Gar20)HAptteartd.….  * Hfptlneat20)) 


PYpa [a O)HApt ea [a 119) AptLe at [n10)H … Hfl Nee [0—130)})}. 
Or, comme dans ces deux expressions les séries horizontales de Pune correspondent aux séries 
verticales de l'autre et réciproquement, les deux séries doubles sont identiquement égales, et par 
conséquent les deux intégrales doubles, dont elles expriment la valeur, seront Égales aussi: on se 
trouve ainsi ramené à la formule citée (62), qui ici prendra la forme: 


q b IJ q 
fw [rosnaen ae [roos ef ie lk Edea) 5 (84) 
D a a p 


Toutefois il ne faut pas perdre de vue que Pemploi de la formule (3), qui est la base de toute la 
démonstration, repose sur la condition que la fonction f(y,z) reste continue entre les limites de 
Yintégration, et comme elle est intégrée tantôt par rapport à z, tantôt par rapport à y, il faut que 
f(y‚e) reste continue pour toutes les valeurs de z entre a et b et toutes les valeurs de y entre p 
et q simultanément. 

Ces considérations sur la théorie des intégrales doubles définies pourront nous sufire pour 
Vemploi dans la théorie des intégrales définies ordinaires: c'est pourquoi nous nous arrêtons ici 
dans étude de ees fonctions, qui sont d'un grand interêt dans lAnalyse, mais dont la théorie 
peut être considérée comme une partie à étudier séparément. 

45. Cette formule (84) nous apprend maintenant que dans une intégrale double il est permis 
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‘Linvertir Tordre des intégrations, pourvu que la fonction intégrée soit continue pour les deux 
variables [23]. 
Quoique cette méthode soit devenue célèbre par Pemploi multiplié, qu'en ont fait Porsson ct 
La Prace, et cela à bonne raison, comme on verra dans la Troisième Partie, il est juste d’ob- 
server ici avec Lrseune-Drrreurer [24], quelle est due à Eurer, qui en a traité dans son mé- 
moire „ Methodus nova et facilis calculum variationum tractandi.” [25]. 
N 


46. Passons au cas, où f(y,«) devient discontinue; à cet effet il faut d'abord prendre deux 
fonctions p y‚z) et w (y,‚z), telles que 


dply,e) 


En —=f (ya) et 


pn: 
5 


d'où lon déduit la relation nécessaire Ee atd, Alors, pour le cas que la fonction 


f(y‚e) reste continue entre les limites a et b de z, et entre celles pet q de y, Péquation (6) 
nous donne: 


b 

fromaemswn ew, Medal Arendt (85a) 
1 Ed 

Josey uno (pe) VN KEE are re (855) 

P 

de sorte que la formule (84) devient dans ce cas: 

q b EE 
fvarwo—vo =| eur ANDA el vern te? (85) 


Mais lorsque f(y‚e) ne reste pas continue entre ces mêmes limites, il faut y apporter des cor- 
rections. Distinguons à cet effet trois cas, essentiellement divers quant au résultat, suivant que la 
discontinuité a lieu pour 


1’ z==c, où c est situé entre a et b; alors on trouve d'après la formule (10): 


b C+ 

[rome =P(ysb) yo) — | Fy, ode = ply,b)— ry a) Holy, d)— ly, e4d)(86a) 
a cd 

2° ea, la limite inférieure de z; alors suivant la formule (12): 


b atd Ì 
Aye)de==o(y,b)— eye) — [foramina etwa) y‚b)—elysa+d). (865) 
a a 


[23] Grunert, Grunert’s Archiv, Th. 2, S. 266, qui cependant ne fait pas mention de la condition 
nécessaire de continuité, 
24] Leseure-Dimrenver, Journal von Crelle, Bd. 4, S, 94. 
[25] Evrer, Novi Commentarii Petrapolitani, T. 14, Pars I, p. 72. — Ib, T. 16, p. 35, N. 25. 
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3° == b, la limite supérieure de #; alors d'après la formule (13): 
ĳ ywjda=(y,b)—o(y,0)— from )— (psa) +elyd—Ò—plyb)=elyb—d)—elysa) . (86e) 


Lorsque à présent on intègre ces équations par rapport à y entre les limites p et g, la discontinuité 
peut avoir lieu pour une valeur # de y, où r est situé entre les limites p et q de l'intégration, 
ou pour ces limites mêmes p et q de y. En tous cas outre lintégrale (85) on obtient alors une 
correction, que nous nommerons A, de sorte que nous aurons: 


q b b q 
fe [ron ien [ar fro,5 el NAE B (86) 
P 


P a a 
et maintenant il s'agit de déterminer cette A. 
47. A cet effet considérons le cas de diseontinuité pour le système des valeurs e —c, y=; 
il faudra intégrer l'expression F (y)—=gp(y,c—d)—oply,e + Ö) (formule S6a) entre les limites 
p et q, mais on verra qu'il suffit d'intégrer seulement entre les limites # —e et r Je. Car on 
a évidemment : 


q r—E re q 
a [raf rat BEE) dj ere sn Pe (a) 
p p re rbe 


et pour la première et la troisième intégrale au second membre on peut écrire successivement: 


r—E r—E 2 cd r—: 
frma=f dij {op (ye —ÖÒ) — op (voe + Ò)} ze [7 omen ln bond 


8 


P 


p ì 
cd a 
| werft (y‚e—d)—g na of Lm 4 jr fue) dy; 


re 


où Von a inverti ordre des intégrations, parce qu'il n'y a pas de discontinuité ici entre les 
limites; par la même raison les dernières intégrales par rapport à y restent continues, et par 
conséquent les intégrales singulières, où la fonction intégrée est continue, s’annulent nécessaire- 
ment. Ou, en d'autres mots, lintégrale ne perd sa continuité que pour les valeurs # =c, y — 
simulfandes; or, dans la première et la troisième intégrale de la formule (a) la valeur c de # tombe 
à la vérité entre les limites c—ò et c + Ò de #; mais, comme la valeur r de y y est exclue, la 
fonction n'en demeure pas moins continue: c'est seulement dans la deuxième intégrale de (a), où 
les limites sont r—e et r He, que la fonction devient discontinue. Done on n'a qu'à avoir égard 
à celle-ci, comme nous avons avancé plus haut. Et cette même observation est à faire partout 
dans la suite, où Yon n'aura À intégrer qu’auprès de la limite, où la fonction perd sa continuitc. 

Or, dans chaque cas de discontinuité pour # —c (formule S6a), pour « — a (formule S65) 
et pour == b (formule 86e), la discontinuité peut avoir lieu pour les valeurs y=?, y= p où 
y= q, séparément, de sorte que pour ces neuf cas divers il faut calculer la correction Z. 
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48. Lorsque la fonction f (y,z) devient discontinue pour le système des valeurs: 


1. s=ec,y=r, on a: 


zi fronsen ler fl P(ye+d)—o{ vee fin y‚e+d) 


(ye) = Í de (y(rese do (reed Ik do {w(rtoseh 0) (reed) 


0 


== jen (re, cd)—g (rz ed) (rheede KN REEN SE (87) 


où Pon a employé les substitutions y= r— ez, d'où de=—=— dy avec les limites « et O de z, et 
y=rdv,de=dy avec les limites O et & de w: 


DK \ 


2, zt, Yp, à laide de la substitution y=p tz: 


d € 
ze fy fore (alge hd) nwe | {mpd acd)—plptae—d)} . (85) 
P Pp Ki 
8. r=c,y=g, al la substitution de y=g—z: 
ze fe | fly )de= [louws HÖ)— (ye —Ò)) ike {ulq eed) —plq—ee—d)} « (S9) 
qe cd q—s 


Pama, yr, en substituamt y=r—z, et Yr dv respectivement : 


er joa je [do (epa + Ò) — py ,a)} =| (ryoad d) —vy,o)} + 


re 


+ [owe ep De) felrode eo} faelo ro,atd)— 
zt 0 0 


—o(rte,0)} = | de {w(rtesadd) a (rz,a) — 0 (rea) + pre, atd)} « … (90) 
0 
5’. #=a, y==p;, lorsqu'on substitue y =p +2: 


D+E add 
Asa) hi 2de fe yad) on) ft npe atd)—g(p +z,a)}. (Al) 


6 z=a, y=g, par EE de y=gqg 2: 
an : 
p= fé fr v‚a)de ft (oer dels} . (92) 
q=t gt 0 
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ET METHODES D'ÊVALUATION DES INTEGRALES DEFINIES. 1.6.N°. 48, 49. 


71°. eb, yr, à Yaide des suppositions yr —z, et y= r Jv respectivement: 


EN: mj fin ed ORO) dean B} + fte den 


r—ë r—ê 


— g(1,b—ò)}= [e Lyre ,b)— pre, bd} + [ev (rv,b)— a (rtv,bd)} = 
0 0 


=| {p (r—z,b)plr Heb) pre bd) pr 2, (93) 
8°, v—=b, y==p, en supposant y=p +2: 


pe rò pe e 
en fiesken dj {ol b)—g (objets bd) (9%) 
P 0 


9°. zb, yY==g, lorsqu’on introduit yY=g—z: 


= n= | Ír 7. Id B) (45b—d)} ft deint 
gE b—d —: 0 


Dans tous ces cas la En donnée sous la forme d'une intégrale double, est ramenée par 
des substitutions, toutes analogues À celle du premier cas, à une intégrale singulière entre les limites 
0 et & Quant À leur calcul, observons qu’après l'intégration il faudra en premier lieu annuler la 
quantité Ò, pour faire disparaître ensuite l'autre «‚ ce que d’ailleurs les fornfules elles-mêmes in- 
diquent assez clairement. 

49. Toutes ces formules (87) à (95) sont tirées ici de \équation (S5a): mais par le change- 
ment de #, a, b, ce, Ò en y, p‚ 9, ”‚ € (où alors o (y‚z) devient ce que w (y‚v) est ici, et inver- 
sément) elles obtiennent la forme qui résulterait de la formule (S55.) Par conséquent on en déduit 
immédiatement, que dans les doubles intégrales, qui représentent les diverses corrections A, on peut 
invertir l'ordre des intégrations; on aurait pu s'attendre Àà ce résultat, puisque la fonction f(y‚z) 
reste toujours continue entre les limites de lintégration dans ces équations. 

Observons que pour le calcul des corrections, il nous faut connaître la p(y,), c'est-à-dire 


Pintégrale Í fy‚e) de: mais d'après ee qui vient d'être démontré, on peut les déterminer tout de 


même au moyen de la w (y‚r), c'est-à-dire de Yintégrale Í F(y‚e) dy: il faudra done en chaque cas 


choisir entre les fonctions g(y,‚e) ou w(y,e) celle, qui offre le plus de facilité dans Vintégration 
et dans la réduction ultérieure. [26]. 


[26] Cette considération de la correction pour le eas de discontinuité dans les intégrales doubles 
définies est due à CavcHy; voyez: Savants Etrangers de YInstitut, T. 1, A 1827, p.599. Mémoire sur les 
intégrales définies. 2e Partie $2, p. 672—686. „Sur la différence des valeurs que regoit une intégrale double 
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$ 7. INTÉGRALES DÉFINIES AVEC DES LIMITES IMAGINAIRES, 


50. Léquation (85) nous donne dans le cas de discontinuité, d'après la formule ($6): 


q b rs 
[votre ol ij defwlg,e)—w (poa) [HA, et a=f dy {p (ye d) — p(y,e—dj} 
n a \ zE 

d'après la formule (87), lorsque f(y,‚ z) perd sa continuité pour les valeurs simultanées 2 =— c, It 
Cela suppose toujours d'après le Nr. 46: 


a NTI A pe 


et, cette condition remplie, il est entièrement indifférent que la fonction soit imaginaire ou non. 
Par conséquent il est permis de supposer: 4 
p(y,r) =P (edi) et (y,e) =P (a 4yi); 


car par cette supposition on satisfait Àà la condition mentionnée. Alors la relation citée devient: 


. q b 
d [& [F (by) —F (ay )] = fl dr [F (ad-gi) —F (edp ĳ] + A, 


a 


A=i |’ [FE (eHòrri) Fed} [27]. (96) 


TE 


Par la substitution de yi==z et par la transposition des termes on trouve: 


b Di rie 
Í def Flatgi)j-F(e+pijl= Í de[ FOH) Flata)}-A A= | de (eff) Pedt)};(97) 
) 


a ri—ë 


où maintenant les limites deviennent imaginaires. Lies systèmes des formules (96) et (97) sont par 
suite identiques, mais pour les transformations et les réductions il est préférable d'employer le 
premier, où dans les limites elles-mêmes il ne se trouve point de quantités imaginaires. 


indéterminée relative aux deux variables » et z, suivant qu'on yv substitue dans tous les élémens à la fois, 
les valeurs de z avant celles de z, ou les valeurs de z avant celles de «. ” Voyez encore ses Exercices de 


Mathématique, 1826, T, 1, p. 85. — Osrrocrapskr traite de cette considération dans une Note insérée 
dans les Mémoires de St. Pétersbourg, Ge Série, Tome I, 1830, p. 117—122.— DecHer s'oppose à cette 
manière de voir dans ses notes, Grunert's Archiv, Th. 19, S. 403—407, — Ibid., Th. 22, S, 413—435. — 


Voyez encore Scurömrren, Grunert’s Archiv, Bd. ISA 63: 


[27] Cavcuy, Bulletin de la Société Philomathique, Nov. 1822. 
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ve) 


EP ‚ de sorte que pour les valeurs simultanées ce de z 


Dl. Maintenant soit F(x) = an 
et r de y il y a discontinuité, Dans la correction A de la formule (96), qu'il faut employer ici, prenons 


Á € E Lt d 
y= rd Òe, alors nous aurons dy —= Òdz, et —s et + 5 pour limites de 2; mais nous avons vu 


Ò 
préeédemment, Nr. 48, qu’il faut d'abord annuler Ò et ensuite e; donc les limites de 2 devien- 
nent — oo et + «5; et nous aurons: 


| feels Aan lernt le ik TE {ed (rtde) fi) 


dei nen zie ri l4zi 


el BE 
EER En ee 2 
zij {ehÒH(rtdz)ij — q {edt (r4d2) } |) 
Mais, passant à la limite zéro de Ò, on ap {c4ÒH (r +Òz)i} = ple Herd), {ed + 
(rHÒz)i} =gp(e ri; done: 


re 2 (ink de q (z) 
Leif Da Zy (etri) —2i.0} =2ig(edrij | — — =Zmig (etri) [28], pourF(z)==— —— (98) 


len Eri 


([o(et-òt(rtd2) 1} Ap (ed (rd) — 


md} —=00 

Or, dans le raisonnement précédent nous avons supposé que la fonction devienne discontinue 
pour #=c, y=; mais Péquation (9S) peut encore nous servir lorsqu'il y a discontinuité pour 
y==p ou pour y—=g: seulement il faut intégrer alors respectivement entre les limites p et p + £, 


ou g— eet q: donc, substituant y —=r — Òz, on aura pour les nouvelles limites 0 et je 0, 


Ò 
ou bien O et » et — oo et 0, Comme ainsi rien ne change hors les limites de l'intégrale 
définie hen en: dont la valeur devient respectivement 5 [29], on a: 
A EE + pi), pour F(«) = plee) ie rt. dt EE (99) 
r—e—pi 


td 
donne ici: Tr == MT, Quand p est unité. 
1 He? ‚ Que / mite 


— 


E Se dE 1 
[29] Car on trouve dans la Troisième Partie, Méthode 1, N.S, | Lr = 5 sr, d'où par la sup- 
gijn 2 
ù 
position de » = —y, dr —= — dy, avec les limites O et —@» de y: 
Ì =® —dy 0 dy 
== == ii : 
2 14 JI 
0 — 0 
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A=nig(e + gi), pour F (@) wel a p()mee 


ZE RON et: 


Par suite il est évident, qu’il faut prendre la moitié de la correction ordinaire, lorsque la valeur 
de y, qui produit la discontinuité, se trouve être une de ces limites p ou q 


52. Il en sera de même lorsque, pour # —a, la fonction devient discontinue pour une valeur 
r de y. Alors on aura au lieu de la correction A (99) 


TE 
amif [Patto atol; 


rs 


Ve eN (L01) 
B _re) 
et par l'introduction successive de F(x) — et de y—=rd de: 
ddr 
en saf platdH/ (rd) p{at(r4dz)i} 
att (r HÒ2) i—a—ri )i—a—ri 


I=: lms {afòH(rtd2ji} 
at(rd:) )i—a—ri 1 + ei 


_y LOE 25) ee in 


ou, passant à la limite zéro de ò 


aj (erde) ee 


wie ede 
zij zi(l4ei a, eren ze 


mig (a +70) [30], pour F(e) ple) 102) 
—=nij(a ri) [: ne 
nilz zi) f ‚P EE 


[30] Pour la substitution zi==w, on a l'intégrale indéfinie 


dz dw dw dw w ei 1. 
À TE == = el —=l ll hz): 
zi(l4-zi) wl dw) w l4w 14-w 142i 


z 
ou après Pintégration on a remplacé w par sa valeur zi. Mais comme nous devons intégrer entre les limites 
— w et oo de z, observons que cette fonction devient discontinue pour la valeur zéro de z; done il faut 
séparer lintégrale en deux parties 


près le calcul, Ainsi Pon a: 


Pune de — co à —), et l'autre de » à oo, sauf de prendre À zéro 
had een Ik 1/2: NÀ 
Npe 

( 


= EE j st tf zon re. en Ell 


Fl 0 SOE (5) (ii 


ee qui devient, pour la limite zéro de À 
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Mais quand la discontinuité a lieu ici pour y==p ou y==g, le résultat est tout autre; or 
dans ce cas les limites de z deviennent 0 et © ou — @ et O0, et par suite [31]: 


ee nee de ensen jj Eel EE, (103) 
2 j m—a—pi 

hoer nr, —= J- @ et pige ele) RP: (104) 
2 ’ t—a— gi 


Encore pour le cas, où la fonction devient discontinue pour les valeurs w==b, y =r, on trouve 
au lieu de la valeur (98): 


ami d[PO Hod FO +401 arne (105) 


Ts 


et cette équation donne ici, pour les suppositions F (w) = ee Eus Peder 
Be md mmm 


DN df jn de p (breij ig U òF(r +} Òz) i} |=: elen en EE j 
Hi | Word dei bri me ÒH(r4-Òeib—ri 

plb—_Òd(r dd) Ord ” 4 5 e 
NE { enn ) Jif iz EN Eh 


ou lorsqu’'on prend pour Ò sa limite zéro: 


(de Pde Ka 
a=if in p(bH-ri) irt f at [32] en (10,6) 


== 00 


[81] Puisque alors on a d'après la note précédente: 


id HE i 1 / 1 nee | 
| Ben LEE +l(LH0)=—l TS —iArdang. == — le —gripour =0; 


ne 
| ademen tu ddr —ij= +7 —i Rie nn in ZAAD {IE 
À 


[32] Car pour zi = w on a ici: 


p dz dw dw dw w zi il 
ON re nde: == + == —=l =d —_l—- H 
zi (l—zí) w(l—w) w  l-w l—w 1—zi z 


tout comme précédemment, il faut diviser ici lintégrale en deux parties, et l'on peut continuer le raison- 
nement de la Note [30]. Mais aussi dans notre intégrale on peut faire z=—v, dz ‘== — dv avec les 
limites + oo et — @ de v; alors il vient: 


ii de B he Ve 2de 
| ried mile [ vi(l-Fei) 
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Enfin lorsque la valeur de y, qui rend la fonction discontinue, est une des deux limites p ou 


q, les limites de z deviennent O et o ou — @ et 0; et lon a [33]: 
= Dei (bH-pi) + le =, pour F(r) = nn: Ee os tels (107) 
1 pw 
IN es Ore == — %, pub larie ane (108) 
Par conséquent on peut réunir les résultats de ces deux Numéros dans oe Théorème: 
q 6 
Ona: floret 0 evol fdelre + gi) —F(e + pij + A; \ 
Pp a 
st Fe) = del ze, il vient: 
hari (109) 
A= triple, +y,ippourage, Sbetp Sy: <4: j 
=p (@,Hyrippourage, Sbely, =p, uy; Is POUT PSyi SO etr,=a, out, ==? 
=d #0 ‚pour —=aecty=g;poure=bety=p; | 
== 0 ‚pour =—=aety=p;poure —bety==g. | 


53. Il s'ensuit de la supposition pour F(e) dans la formule (109) que e=, +y, d est 
une racine de léquation 


RE Nt EE (110) 


Mais cette équation peut avoir plusieurs racines, dont les parties réelles tombent entre les limites 
a et b (incluses) et les parties imaginaires entre les limites p et q (incluses). Dès-lors pour ces 
valeurs de z, et y‚ il y aura tout de même discontinuité de la fonction F, et il faut en tenir 
compte dans le calcul de A; or, par la division de la distance des limites, effectuée de la même 
manière que plus haut, il est aisé de voir que, pour obtenir la correction totale, il faut calculer 
séparément toutes les corrections A et ensuite en prendre la somme. Mais il faut seulement 
avoir égard aux racines z, qui sont tellement constituées, que les quantités z, et y, tombent 
simultanément entre les limites (incluses): Jes autres racines, dont ou la partie réelle seule ou la 
partie imaginaire seule est dans ce cas, ou encore dont ces deux parties sont situées hors des 
limites, ne donment lieu à aucune discontinuité, et par suite elles ne doivent point entrer dans le 
calcul de A. 


de sorte qu'elle est la même que la précédente, au signe près, et par suite elle donne nécessairement lieu 
au résultat — m2. 


[33] De même pour z==—» on obtient: 
Als sde 0 do 1 hl Es 0 de ef“ de isle ì 
: mf — == 00 , == en eK Tt 0, 
| zi(l—zij) | aen Dik de RT '| ville) 2 
0 _— 0) _— 0 “0 


par l'intermédiaire des résultats de la Note [31]. 
Page 44. 


@ 
ET METHODES D'EVALUATION DES INTEGRALES DEFINIES. VATeN DID. 


Supposons que \'équation (110) ait » racines inégales: z, +y,&, wv, HY dn + yad, et 
que le produit par la valeur de F'(z) en donne successivement: p, (£), p, @). zn Ë z), alors nous 
aurons généralement : 


A= ?2mile, (@, +7. Ĳ A Pz (a Hy20) + Pr (en + Int) D}: RRD (111) 
cependant nous devons observer ici les cas mentionnés dans le théorème (109), où il faut remplacer gj 
1 
par zp ou par + oo. 


54. Enfin il nous reste à considérer le cas, que léquation (110) ait des racines égales, car 
alors le procédé, auquel nous sommes conduits, ferait Évanouir les p(m), et il faut y substituer le 
suivant. 

Supposons dans le cas général de la formule (96), où la fonction f(y,e) perd sa continuité 
pour le système des valeurs w=c et y=r, que le facteur # —e— ri se trouve on fois dans 


p (we): faisons alors F(z) if vl) — et encore comme toujours y= r J Òz, il vient: 
Ue rijn 
A=i oaf pfetdt(rd)ij perd (rtdij ] ok 
Ket Ò FH (r HÒz)jie—rij (ed (r + Òz) ie rijn 


Rente 0 keen j 
Á (— fì) ed Ò zijn (Ö En Ò zijm 


Or, le développement par le théorème de Tayror nous donne: 


N 5 ; dE ÒH-Òzi dEÒa- dijn? : 
g{ehrik(dòHdszi)} =p(edrij+ Be El eed de pn 2(etri) + 


(aijn 
(ml)! 


(2 ÒH-Ò zijn 


+ gr (epri) U (ef ri) + 


et par la substitution de ces deux valeurs on trouve: 


A =| veel p (etri) 1 0) “(etri NE 1 gm? (eri) # 


ij (—ÒHÒzij 2 (—ÒHÒ zijn 1 (m2)! B 
_ L Leen Grit — ci kl 
in (ml)! (—ÒHòzi) IT ged: { 
1 aflpleet) et op (OF) dev pri? (eef fl) 
bnn it ii tt eo, 


1 plet ri) 
(m1)! (Ö+Òzi) 


+ en zen (ed ri) + 


Ene 
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ef” fs (emee gelegen rijen gn 
A= | deo Sein TR eije TT, (—ò Hei): Í 


Ars EP (e + ri) 1 p'(e + ri) 1 gm etri) 
î en 2 (Ò He ijml Drie (m2)! (Heit f 


EO 2 Pe zeke Et neh ee En De ì 
ln Aar heen Dt} mensen Gad, 


(ml) 1+4zi 

Dans le dernier membre, que lon a divisé en quatre termes, on a remplacé Òz par sa valeur 
primitive «€ dans les deux premiers termes, pour faire voir qu'il faut d’abord annuler Ò et en- 
suite €; mais par lannulation de Ò ces deux séries deviennent identiquement égales, terme à 
terme: done nécessairement la différence en disparaît, tandis que le facteur Ò, ou zéro, qui s’y trouve 
ajouté, ne fait qu’affermir cette conclusion. Quant aux deux derniers termes de cette Équation, on 
a séparé Òz dans ces deux facteurs, puisque ici le Ò disparaît du dénominateur et ne revient que 
dans le numérateur: done de ces deux séries chaque premier terme reste comme une valeur déter- 
minée, et tous les termes suivants s’évanouissent à raison des facteurs Ò,Ò? ete, dont ils sont 
affectés. On a done: 


a=—if «| Cid, MER Coe bee, 


— 


-- 


NE ENE 


ml re m— ol (1e = ml 8 
tr ESET ie zn am el vc a An EE (nde em 
(ml)! —_ldzi li (laet (ml)! 
— == 


pr (efri) 
Onl)! 

dans la formule (95): et que par suite dans ce même cas il faut faire le même changement dans 
le théorème (109), suivant que c ou r coïncident ou non avec une des limites a ou b, p ou g. 

55. Au commencement de ce $ on a montré comment la formule (97) ramène des intégrales 
détinies à limites imaginaires à d'autres, où les limites sont réelles: il résulte de la discussion 
de cette formule, ou plutôt de l'autre formule identique (96), où les deux systèmes de limites sont 
tous deux des quantités réelles, que la correction A, quïl faut y ajouter, dépend d'une part 
des diverses circonstances, quant À la discontinuité; mais que d'une autre part elle est liée à la ré- 
solution d'une Équation dont les racines doivent servir à la déterminer. C'est justement par cette 
circonstance que Cavcuy, à qui lon doit toute cette recherche [34], la rendue si fertile pour 


On voit done que pour me racines égales, il faut remplacer p(e4ri) par 


[34] Voyez les mémoires de Cavcur: Bulletin de la Société Philomathique, Nov. 1825, — Journal 
de PEcole Polytechnique, Cah. 19, p. 510. — Legons sur le Calcul Infinitésimal, Paris 1823, — Savants 
étrangers de Institut, T. T. 1827, p. 599, Partie II, p. 661, $ III, IV. — Mémoire sur les intégrales 
définies prises entre des limites imaginaires, Paris, Debure, 1825, 68 p. 4°.— Exercices de Mathématique, 
1826, p. 85. — Exercices d'Analyse, 1841, p. 358. 
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évaluation de diverses intégrales définies, comme on verra dans la Troisième Partie. A cet effet il a 
employé son Calcul des Résidus, qui repose sur le raisonnement suivant. 
Soit une fonction p (we), qui devient infinie par quelque facteur (w—a)”; alors on peut écrire: 


F(z) = E Lee Mais on a d'après le théorème de Tavyror: 
7E late} =H TO hint ata) CD nat) 
et donc: 
en en hanen 
Or, le coefficient du terme == c'est-à-dire p («) ou rees gnl (a) [35], suivant quil y : 


une seule racine a ou m racines égales a, n'est autre chose que la fonction qui dans les numéros 
précédents se présentait dans la détermination de la correction A. Cavcuy le nomme: le résidu 
de la fonction F(x) par rapport à a. Lorsqu'il y a plusieurs de ces facteurs, la somme des 
fonctions correspondantes q, le résidu intégral de Cavcurvy, est représenté selon lui par la no- 


tation 
bg b,q 
€ F(z), ce qui nous donne A —=—2Zmië F(e)....:-.... (113) 
ap ap 


La notation ajoutée b‚g et a,p désigne au’il ne faut considérer que les racines #, + y,f, où 
age <bp&y <a [36]. 

56. Ties formules précédentes permettent diverses suppositions spéciales, et donnent lieu ainsi 
à une méthode d'évaluation, dont on traitera plus en détail dans la Troisième Partie. Toutefois 
pour en donner un seul exemple, qui trouvera son application dans la suite, faisons dans la for- 


mule (96) p= — », q=»s, a—=0, b == ; alors elle devient: 
| dy [F(» + yi) — (O0 + vò)| == Í dea [F (Hoei) — F (wr — xi)] + A, 
0 “0 


A == | dj [Fe + Ò H4i) —F(e— ò Hi) |. 
Mais quand on sait, que pour chaque e# positif on a: F(er 4 ei)=0, P(r—ri= 0; et 
en outre pour chaque y: F (so + yi) —= 0, il en résulte: 


Ee) rde 
Í P(yi)dy= A, A= Í dy [F(etÒHy iK (edi), 


ANG NLG 2] 


De DEE (114) 


EAN) r—E 
[35] Quelquefois Pexpression équivalente: Lim. (w —a) F(«) offre plus de facilités dans le calcul. 
[36] Voyez des principes de ce calcul: CAvcuy, Exercices de Mathématique, 1826, p. 11, 44, 95, 
133, 167, 202, 215, 241, 339, et 1827, p. 245, 277, 297, 315, 317, 341. 
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57. Mais on peut considérer les intégrales définies à limites imaginaires d'un tout autre 
point de vue. 


Car auprès d'une intégrale | f(e)de soit une des limites f + gi: alors on peut la remplacer 


par f + gi =a (Cos. + Sin. «), lorsqu'on prend a= +1 (f* +g*),a= Arctg. a Dans cette 


expression le facteur Cos.a +iSin.« tombe toujours entre —l et + 1: done, lorsquïil s'agit 
de passer À la limite + oo, il n’y aura qu'à considérer le facteur a. 
Supposons généralement zo (Cos. p + Sin. g), alors lintégrale mentionnée devient: 


F(2)= [7 {o (Cos.p Hi Sin.p)} d {o (Cos.p + iSin.p}, 


et de la même manière qu’auparavant il est évident, que si f {o(Cos.p +iSin.g)} reste finie ct 
continue pour toutes les valeurs de q,‚ comprises entre deux valeurs pg, et p,, Vintégrale elle- 
même sera finie entre ces mêmes limites. Supposons p constant dans la formule précédente, alors 
on sa: d. {e (Cos.p + iSin.p)} — (Cos. p HiSin.g)da; et Pon obtient: 


F (z) = (Cos.p + iSin.q) | {eo (Cos. p + iSin.g)} do. 


La dernière intégrale étant réelle par rapport à o 


Ss 


peut être traitée comme une intégrale définie 
ordinaire: intégrons-la entre les limites o =—=a et o —=b; alors les limites correspondantes de « 
seront a: == a(Cos. p + dSin.g), wv == b(Cos.p +iSin.g): done en changeant p en a, parce qu'il 
est constant, on trouve: 
b(Cos.24-iSin.a) b 
f(@) da =(Cos.a + Sin. a) | {o (Cosa HiSin.ae)}do........ (115) 
a(Cos.aHiSin.x) a 
Mais au contraire on pourrait tout aussi bien supposer o constant dans la formule primitive, et l'on 


S 


aurait: d. {o (Cos. p + Sin, g)} =gdg(— Sin. p + iCos.g) et par suite: 


RS fr tecoos + iSin.g)} (— Sin. p +iCos.p)dgp. (116a) 


lei eependant on peut séparer la dernière intégrale, qui a la forme A + Bé, en deux parties, où les 
fonctions A et B sont toutes deux réelles par rapport à gp: dès-lors on peut traiter ces parties 
comme des intégrales définies ordinaires et leur donner les valeurs « et 9 de p pour limites: 
parce que les limites correspondantes de w deviennent @ — g(Cos.a4iSin.«) et r =g(Cos.3HiSin.(?) 
et que, e étant suppose constant, on peut le remplacer par 7, il vient: 

r(Cos.2+-iSin.s) (3 

fle)de ni Ff {e (Cos. p + i Sin. q)} (— Sin. HiCos.r)dp . .--. . (116) 
r(CosaHiSin.s) ‘a | 


Il nous reste le cas, où ni o ni g ne sont constants, dans ce cas F(e) dépend de ces 


2 
quantités comme variables indépendantes, et il faut déterminer dg Pour intégrer ensuite une fois 
woa 
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par rapport à g et une autre fois encore par rapport à g. Comme on a trouvé p. e. dans la formule 


en = gf {e (Cos.p + Sin. p)} (— Sin. p + dCos.p), il s'ensuit: 
p 


(116 a) que 


zel 7 en (—Sin.p +1 Cos. D) AGE (Cos.p+iSin.p)} den el {o(Cos.pHiSin.g) }.(— Sin. +iCos. De 
ap 00 


—=f {o(Cos.p + Sin. p)} (— Sin. pt iCos. p) + 0 mf {o (Cos. gti Sin. p)}.(— Sin. Up Hi Cos. Ap); 
0 


puisque (— Sin.o + iCos.p)* — — Sin. Zo +iCos.2Ze. Maintenant nous pourrons intégrer par 
rapport À g entre les limites a et b, et encore par rapport à p entre les limites « et , ce qui 
donne le même résultat que Y'intégration par rapport à « entre les limites a (Cos.a + iSin.a) et 
b (Cos. B +iSin.3); et nous aurons: 


b(Cos.B+iSin Oe 
Í rr oo fu [7 {o (Cos. p + Sin. 4)} (— Sin. p + i Cos. 4) + 
a(Cos.A+iSin.a) a a = 


ns Ee {o (Cos. p + i Sin. p)}.e (— Sin.2 q + i Cos. 14)| [81] En 5 (ALD) 


58. Il est encore facile de présenter les formules, que l'on vient de trouver, sous une autre 
forme, qui quelquefois donnera plus de facilités dans leur usage. A cet effet il faut séparer les parties 
imaginaires et les parties réelles, et les décomposer ensuite dans le produit de deux facteurs, comme on 
le fait ordinairement. Prenons f{o (Cos. q + iSin.g)}= (0,0) +iw(e,a)= P (Cos.pHiSin.p}, 
où done les fonctions P?*— {y(o,0)}* + {w(e,v)}® et Tang.o = Lied sont une et l'autre 

{Qs P 
fonctions de o et de p; les formules (115) et (116) deviennent: 
b(Cos.p4üSin.p) b b 
f(e) de — (Cos. p Hi Sin. nf P (Cos. p +i Sin. ») ed P do (Cos. q. Cos b—Sin. 1. Sin. b H 
a(Cos.p+iSin.?) a a 


"b 
+ Cos. p. Sin. b HJ i Sin. p. Cos. db} zl Pdo { Cos.(p + ®) Hi Sin.(p +D)} — 


a 
b b 
=| P Cos. (p + db) do + | P Sin.(p +&)de, où p constant; ....... (115) 
a(Cos.(7+iSin.B) B 
f(w)de= | P (Cos. + i Sin. ©) (— Sin.p HiCos.p)dgp. sene (119a) 
o(Cos.2tiSin «) 5 


[3î] On peut aussi déduire directement les formules de ce numéro de la formule (3); voyez: Törurrz, 
Grunerts Archiv, Th. 23, S. 241. 
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| 2( Cos.B+iSin.5) 
f(z) def Pdp {— Sin. q. Cos. b — Cos. p. Sin. b H i Cos. p. Cos. b — i Sin. p. Sin.®} 


a'Cos.a+-iSin «} a 


3 2 2 
0 Í Pd {_—Sin.(p +0) +iCos.(g+-0) }——o Í PSin.(p-b)dip+io Í PCos.(p+d)dg, où g constant. (119) 


A , 
Afin de transformer la ke AE de la même manière, observons d’abord que: < 
d 


d 
7 …f {e (Cos. pHiSin.@)} —— (Cos db -FiSin.p) + P(— Sin. p + i Cos. Do = 
40 0 


dP 
= ( os. Er en (ser o, HP Cos. b- En supposons — P, (Cos.b, +iSin ®, }. 
Or, cela est vrai, quand 
d dP dp\? aP\? 
zl -H (sine 5 — + P Cos.p a == (Cos. ® vts) — 
d do do 

d d 2 
E (P* Sint & 4 P* Coe? DIE ijn | pe tE: 

do do do 


dP dp AP rd d 
Tang, [Sin +PCordg, er (ons, — PSin.p zi En +P Ed ng. aal 5 


Ou, quand nous préférons exprimer P, et &, dans 4 (p,p) et w (e ,‚ y), nous avons encore d'après ce qui 
précède: 


dP 
Die Cos. Pa Lp 


d ee dy(e,a) , d-w(e,©) 
dab es ree 


et par conséquent: 


Enid 
Ensuite nous trouvons: 


rb{Cos. B-HiSin. £) 
f(rydr= ffe (Cos.p +iSin.p)(—Sin.oiCos.o)+P,(Cos®, +iSind, Ien Zo +iCos. 2e) | 


a( Cos. aki 2) a 


= Í do Ik dp [P (— Cos. p. Sin. p — Sin. b. Cos. p + i Cos. b. Cos. p — i Sin, P. Sin. p) + 
a 


LP, o (— Cos. b Sin. 2 p — Sin.p,. Cos. 2 p Hi Cos.b,.Cos.2 p — i Sin. b,. Sin, 29)] 


—= lef wrr Sin. (db +) Hi Cos.(@4-q)} HP, o{— Sin. (B, +24) + iCos. (bd, +2 mp} |= 


a 


rb 4 b h 
sl dof [PSin.(@+0)+P, oSin.(p, eos [PCos.(@t-a)+P ‚eCos.(b, +20)] [88]. (120) 
a a a a 


[35] Drercer, Journal von Crelle, Bd. 33, S. 363. 
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$ S. THÉORÈME DE FOURIER. 


pe r « 5 pe NEN = 

59. Une conséquence non moins importante des résultats du $ 6, le théorême de Fourier, 
sen déduit de la manière suivante. 

Dans l'intégrale double 


z b 
1= [ ceemar [ Cos.vy de 
0 


a 


on a au moyen de lintégration par parties : 


y fre Cos.ay dn = fre d. Sin. zy — f (©) Sin. zj dE 


—f sen zy dje Dae — f (B) Sin. by — f (a) Sin. sad ey 


a 


pourvu que la fonction f(x) reste continne entre les limites a et b de z. Ainsi l'intégrale double 
devient: 


ao d 0 d „00 d a N 
Ei (D) | Sin. by. ooo) f Sin.ay. Oa | Cos.py | Sin zy 
Kl bh 
0 0 0 


0 


Af 


C S d. A aeg 
Mais la fonction ee En Een A reste continue entre les limites a et b de w; et écrite sous la 


d.f(z) Sin. ne 
forme Cos. py — Se ) 7 EU oe est encore continue pour les valeurs de y entre les limites 0 
Sin.r1 5 ne Er 
et oc, puisque pour y — 0 on a Lim, y hs es par conséquent, d'après le Nr. 45, il est per- 


mis d’invertir Pordre des intégrations dans la dermière cn et Yon obtient: 


dy 
ee by. Cos. mik ay. Cos. dane af Sin. ay. Cos. pu, — , (121a) 
y 
0 q 


On est done conduit en dernière analyse à Y'intégrale définie: 


fs dz Jin {(r + s)z} + Sin. {lr — 9) 2} 
2 


Sin.rz. Cos.s2 — —= 


= 


dz, (sì 1 >8), 


0 0 


a 1 ee {(s + 7) z} — Sin. {((s—1) z} dz, (si rs). 
- É 


4 
pj 


Eerd 
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0 
Pour la trouver, mettons-la sous la forme Í Sin. tz de == h et substituons-y tz =—=v, d'où tde == dv, 
5 z 


dv 


tandis que les limites de v restent O et oe, pour un t positif: par suite A zl Sin.v — : et l'on 
v 
0 
voit que Ja valeur de Yintégrale primitive A est entièrement. indépendante de la constante t: sa 


B TE 5 ex erp 
valeur, qui est z Peut se déduire de beaucoup de manières différentes, comme on verra dans la 


Troisième Partie, mais nous la déduirons encore tout de suite de cette même discussion. 11 résulte 
de-là que: 


fsrerzouss Ss Ee, =hpour(r >3) == zh == 0 pour (1 <5): 

0 
et par conséquent, que dans la formule (12'a) il faut distinguer les cas où p est plus grand ou 
plus petit que a et b. Dans les deux premières intégrales au second membre cette recherche n’offre 
aucune diffieulté: mais dans la troisième intégrale double, dans le facteur Sin.rzy, « peut avoir 
toutes les valeurs entre a et bs donc, lorsque p est situé entre les limites a et b, il faut diviser 
Vintégration par rapport à rz entre les limites a et b dans deux parties, dont Yune a pour limites 
a et p‚ autre p et 5, Or, de telle sorte p est toujours plus grand que # dans la première partie et 
au contraire toujours plus petit que z dans la seconde. Eu égard à ces observations, nous trouvons : 


1%, pour p>ba: tf0)x0 fee f de Je) DOEI 


a 


Pd. 
?, pour b>p>a : T=f(b) Xh f(a) X 0— ee fa) 


bd. d, 
meden Kaar we Saef Snavonri j= 
5 5 
— hf(b)—0 dje PO, h=k == (p)}=hf (p 
= If 0— EX If (Uh X(@) If Dh POW} @ 
p 


Re 
3°, pour bparp:lefojxt fet | SE df) len Xh == (f(b) —f(a)} hf} en 


— (U) —f(a)} ih PO) —F(a)} — 0. 


Done 


i si Cos. py dy jre Cos. uy dae — hf (p),ou — 0, Ì 
ü a 


suivant que p est situé entre les limites a et b ou non. 


60. De la même manière on peut transformer dans l'intégrale double 


pe b 
— | S-ry dy jo Sin. wy dy 
a 


0 
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la dernière intégration par Yintégration partielle, ce qui donne: 


b ] b b b d. f(z) 
y [re Sin. de | 10) d (— Cos. zy) — —f («) Oos.) a Ke nd dr — 
b df («) 
== — f(b) Cos. by + f (a) Cos. ay -H | cenrs pi de: 
LN 
et Yon trouve ainsi: a 
3 mo 3 dy ke ] dy bd. f(x) a ef dy 
K =— f(b) foo Sin. py — + f co [oen ay. Sin.py A er Cos. zy. Sin.py — ; (L21e) 
kj y ze y 
0 0 a 0 


où on a inverti Pordre des intégrations, ce qui est permis ici pour la même raison quà Pégard de 
la formule (L2la). Or, comme on se trouve réduit ici également à l'intégrale A du Nr. précédent, 
il faut prendre iei les mêmes précautions pour rendre le coefficient t toujours positif, et on aura: 


15 
2, pour p >b>a:k == f(b) Xh + f(a) A D) geh {f(@) OH == 
= (f(a) FU} HA FO) f(a} —0. 


Pd. ] bd. Ek d 
2°, pour B> pra: Eng 10, [se ‚py.Cos. zy Lef : die 2) de fsnavenaj= 
y / 


a 0 P ‘0 


bd. 7 
ASD 0 = hf(a)Hh. re)’ =hf(a)Hhf(p) —hf(a)= hf (p)- 


„Â) 


EN A ae 


d. le) 


3°. pour ba p:Kk==— f(b) X 0 +f (a) xl de X 0 == 0. 


Done encore: 


oo b \ 
K >, Sin. py dy [ro Sin. zy da = hf(p), ou — 0, 


À BL wh) Eee (L2 
selon que p tombe entre les limites a et b ou non. |} 


61. Mais dans les résultats (1216) et (L21d), il faut encore substituer la valeur de A, que 
nous déduirons iei de ees résultats eux-mêmes, comme nous l'avions annoneé. A cet effet soit « 
zéro, p zéro, d'où Cos. py — 1, et l'on a suivant léquation (121a): 


dy k L b 1 y É „\ % d 
fi |: dy fre Cos. zy dz = f(b) [ Sin. by as Lof. Sin. (0.9) 2 A Í C ‚f(e) da Í Sin.ry J : 
y y de 0 
o 0 Dl) lij 0 ï 


0 


EE se 5 
ou, comme la deuxième intégrale au second membre s’évanouit : 


Pe 1/0 — ff (0). 
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Or, comme ce résultat est tout-à-fait indépendant de B, faisons-le oe, et nous aurons: 
U | ap fr omavay =1f 0 5 Ch ORR (121) 
0 0 
Jans cette formule soit f(w) — e-P?; donc, comme lintégrale indéfinie 


jro Cos. ey dy jer Cos. zy diy = 


E 


ySin.ye— p Cos.ya e 
9 pn 
y° + p? 


nous donne 


3 p en Paren da OP, 
fe)Cos.aydy= [39J‚nous trouvons 1’, =hf(0)=h= fdy— =| d. Arctg. === 5 
| 1E pr picky Ip 3 

0 


“n 0 


* EE TE ze elle « 
c'est-à-dire A == gp Comme nous savons d'ailleurs (voyez la Troisième Partie). 


Par suite on peut rassembler les résultats des formules (1215) et (121d) dans l'équation : 


„0 b 0 b 
| Cos. py fre Cos. py dz fo pydy je Sin.rydr —=0, ou = OP 
“0 0 a 


a 
selon que p tombe entre les limites a et 5 on non; 


où f(z) est continue entre les limites a et 5 de z ) 


Voilà done le théorème de Fourier, qui a eu une influence sì grande daus la théorie des in- 
tégrales définies [40]; et à cause de son importance nous montrerons encore une tout autre voie, 
pour y parvenir: une voie, qui, considérée en elle-même, est d'intérêt pour notre théorie. 

62. Supposant que f(«) reste continue entre les limites O et b de z, il nous est permis 
d'invertir Yordre des intégrations dans les intégrales doubles 


k b ke b 
| Cos. py dy jr Cos. zydy et Í Sin. py dy fr Sin. ey dy; 
0 0 0 0 


elles deviennent dès-lors : 


b A 
| (a) de fen py. Cos. zy dy = 5 [ro de f Len (p—2)y} + Cos. ((pta)y} fav, 
0 0 


"0 0 


b k 1 ft k 
[ra [ sterr-snavar= [109 ae foon ((p—@)y} — Cos. {((p4-2) y} |dy- 
"o 0 0 


0 


[39] Car pour la limite oo de z, le premier facteur aux fonctions goniométriques devient indéterminé, 
mais cependant fini, et le second e—pz s'annule: donc, toute Pexpression s’évanouit. Pour autre limite 0 de 
5 : 7 Ln „ri ° En Pp 
r, e-Pr dev Ó 8 de Yintégrale définie devient: @ (oo )—o (0) —= 0— 
‚ e—pz devient unité, par suite la valeur g é p (oo )—p (0) ee SN 
[40] Senvömrreu, Journal von Crelle, Bd. 36, S. 268. 
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Or, comme nous avons généralement: 


k l £ Ì 
fee ay dy =ij * Sin. ay=—Sin.ak, 
a a 


0 0 
la substitution de ce résultat les change respectivement dans les suivantes: 


1 je Sin. {((p—e)k} Sin. {(p Hek} bSin. npt ek) bin, ee DE fade 
zond Er + RE |- JN En fa)de IN vd, 


DES 


= 


| Sone 
To nn Sin. { Sin. {(pt2) )k} je B en {p—e)} Herd 


sf tSin ((p+e)k} 
pt pe 


f(vjdu: 
pte 
Ki 
où les seconds membres contiennent deux mêmes intégrales définies: dans la dernière supposons 
2d pee, d'où de =de, avec les limites +p et bp pour zes dans la première au contraire 
substituons #—p==e, d'où de — de avec — p et b— p pour limites de z: ainsi nous obtenons : 


bSin S(pt-e)k btpSin ke bSi —g)k b—pSin ke 
an! Ee fle—p)de et Í 4 ien id DE, Jed ef. Be —f (ed-p)dz. 
Pp © 


4 z pt E 

Pp 0 sp 
Mais divisons dans la dernière intégrale la distance des limites —p à b—p en deux parties, 
Pune de —p à 0, lautre de 0 à b— p: et substituons encore dans la première intégrale partielle 
2 == — v, nous aurons: 


b—rSin. kz PSin.kv b-PSin.hz , 
[ f(a p) de = | EE pv) dv + Í en iest p)de, 


=P ‘0 


Par la substitution de tout ceeiì nous trouvons enfin: 


k b 1 fö—PSin ke pSin.kz b+pSin.kz \ 
| spydy IK (w)Cos. mijm | hz epjten [SS ae fipergf î ded) 


KO 0 0 / "0 pn (125 
ke De 1 fb-rSin.kz, 1 (PSin.kz 1 ft+PSin.kz, 
[sers dy [fl)Sin.uyds er Í —_Jetp)dete Jd \e—p)de 
0 0 KO k û k k Pp s ) 


Les intégrales doubles au premier membre de ces équations, que l'on a réduites ainsi à trois inté- 
grales définies ordinaires, deviennent les intégrales doubles de Fourrer dans la formule (122), 
lorsqu’on passe Àà la limite oo de k: mais pour cette limite les intégrales au second membre 


deviennent de la forme Tim. F(z) dz (où Lim. k —= oo), de sorte qu’ici on se trouve ra- 
0 E 

mené à \'étude de cette intégrale, où, en opposition avec la forme del'intégrale Ades Nr. 59 et 60, 

Yinfini se trouve sous le signe Sin. au lieu d'auprès la limite de l'intégration; et cette discussion 


DN 


est d'assez haute importance et donne lieu à des conséquences assez remarquables, pour que nous 
en traitions à dessein plus amplement. 
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63. Examinant Vintégrale à étudier, nous sommes conduits par la nature du facteur Sir. à concidé- 


de 3 Ì 5 : 
rer la limite encore indéterminée a en rapport avec ne et en effet le raisonnement suivant montrera 


Re: A 1 £ 1 NS 
que la distinction préalable entre un a —= 5 et plus petit ou plus grand que me est tout-à fait 
conforme aux exigences de la discussion. Donec, soit en premier lieu: 

17 Sin. kz 
I= Lim. Wen sds, 
"0 


1 
et-faisons-y hz —=, d'où kdz — de, avec les limites 0 et De pour «; par suite: 


Her Sin. \ 
an, Í An Gj) de 
y 2 k 


Lorsque maintenant nous regardons & comme un nombre entier, nous pourrons diviser la distance 


l ga : 5 Ì An 
0 On des limites en k parties, dont chacune contient justement 5 zr, et nous aurons ainsi: 


Be ii ela Sr ae jet Den Zr (je + 
0 
a Az) Sin LT rele. en ae E) as]. 


5 ij 5 
Ramenons toutes ces intégrales aux mêmes limites 0 et akon cet effet dans les intégrales aux 


1 1 
Iimites es) m et cor, prenons #=cr— y, d'où de — dy avec les limites 5 gr, et, 0 de, #4: 
dans ecelles au contraire qui ont les limites car et ( J- ;) m, faiìsons rcr +y, d'ou de —=dy 


avec les limites O et — DE de y. Alors nous trouvons: 


CT Si 0 is _ ia Sin. 5 
il Sir jee = i SE Pp ie ’) dy = oer | "Su Be ag, 
© TE oil CHT— k 
(cÂ)7r ij 
Been Ba: nr Ore EN Be aj 
T k ' cr -hy EN: | cnty k 
Cm 0 0 


Lorsque maintenant on applique ces formules générales à la transformation de toutes les intégrales 
; : : EE 1 5 pelt 
de léquation précédente, elles obtiennent toutes les limites 0 et z dès-lors on peut les réunir 
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sous un même signe d'intégration. De plus, en passant à la limite oo de &, on obtient 
Cn & Ct 
BT DET el 
k oo 
Sin. y et F(0), dont le dernier, étant constant, peut se mettre hors du signe d'intégration, tandis que 


| == F'(0); de sorte que les intégrales ont encore en commun les facteurs 


le premier peut être comsidéré comme facteur général sous ce même signe. A laide de ces remar- 
ques on trouvera: 


een Eg al 1 ie 1 5 1 hr 
li of en EE nde Un eea kg 
. 0 


or 


4 
Den I 2 2 2e 
= ro f Sin.adef- + NEEN > 5 +] = "of Sin. v da Cosec.rn [41] 
zn 


T° An? Er 
0 0 
kid 
> Ea Sin. ka 
= F(0) Í de = 5F(0), Cest-à-dire Lim. Í EE F(e)de — 2 F(O, Limk = e … (124) 
pe] Kij & 
“0 0 


3 8 1 S 
Soit en second lieu 0 in mr, alors on a par la même substitution de kw — 2: 


a Sin. hz ak Sin. 
I= Í ee F(2)de = Lim. Í SE Gi) da. 
T 
Ki 0 


z k 
} 1 3 1 
Supposons que le plus grand multiple de ee contenu dans ak, soit 1, pie et que le reste, na- 


1 
turellement moindre que on soit f (observons toutefois que mm, lorsque k diverge vers linfini, a 


également l'infini pour limite); en ce cas nous aurons: 


bmrtfSin. Em Sin, bmr+f Sin. 
an | rn ) de — Lim. Í eef ) de + Lim. | ek 5 de. 
© C r 5 


a / 
0 0 Em 


A présent passons à la limite oo de ms; alors la première intégrale du second membre coïncide 


avec l'intégrale 1 et d'après (124) la valeur en est donc 7 F(O). Quant À la seconde intégrale, fai- 


l 
Sons #5 may, d'où de —=dy, et Oet f pour limites de y; done nous aurons: 


[41] Ce qui est la somme de la série précédente pour un z plus petit que m; voyez Scuuömiucr, Hand- 


buch der algebraischen Analysis, 2te Auflage, Jena. FROMMANN, 1851. (VIII et 344 S. 8°. und 1 Taf.} 
$ 73. S. 282. 
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7 4 £ Sin. (amar + w) je 
1 = SFO) + Tin f te | an 
0 


4 ka—f - 
Mais dans la dernière intégrale ee = denten = (e+ on / devient pour 


1 
la limite de k égale à F(a), continue par hypothèse; Sin. ene ,) est toujours compris 


1 
entre — l et + 1: et le dénominateur Ue m devient infini avec mm ou k; done Yintégrale 
s’Évanouit pour £ == oe; et lon a: \ 
7 a Sin, kee 7 1 s 
U == 5 F(0), ou tin f F(e)de = an Oa lim.k =  . (125) 


0 


i 
Enfin soit on << a& oe; alors on a encore: ‚ 


a Sin. kz a Sin.k 
Tes vin f ER (2) de — tin. | El Gj de; 
T v k 
0 0 


1 1 
et lorsqu’on suppose que mgr soit le plus grand multiple de Fn contenu dans ak, le raisonne- 


ment précédent ne change nullement, sauf que 1m devient ici plus grand que k, ee qui n’a aucune 
influence; done aussi: 


Kij 


a Sin. k 1 
tin | EE (ede — ION ie AM (126) 
0 


De ees trois dernières formules il s'ensuit enfin: 


a Sin k 
tin f rde 5 P(0) Obie is BM ee (127) 
ze 
0 


et encore lorsqu’on remplace a par b et qu'on prend la différence des résultats, dont les valeurs 
sont les mêmes: 


Rij 


b Sin. ke 
tin | TEN rin tete (125) 


Dans toutes ces formules a et b sont censés être positifs. 

64, On se trouve Àà même maintenant de déterminer les trois intégrales dans le second 
membre des équations (123), chacune pour soi, pourvu que les limites y soient positives: pour les 
deux dernières cela revient à dire que p et b doivent être positifs: mais la première exige encore 
que b— p soit positif, par conséquent b plus grand que p. Donc, en supposant 0 <p << b on trouve: 
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7] b l a 7 \ 
fear | f («) Cos. zy das Et 0) + sf + ORS zj) 
0 


0 
(129a) 


ze A 8 ll 7 l zr zr 
fStervar reysimaraa m5 HOH Efe O0 = 50 
a 0 


Voyons sì ces formules valent encore pour p zéro, et à cet effet faisons p zéro dans (125); en 
passant à la limite so de k, nous aurons: 


sl b 1 bSin. khz 1 0Sin. ke 
| Cos. (0 4) dy | f(@) Cos. de — 3 Lim. | le) de + Lim. | dt 
2 z 2 
0 0 (9) 0 


TT 


[Sen 6Sin. ke é bSin. hz 
+ 5 Lim. Í 5 f(2)dz = Lim. lo Ned 7/0), 
Ki) Ò : 


pe] 


bSin.kz 1 0Sin.k Sin. he 
fse (Ox/)dy wf z)Sin.wydu= „tif 5 de Aelten f 5 je Ae 2de — „rim 5 Se flejde=0; 


0 0 0 0 


dont la première montre que la première des formules (129a) vaut pour p zéro: tandis que la 
seconde, qui est identiquement nulle, puisque Sin. (Oy) est zéro, démontre que la seconde des for- 
mules (129a) ne vaut plus pour p zéro. Done on a: 


ed b 
[oe pros [íe Cos.ryydex — Sf p)0Kp <t „fs zwan fo «)Sin.eyda = fp) ‚0<p<b.(129) 
0 0 0 0 


et celles-ci sont contenues dans les formules (122) lorsqu’on y fait a zéro: elles ne donnent pour- 
tant que les dernières valeurs, puisque p tombe entre les limites. 

Néanmoins il ne sera pas difficile de trouver encore par ce même raisonnement le cas, où p 
ne tombe pas entre les limites O et 5. Or, retournons aux formules (123) et supposons en premier lieu 
p>b>0; alors les premières intégrales y ont les limites O et — (p —b); faisons-y 2 — — y, ct 
les limites deviennent positives, mais lintégrale obtient le signe —: les formules (1294) nous mon- 


1 le pn 
trent qu’alors les deux termes ) fe + 0) et +5 5 f (p—0) se détruisent, et on a la 


valeur O correspondante des formules (122). En second lieu soit b>0 >p, alors ce sont les 
deuxièmes intégrales des équations (123), qui ont pour limites 0 et — p, et il faut supposer # = — 4 
pour rendre les nouvelles limites positives, 0 et p; mais en ce cas ces intégrales-là obtiennent le signe —, 


1 1 ae 
et dans les formules (129a) les termes Ë Zie + 0) et En Zl) se détruisent encore. 


Ainsi dans les cas, où p est négatif ou que Y'on ait p>b>0, les valeurs des intégrales (129) 
sont nulles. 
65. Ces deux voies pour parvenir aux résultats (122) du Nr. 61 sont essentiellement différentes 
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tant dans leur point de départ que dans le cours de la discussion: si l'une se rattache au chan- 


je da N 

gement de l'ordre des intégrales et à l'intégrale [ Sin. pr —, la dernière est la source de quel- 
fj 

0 
ques discussions analogues à l'égard des intégrales définies, qui contiennent un facteur infini: nous 
en traiterons au paragraphe suivant. Auparavant il nous faut donner encore quelques autres for- 
mules, qui se raftachent aux intégrales déduites. Dans ces formules (129) il est permis de prendre 
b infini, puisque le résultat n'en dépend d’aucune manière, et que la déduction, qui se fonde sur la 


I 
division de la distance des limites en des parties, dont chacune embrasse une amplitude de Dn 


change pas pour un b infini. Alors les formules (123) deviennent: 


5 5 } ® Sin, k 
foor py afro Cos.ay de = 5 Lim. Í DE 
0 0 


z 
Mi) 


Sin. ke 


« 
> 
< 


1 
flet-p)deh en Í 


0 


(pj t 


@Sin 


1E AZ lx l zz Gin ene 
Fgbmf SfeDde OE +00) 
Pp 
a 5 1 ®Sin. ke 1 r”Sin. kz 
[ser a [ro Sin. zy tes | (etn) btn | e fp —2) de — 
a 0 0 0 


1 ®Sin. kz 1 7 ) 7 7 
—gimf Sen Pdem HO 7fO —0mf 


Lorsque p devient infini, les dernières intégrales s’évanouissent Àà cause des limites oo et : dans 
les deux premières on a f(p +2) —=f(@)=f (p—z2): done, la valeur des deux intégrales doubles 
devient ici: 


eo | 


Lim. f( ce) ef Sel — Lim. f ( )5 


(d'après la valeur de Vintégrale A au Nr. 61), et les formules précédentes valent encore pour un 
p infini, c'est-à dire: 


ooe-rvan freoos zyda — fp) ‚O<p<e [sters an fresinvae = FD) 0 Zp<e (130) 
0 0 


0 0 


Lorsque dans les systèmes (122), (129) et (130) on combine les deux formules chaquefois par 
voie d’addition et de soustraction, on obtient: 


» rb 
foo [remco tro da==0, pour p > b>aoub >a> p, = nf (p), pour b >p >a; | 
0 a 


@ rb 
foo freon {ptao)y}de =O... 
0 a 
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fe b p ke b 
je fer eon. {(p—e)y} de=rnf(p), fer [ro Cos. ((p +e)y} dr = 0,0 <p<b .. (132) 
ORO ORO 


fer free posjde ftp), far ffcntotonar=00eree [42]. (133) 
OO ORO 


66. Dans ces deux derniers systèmes on peut encore doubler la distance des limites de la manière 
: AS 1 I d 
suivante. Dans les équations (129) substituons z Wm) tr—e)} et 5 {op (@)—p(—e)} respecti- 


vement pour f(); alors nous aurons: 


e "b » b b En 
fcesruasf (ple) trl —e)} Canaydo fCoorytrf[vcecooevaet [amcesavaef= (pp) —p)}. 
KOR KO 0 0 0 


Ee b oe b b 7 
[sera {o(e)—pl—e)} Sagem [Sinpraf frosinaye [rcosinvaaf=s {o(p)—e—p)}: 
0 0 0 0 0 


A 


où la forme de la substitution démontre que ces formules permettent, que p regoive des valeurs 
négatives. Dans les intégrales À facteur p(— we) supposons & —= — 2, d'où da = — de avec les 
limites O et —b de z: ainsi dans les deux équations les fonctions à intégrer deviendront égales, 
tandis que les limites deviennent O et b, —b et 0, et que les deux intégrales se trouvent être 


liées par le signe +. Dès-lors on trouve: 


oo b oo, b 
ĳ Cos.pydy Í pe)Oosaydr—S{ ap) —D)} ; | Sin.pydy \ gp)Sinayde {ops p)} p* <0. (134) 
0 —b k 0 —b 
Maintenant faisons y= —2, dy —= — dz, d'où 0 et — oo pour limites de z, et nous aurons: 


0 b 7E De fb 5 1 p p 
| Cospydy | p(a)Coseydr=E {o(P)--H(—P)} | Sin.pydy / g(e)Sinyde=E {(p)—H—P)}P* <6. 
— 0 — 0 —b 


Ajoutons ces intégrales aux précédentes analogues et il vient: 


| Cos.pydy | plo)Cos.ayda=r{plp)+el—p)}, | Sin.pydy | ple)Sinayda==rt (p(p)—e(—p)}p? <b°(135) 
— 0 —b — 00 —b 


La somme des deux intégrales dans chaque système (134) et (185) donne encore: 


ee b 
je | () Oos. {(p—o)y}de =rp(p)p? bt... (136) 
RS : 


[42] Cest sous cette forme que Fourier a le premier déduit les intégrales, qui à juste titre ont 
gardé son nom, savoir dans son ouvrage déjà rare: Théorie analytique de la chaleur. Paris. Firmin Didot. 
1822, XXII, et 640 p. 12. Pl. 4°, p. 431 et 445. 
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ce 
je | («) Cos. {(p—e)y} de —= 2nop(p)p* SL. ie ea (137) 
0 —b 


Mais de la même manière, dont ces dernières formules sont déduites des Équations (129), les for- 
mules (130) donneront encore: 


| Cospydy | (a)Oosayde= ZP), Í Sinpydy | (a)Sinayde (olp) —p)), (139) 
ao 0 0 


0 Ed 


fee py ay fsteycao ayde = 7 {(p) Hp —p)} ‚fsemovas facs zyde = 7 {p(p)—op(—p)} (139) 


— 0 — 0 — 0 
0 2 
fee (z) Cos. ((p—2)y} de = n p(p), [48]... HEN (140) 
0 — 0 
‚ro oo 
| |e (@) Cos. {(p—e)y}de = Zaplp); «ee (141) 
=D — 0 
et dans ces formules p est tout-à-fait arbitraire, vu qu'il y est compris entre — » et + oo. 


67. Comme il est: 
go b b ee b 
| fv (z) Sin. {(p—2)y} de ft |r (z) Sin. {(p —2)y} de + [wf p (@) Sin. {lp — 2} dr, 
0D —b 0 —h 0 —b e 


et que la substitution de y == —z dans la première intégrale au second membre la rend égale à 
Vintégrale suivante, sauf le signe qui devient négatif; il s’ensuit que lon a: 


Ce) b 
[ef p(@) Sin. {p —v)y} de = 0. 
Sn —b 


Multiplions-la par d et ajoutons ce produit à l'intégrale (137) ou soustrayons-len; alors puisque 
Cos. {(p—2)y} + iSin. {(p—a)y} —etlroew, il vient: 


D rb 
jef p(a)etlprwide = Znp(p)p? bee (142) 


0 —b 


Et la formule (141) donnera de même : 


[ef p(ejeEle-ide =Anplp). ee en ee (143) 
0 — 


[43] Cette forme se trouve chez Fourten, Théorie de la chaleur, p. 449. 
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68. La méthode de déduction suivie au Nr. 63 s’accorde en partie avec celle, dont un autre 
savant vest servi pour une troisième démonstration du theorème de Fourier, par Wintermédiaire 
des formules de Lacranee, quoïque le point de départ y diffère beaucoup: je parle de la démon- 
stration de TeseuNe-Dimrcuver [44], dont voiei une légère esquisse. 

Dans lexpression de la série 


e) b b el 
[ro Cos.nade —= [ro dex © Cos.n « 
1 1 
0 0 


effgetuons la sommation pour n termes, et ensuite passons à la limite so de ”: alors cette expres- 
sion se trouvera transformée ainsi: 


5 Sin. {(n + Ie} 


7 1 
Sin. ta 


b 1 
—i [ree + z Lim. Í fe) de. 
"0 ‘0 
Cette limite peut être déterminée par une méthode analogue à celle de Nr. 63, comme nous verrous 
au paragraphe suivant. Eerivant alternativement Cos. {n(r —p)} et Cos. {n(e + p)} au lieu de 
Cos.nx, et combinant les résultats par voie d'addition et de soustraction, on obtient: 


[e) 7 ZF oo 7 
F Cos.np [ro Cos.nadr = [fe de, FSin.np [fo snnzde= ION (144) 
1 1 

K 0 “0 


1 


Ld 
TE ny 5 Er 
e= te qui donne 0 et 5 comme limites 


KE 
de #' et passons ensuite à la limite oo de b, les signes de sommation doivent être changés en 


les formules de TuAGRANGE. Substituons enfin p = 


des signes d'intégration par rapport à «' et avec les limites 0 et oo, et lon retrouve les for- 
mules (130) [44]. 


[44] Leseune-Dircuzer, Journal von Crelle, Bd. 4, S. 157. — Id, Repertorium der Physik von 
Dove u. Moser, Bd. 1. S. 152. — Id, Journal von Crelle, Bd. 17. S. 35: Addition p. 54—56. — Id. 
Journal von Crelle, Bd. 17, S. 57. — Id., Abhandlungen der Berliner Akademie 1835. — ScHröMILcH, 
Grunert’s Archiv, Th. 1, S. 417. — Id., Beiträge zur Theorie bestimmter Integrale, Jena. FROMMANN 1845. 
VIII et 103, S. 4°, — Id, Analytische Studiën, zweite Abtheilung; die Fourrer’schen Reihen und Inte- 
grale, nebst deren wichtigste Anwendungen. Leipzig, ENGELMANN, 1848, 197, S. 8°. — Meer, Journal 
von Crelle, Bd. 43, S. 60. 

[45] S. D. Porsson, Théorie mathématique de la chaleur, Paris Bachelier 1835. 532 Pag. et 1 Pl, 4, 
(où il a ajouté en 1837 un Supplément de 72 Pages 4°) p. 205. 
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$ 9. LIMITES DES INTÉGRALES DÉFINIES QUI CONTIENNENT UNE 
CONSTANTE INFINIE. 


69, Dans le paragraphe précédent au Nr. 63 il y avait lieu de déterminer l'intégrale définie générale 


Lim. DE F(x) de, pour Limk=e, 
F7) 
0 . 


et au Nr. 68 on a mentionné une autre intégrale de forme semblable 


a Sin, ka 
im. T, M= Pp; 
Lim Í Sin, gj de Lam ve) 


0 


mais outre celle-ci, il y en a encore plusieurs, qui méritent une Étude particulière [46]. Nous 
tâcherons de les déduire de l'intégrale mentionnée en premier lieu 


a Sin. k 
vim f dE — _F(0), Oca, Limk = (121) 
T 
ü 
Ainsi lorsqu’on a lintégrale 
« Cos. ka 
| mie) de, Lim k= @, 
5 
0 


la substitution de kx == y donne comme au Nr. 63: 


a k xv 
Nn Û Coke, re hi Û Oos. Ë En 
0 0 


x k 


et quand ici encore on divise la distance des limites dans des parties, qui contiennent chacune 
| . df . . 1 hl L 
5% et que Pon réduit toutes ces nouvelles intégrales aux mêmes limites 0 et 2% par Yintermé- 


diaire des mÊmes substitutions, on trouve: 


[46) Voyez à ce sujet ma note dans les: Verhandelingen der Koninkl. Akademie van Wetenschappen. 
Deel 7. 
Ces résultats ne sont pas toujours d'accord avec ceux de Scurömreu, dans ses: Beiträge, Abtheilung 
L, et ses: Analytische Studien, Abtheilung II, Cap. 1, ni avec ceux de Meier, Journal von Crelle, Bd, 
43, S. 60. Voyez encore Bonner, Journal de Liouville, T. 14, p. 249. 
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ku d 
2 1 IL je Ì 1 
0 f Cos.r dt [— — Es ht en 
 n—t ade Zar Zn 
0 


L et RS EE re zl 


z 

2 
—= F(0) |_ Sin.yd |. Eet 
mf ae td NE SN et en A me 


par la substitution de # = oh et ensuite: 
zm Ps nd 
5 zt dy dy zun l ok dy 
Ie rof sind Sema ttr | STEE of HE 
0 “o “o 


€ 5 Odd . . pd . - - e ° rie TT 
mais il est aïsé à voir que cette intégrale devient infinie pour la limite supérieure — de y; donc on a: 


£ aCos.ka É 
em: Í (zj de — (0), eo, Tamron nnn ete (145) 
5 
KU 
70. Dans les formules (127) et (145) soit à présent F'(z) == ef («), elles deviennent: 
a 
um f Sin. ke. f(z) da == - [zf10)] ls eo Falise (146) 
î rl) 
Lim. | Cos.kz.f(e)dz — oo [ef(@)} == oo. 0, indéterminée. 
2—0 
0 


Afin de déterminer cette dernière intégrale, et de découvrir en même temps quelques propriétés 
spéciales de la première, nous allons les soumettre à une discussion particulière. 
A cet effet substituons y — ke dans l'intégrale 


Lim. on ke.f (@) da; 
0 
alors les limites par rapport à y seront ak et bk. Soit pa le plus petit multiple de zr surpassant 
bk, et de même gar le plus grand multiple de zr au dessous de ak; de sorte que blh=par—r, 
et ak=—= gas, où r et s sont des quantités positives, moindres que zr. Divisons la distance des 
limites bk à ak em trois parties pa—r Àà pm, pa Àgqz,qràìgards pour avoir: 


KS a \ pr] r B qz | k WZ 
bt fonts de = Lam. Í zee Ng ) de + Lam | mod EA E) da + 


b Par bg vm 
' qe | : <\ 
+ Lam. —Cos.x.f =| AN OEREN DO ORE (147a) 
me SND 
q7 


[47] Scurömien, Handbuch der algebraischen Analysis. Zweite Auflage, $ 74. 
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Dans la première des intégrales au second membre faisons w — pa — y, d'où Oos. — Cos. pm. Cos y 
et dr —= — dy, avec r et O pour limites de yr dans la dernière supposons r = qr y, d'où 
Cos. — Cos. gr. Cosy, de — dy et les limites O et s de y. Ainsi Fon trouve: 


ln qr de 
“det vm ff “ren zjdeträm f reosgm loen, ni dz 
0 


7 


I= zin”, —Cos.pn.Cos. A 


‘0 


P 
r] bk Ds ket 
== Cos.pat. Lim. | zee Elan: me Dn da suf” rin il der Oogrtim — 005. ll dz;(1476) 
0 0 


Pr 
où sous le signe f on a Éliminé les p et les q, puisque pa —=bkAr, qn=ak—s. 
Lorsque à présent f (ze) reste continue entre les limites a et b, on déduit déjà de l’équation (147a) que cha- 


oet 1 
cune des trois intégrales s’annule pour la limite so de k, à cause du facteur zE de sorte qu’alors 1 s'annule 


de même: mais la formule (1475) nous apprend plus encore. Car lorsque seulement Lim. òf (b4ò) — 0 


re | rt 
ie I= 0, 
Bee 


d'où dans la première intégrale de (1475): Lim. di ep n zel =— 0, puisque 7, comme limite 


(où pourtant f(b) peut devenir infinie), on a pour ò — 


supérieure, y est constamment plus grand que # et reste cependant, d'après la supposition, moindre 
que zr, de sorte que r—a tombe toujours entre O et z; donc lintégrale en question s'évanouit dans 
ce cas. Quand on a de même Lim. òf (a—ò) — 0, (ee qui n'exclut nullement le cas où f (0) peut 


Ba ved Ss} teren 3 St 
devenir infinie), on trouve pour Ò = 7 dans la dernière intégrale: Lim. Te Sin 5 ) = 0, 


p br A akte —s é N 
et par suite aussi: Lim. re en == 0, puisque s— zr tombe toujours entre O et zr: donc 


cette intégrale s’annule encore. 
Par econséquent on a: 


qz } 
n= tim f zee 415) de, Lim.òf(b + Ò) — 0, Lim. òf(a—ò) —= 0... . (147) 
Pr 
Maintenant il faut diviser la distance des limites par à qr en (q —p) parties, chacune égale à 
mz; de telle sorte que, sous les mêmes conditions: 


(pt-1)z] (p2)71 (c1)7r J q7 | [z 
— im. Is — afl, ‚jer f pee. fl; ze. | Cones iet +| DA ae. 


(pl) (gl) 
Dans une de ces intégrales, où les limites sont car et (e 4 1) zr, substituons # — car + y, d'où 
dr — dy, Cos. — Cos. cor. Cos.y, avec les limites O et zr pour y; alors elle devient: 
(e1)7 1 | en + 
zee ©: fl dex — Cos.e nr. —Cos. 2. sl E de. 
ks iu 
Ca 0 
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Ainsi toutes les intégrales obtiennent les limites O et zr, et on peut les réunir sous un même 
IL 
signe d'intégration; de plus on peut prendre pour facteurs généraux Cos. pr et 7 Cos. et Ton 


trouvera: 


: sd 7E 1) )7 
I= ceprdinf Kn adr el ien Eel. „+ Cos. {(q—p)r} de ek 
0 


Lorsque f(@) est une fonction déeroissante entre les limites O et zr, alors la série sous le signe 
d'intégration est convergente, et sera contenue entre zéro ct le premier terme de la série: c'est-à- 
dire, quand on remet pour pa sa valeur bk +7: 


zl ok| bk Arde 
Cos. p 77. Lim. | d Cos. xda X 0 <1 << Cos. p zr. Lim. | 7 Cos. ade f een ÖE Je 
0 


0 


Mais la supposition Lim.ò f(b +Ò) == 0 donne pour ò = ed Lim DE ij Ü En sel B; 


k 
S De d 3 RAE Aob, 
d'où, puisqu’on a Oer <&m et aussi Or 427: Lum. ri, Te — (); Done 


Vinéquation précédente devient: O0 < 1 <0, c'est-à-dire T= 0... (147d). 
Quand au contraire f (we) est une fonction eroissante entre O et zr, alors la série est conver- 


gente, lorsqu'on Y'éerit en ordre inverse: elle est comprise alors entre zéro et le dernier terme: donc, 
quand on met pour qr sa valeur ak—s: 


Ed 1 7 1 k _— 8 7 D 
Cos.p zr. inf r Cos.rda X 0 <I << Cos. ((q —p) 7}. inf 7 Cos. daf =S Zoe zE 
0 0 k 
Or, d'après la supposition Lim. Ò f(a—Ò) — 0 on a pour ò = Zee, Lim Ee) =0; 
5 l (akan 
done, puisque 0 << s << r, et aussì 0 Zar J-s— a Z 2: Lim. n nent == KOER par 
conséquent linéquation précédente devient: OZ 1<0, d'où == 0... (147e). 


Lorsque enfin f(#) est une fonction À divers maxima et minima entre b et a, par exemple 
pour C,,C, «Cn alors on n'a qu'à diviser la distance des limites en n + 1 parties, de b à c,, 
de ce, À e,... de en À a, et à considérer chaque intégrale séparément: d'après les remarques précé- 
dentes elles deviendront toutes nulles; done 1 s'Évanouira de même. 

Quand f (e) devenait négative, il faudrait supposer r — — y, et la conclusion précédente ne 
cesserait de subsister. Par suite on a toujours: 


a 
Lim. f cen ka.f(e)de — 0, si Lim. Òòf(b4Ò) — 0, Lim.df (ad) — 0, pour Lim.k — oe ; (147) 
"b 


où pourtant f(w) est toujours supposée continue entre les limites 5 et a. 
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TL. Lorsque la fonction f(z) devient discontinue pour une valeur 4 de z, située entre les 
limites b et a, il faut considérer Vintégrale singulère; 


he kehtke] 
vn = lim. |f Cos. ka. f(x) de = Lim. jn Ted Jae; 
he kh 
où Von a substitué y — ka: quant aux limites, he est o . O, indéterminé: si ce produit est nul, 
Vmtégrale s'évanouit, mais encore en cas qu'il ne soit pas nul, on a ici une intégrale comme la 
formule (147), et elle s'annule ainsi, pourvu qu'on ait Lim. Òf (kh +Ö) — 0. Rassemblant tout 
ceci, nous trouvons que: 


Lim. fomtermae == dm 
b 
Si f(z) devient infinie pour b ou a, il faut que Von ait Lim. òf (b + Ò) — 0, 
Lim Òf(a—d) =0 respeetivement. Si f(e) devient infinie pour une valeur A 
* entre a et b, il faut avoir Lim. Òf(h + ò) — 


(148) 


Mais lorsqu’on reprend la discussion précédente en y remplagant Cos.ke par Sin. ke, on voit 
que ce changement n'a aucune influence sur le raisonnement, de sorte que Von trouve sous les 
mêmes conditions que ci-dessus: 


Lim. | sn Basfileyde =S Ona, Mimtk Sass. el, Mn orn (149) 
“6 
Quand 5 est nul, comme on se le proposait primitivement, on a le théorème: 
Lim stere EET EE Mee EER (150) 
"0 
vim. f con ECA NAE ve Re beed Re ve (151) 
0 


où partout O&<a<oo , Lim.kh —=o 
Si f(w) devient infinie pour les valeurs 0, a ou c (0 < ea) de z, il faut avoir respectivement : 
Lim. òf (Ò) = 0, Lim.òf(a—d) =0 , Lim. òf (cet) =0; 


ce qui satisfait à ce que mous avions Énoncé au commencement du Nr. précédent. 


72. A présent dans la formule (127) faisons F (w) —= f(x). Comme F(x) y est sup- 


Sie ze 
posée continue entre les limites O et a, il faut voir en premier lieu si cette supposition est permise. 


Pour la limite zéro de z on a Tm. Sir 1, done il faut que f(«@) soit continue pour cette 


in, 


, je % . . IJ 
valeur zéro de zr: mais le facteur Te perd sa continuité pour la valeur 7 de zr, et devient 
4 . 


Infini alors. On a done pour a zr: 
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d a Sinke $ Á EN 
vin f Sù =feyda = 5/0 ADELT TE LISE PD OEE (152) 
UT 
0 


et il est besoin d'une nouvelle recherche pour le cas où a est >> zr: nous y distinguerons les 
trois cas de a=—= mn, u —=bm,a=—brde, où 0e. 


1 1 
En premier lieu soit a — or, et divisons la distance des limites en deux parties: 0 à zr et 5 1 à zr, 
2 2 


nous aurons: 


Sin. ke 2 Sinke f 7 Sin. ka x 
Lam. je Sg S @de nm: | Sn de f(e)de. 
Jo 5 


Sin. z Sine 


Dans la dernière intégrale faisons @ = n—y, d'où dr —— dy, gn beh Sin. ka —=—0os. kar. Sin.ky 
— Cos. {(k — 1) rz}. Sin. ky, Eg 


Li 7 Sin. ei B ri 3 Sin. ka d es Fet ri 2Sin.ke 
B) ne Kij — IE ; ‚OS. SD ‚HM. Er — &) dU 
Lm Í Si ) dz im. En 2 f(z) ez + Cos. | ) 1}. Lim Í SD f(a —«) du 
Ke 0 ‘0 
—, [0 Goe (Entes), ermee olen eatdk = (198) 
A ze l 
par Fintermédiaire de la formule (152), que l'on peut employer, puisque a — Di est plus petit 


qüe zr. On voit que le résultat dépend de k en tant que le facteur Cos. {(k— 1)z} devient — 1 
ou + 1 pour un # pair ou impair; aussitôt done que l'on connaît k comme limite d'une quantité 
paire ou impaire, on a: 


Lim. | SED E Va 5 {f(0) Hf (r)}, Lim.k =o ;. (154) 


Sin. 7 
0 
Ti z Sin. Aka. ) mr D % int 155 
= EE ne ——j\ Am. == are Beets Je 
im | Gees f(e)de 5 {/(0) Fm)} , Lim ae (155) 


0 


Lorsque au contraire l'origine de k mest pas connue, cette intégrale est indéterminée, à moins que 
f (mr) ne soit zéro: c'est-à-dire 
S m Sin.kax 1 dns 
Lim. f Se fe) dr = (0) si f(a) =O; | 
i | 
== indéterminée, si f (zr) n'est pas zóro. | 
Ensuite soit a ba: si Von divise la distance des limites en b parties, chacune de zr, on a: 


bz Sm. = Sinke 2 Sin. k 
Lim. be EE fe) de — Lim. | Epe) de + lim. | TE 


Sin. w Sin. 
0 0 Sr 
(CHI) Sin. kx Ld br Sinke, jd 
Bens ù ). 
| Sin, z ene Sin. ie 
ld (41) 
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Maintenant dans quelque intégrale À limites car et (c + 1) substituons # — car + y, alors dr = dy, 
Sin. — Cos. err. Sin. y, Sin. ka — Cos.ek mr. Sin. ky — Cos. {(k — 1)e zr}. Cos. er. Sin. k y, tandis que 
les limites de y deviennent O et zr; et il vient: 


es Sinke 


Sin. k 
Gd de — Cos, ((k—1l)ez}. ij ee 
0 


Sin. 


en eme) 
Cr 
Substituons ce résultat dans les intégrales de l’équation précédente, observons que Cos. ((k—l) Zer} 


— 1, Cos. {(k—1)(Ze— 1) or} — (os. ((k—1)z}, et faïsons usage des résultats de la formule 
(153); nous obtiendrons: 


7 Sinke 
Lim. LE k Je) da= ‚” 0)4Cos.(k—1 re} +5 Cos.((k—1yr}.[flr) + Cos. (kar) fl22) |+ 


+ fem) + Ooste) ABa)]++ Oos ((b—I)de Ir) [A (O1 rz} Cos. (lk Ur f(b], 


ou puisque Cos. (b(k—l)z}. Cos. ((k—l) 1} — Oos. ((b—l)(k—1) zr}: 


' br Sin. ka 
nf” Sin le) )da 5 [f(O)+2 Cos. {(k—1) 7}f (ar) +2f (Ur) HR Cos. (kl) 7} .f (372) + 


Ge 
+ 20os. ((b—1)(k— Iz} {tlr} + Cos. {Ala} Abr] el {/(0) +2f(Un)+2fAr) +} 2d 


+4 2 Oos. ((k—l)z}. (f(a) Hf (37) H-……} H Cos. (U (k—1)7}.f (bre) |, Lim. kh = se .. (157) 
Or, pour k impair de la forme 2k' +1, on a Oos. ((k-— 1) a} — Cos. 2k mr — 1. Mais pour & 
pair de la forme 2k'm, on a Cos. {(k—1l) zr} — Cos. ((2h'—1) a — — 1, et Cos. (b(k—l)z} — 
Cos. {b(2L' — 1e} —= Cos. br, done + 1 ou — 1, selon que 5 est pair ou impair; de sorte 
que dans ce cas-ci il faut distinguer ces deux formes de b. On trouve donc en Ötant laccent aux k: 


den iden EAO) A (1) bre] im en (158) 


0 


27 Sin. kar 
mf Sin E _, Aa)der — [A02 )H(L1)—. — {2} +f2bm) |, Limk=x (159) 


0 


inf ed de [A0) lar) HAL HARD) ((2bH Ir} [imke oe. (160) 
0 


Sin. 


Lorsqu'on ne sait pas d'avance si k est pair ou impair, alors l'intégrale est indéterminée à moins 
que Von m'ait toujours f {(UhH1)z} =O pour Zh H Lb. On trouve par conséquent: 


br Sin. k Tr 
Lim. a 1) ug 5 [/o) Hf (Ur) HHS ((L 2) 7} +f(2bm)], Lim.k = @ (161) 
“0 
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Dn: sen de =E[/O)H2f (Un) +…+ 2Uf (2D), Lim. @.... (162) 
Sin. x 2 
0 


si toujours f (Rh + Ì )a} = 0, pour 4 <b et h<b respectivement ; 


ba Sin. k, 
im f f(a We =de lins {BS EN 5 a oe 8 a oe (163) 
Sin. 7 
0 
lorsqu’on n'a pas toujours f {(2hH 1x} — 0, 2hH1<h. 


Enfin soit a — bar 4e, où er; alors on a par la division de la distance des limites: 


bape Sink br Sin. k. barhe Sin. kx 
zin | En - Od = vim f SS ee nf de} vi ie fe) de. 


Sin, Sin. « 
0 0 bar 


Dans la dernière intégrale soit @ — ba + y, elle devient par la même substitution de plus haut: 
Sin. k 
Cos. {(k —1)bz}. / ogg {Ort a)de, 
et elle tombe dans le cas de la formule (152), puisque c<& 7; done la valeur en est 
Cos. {(k—1)b zr} 5 f(br). Quant À la première intégrale au second membre, le résultat des recher- 


ches se trouve dans les formules (157) à (163). Par suite on a ici, en distinguant les mêmes cas: 


bte Sin. { (2kH-1 7 
Lim. | gen je} 4, — ZO) +2 22m) Ht 2f(bn)|.. (164) 
2Umte Sin. 2 k 7 
Lim. je and de — zm) + 2f (2m) + ACE) PN A 
(26+1) me Uk 
Lim. | Tong j@de = [A 0) 2f(m) Hf (Lm) UA (DAI) r}} . (166) 
D bre Sin. ban 1 TEN ot Dit : 
in. Dn F(@) de = z UO) ACE Ie Re ACD NRA (167) 
0 
(2041) ne ka 
Lim. | „S@ de =- IO +2) 4 +2 25m] ri a hed (168) 


Les deux dernières valent lorsque toujours f {(2h+H1)zx} — 0 pour Ab, h Sb respecti- 


vement; si cela n'est pas toujours le cas on a: 
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bre Sin, k 
Lim. Í 5 Ef () der andétermnten MAP. Andie nennen ee (169) 
Sin. 


d où partout Lim. k —= oo. 

Ainsi lintégrale se trouve évaluée pour tous les cas, qui peuvent se présenter, et il est 
évident que la valeur n'en diffère pas seulement pour les valeurs de a < zr, — ar, br, bar He, mais 
aussi selon qu'on peut supposer la quantité k, qui diverge vers Yinfini, comme étant paire ou im- 
paire, ou en cas que lon n'en connaisse pas lorigine. 

Lorsque encore on voulait calculer notre intégrale pour un a infini, on ne sait pas si a est 
un multiple exact de zr ou non, c'est-à-dire sil a la forme bz ou br Jer mais alors les for- 
mules (157) À (169) mènent toutes aux mêmes résultats : 


® Sin 
Lim. Í EE de — 5 [fO) ) Hfr) H2f(Lr) +]... (170) 


| Sin. 
0 
Sin. 
mf S 5 de Of + 2m] head 71) 
0 
Lim. ES Bef (pee. lp Cee U) 
0 


ou — indéterminée ...... RS NC 5 oo os (173) 
suivant qu'on a toujours f {2hH1)z}=0, OZ AZ ou non. 
où partout Lim. k == 2 


Dans toutes les formules de ce numéro on a supposé que f (v) reste continue entre les limites de 
Yintégration. 


Cos. ka $ 
73. Passons maintenant à l'intégrale NE zr @) de, analogue à celle, que nous 
5 
: 7 Bee 
venons d'étudier, et tâchons de la déduire de celle-ci. A cet effet faisons z — > +4, d'où 
î 1 ; ae m ch 
dr = dy, Cos. =— Sin.y, Cos.ka — Oos. haet avec les limites — 5 et Gen ey. 


Or, expression de Cos.ka nous indique qu'il y aura À distinguer quatre valeurs de 4 suivant 
qu'il a la forme Ak? Ak’ F1, Ak’ -H2, Ak’ —1: alors on aura respectivement Cos.ke — 


1 À 
Cos. (2k'mtAk'y} —Cos.Ak'y, == Cos. (2 + lk H (AR! H1)y} — — Sin. ((4R'+1)y}, 
1 
— Oos, 1(2K' HI) HAR HR) y} == — Cos. ((4kH2)y}, — Cos. (2 kat + (AR —I)y} == 
Sin. {(AR'— 1)y}. Oeeupons-nous en premier lieu du deuxième et du quatrième de ces quatre cas, 


te N Ee, 1 : L 
et divisons-y la distance des limites dans deux parties, Pune de — sr À 0, autre de 0 à a — 5 zr; 
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observons en outre que par l'intermédiaire du double signe + on peut admettre ces deux cas 
dans une même formule: 


Jam. Oe x) de — Lim. ig Ee je 5 ze 2) de —= 


Cosa — Sin. 1 
“0 


[SIE ) 


(0Sin. S(4k EE ai ES 
== > aim. Sin, (Ak ! ip En 2) de + Lim. Sat BS le nds 
Sin. « / Sin x 2 
—in a 


1 
Dans la première intégrale au second membre faisons # —= —y, de == — dy, avec 27 et 0 pour 


limites de 4, alors elle rentre dans le cas de la formule (152); substituons done ce résultat, et 
nous aurons: 


J(4k E 
Lim. Í ee) 


Cos. x 


ar Sin (Al 1e} 


Sin w 


7 (\ 
f(e)de = 5/5) dt Lim. Í de zede, (174a) 
Ki 


«, 


0 b 
Pour que la dernière intégrale puisse se réduire à celle, que nous avons étudiée au Nr. 72, il faut 


ek EDE , er: : : 7E Ù zr 
que la limite supérieure en soit positive; et encore faut-il supposer successivement P) LEGT 


9] ’ 
En 
7E bl Ib +1 ns : Ben 
OE en ZE 7E, U Sn c‚, a == «o afin d'obtenir des valeurs pour la limite 
ji mr 3 1 
a 7 égales à celles que nous avons distinguées au Nr. cité. Pneore pour le cas de a = zr 


2 
la dernière intégrale de Véquation (174a) est nulle et nous trouvons: 


Ir Oos. (Ak +1) 
inf ED re bt 2E Ae ken (174) 
0 


Cos # Je 


tandis que les einq cas mentionnés nous donnent par l'introduction des résultats du Nr. précé- 
dent, qui valent pour des k impairs, c'est-à-dire des formules (152), (154), (158), (164), (170): 


Cos dE Daf, mn n (zr m\ 7 37 5 
im rte de = +575) +570) terijn es 5 Men (715)) 


Os 


Kg je Cos. AEG de lam + 5/15) pe) A5 de 5 |aA5)fere 


an, fat ) 

Ke: 2 Cos.{(4kE1l)ez EEK 71 mT „(Sz aud 

tim. | WE en fden +575) EE) +2 5 AE) + 
0 


ae je „== wi) AE. lt Te ellam 
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Lim jn =S 5) + zit Et: fj 

adel ren elkaa ee 

nen (eld. (5) EE) +705 \arl 7 De „Js 
0 

= ad +117) EE EE: (179) 


Pour le premier et le troisième cas, que nous avons distingués au commencement de cette dis- 
cussion, on se trouverait réduit, en suivant la même voie, à l'intégrale : 


ii os. ka 
af Sn ) de; 


0 


où partout Lim. A == oc. 


et celle-ci sera objet de notre examen au Numéro suivant: done ici il faut agir autrement. Or, d'après 
les formules de Goniométrie: Cos.4k a — Cos. {(4k + Ia}. Cos.e + Sin.{(4k +1) er}. Sin. z, 
Cos.{(AkH2)r} =Cos. (Ak H 1) a}. Cos. — Sin, (Ak 4 1)a}. Sin.e, il s'ensuit en premier lieu: 


Lim, | en ef (rjde = Lim, | “Cos. {(alH1) £}.f (2) der Him. Í ELSEN 


Cos. 2 
0 0 0 


aCos. S (Alk 4-2 aSin. (Ak +1) 
mf E {ete ma (dkH 1e} fe)da— Lim | EN } \e} sin. mflejde. 


0 Û 0 


Sin.x.f (z) dr, 


Mais la première intégrale au second membre de ces équations n'est autre chose que lintégrale (151) 
et s’annule par conséquent pour tout a positif, entre zéro et l'infini. Pour trouver la seconde intégrale, 
Sin. © Sin.? 


il faut s’adresser À Yintégrale du Nr. 72 et y supposer f(z) — Sin. ® Gos tE ) = Cor: 2 (2), 
3 : 8 st Sin? cor f 
afin d'obtenir celle que l'on a ici. Or on a f(ca)= Gan f(erzr) = 0; mais pour une valeur 


gren |) 

Ze 1 RM B ACN! bie 

de a = zg % on a f(ax) rl et) led 
Ae eel 2 0 2 


trouve donc, puisque les cas de 4k en 2k+4 2 coïncident ici, en général pour un & pair: 


Cos. 2k 
mf] og S@dr=0, pour an 7, 
os 
0 
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ij 1 NG 
=— oe, pour UE oo, Sif 
Zet 1 


Encore devons-nous discuter le cas, où f ( 


:) ne s'annule pas toujours. 


:) sévanouit toujours: alors employons encore 

la formule (151), supposant NDE 

Zet 
2 


1 3 s D 
TE f, (@). Tei se présente le cas, où la fonction devient dis- 
08. Z 


eontinue pour Cc, = 


zm: done, pour avoir la valeur zéro de cette formule, on doit satisfaire 


à la condition ajoutée: elle devient ici: 


$ 1 hi) 
Lim ò En ae nt ) — Lim. 
Cos. En) 


Yet 1 
Sin. 5 7 {.Sin.ò ; 


2 
Lane! zl a) eg 


of == Cos.ern Sin. ò 2 


Sin. ò 


Rassemblant ce que-l'on a trouvé, on aura: 


: Ò Ee Á Zet 1 2e EL 
Or on a: Lim. ——=1, par suite il faut que Lin) Dr mtd | soit zéro, c'est-à-dire f 5 ==} 


inf er ded, ogen, nn Re (180) 
08. 


0 


1 
=O RSI OE ai oo, (182) 


2 Ì 
suivant que ‚| ds 


On voit ainsi que le premier et le troisième cas, que lon distinguait au commencement, ne 
donnent lieu en dernière analyse Àà aucune différence dans le résultat, 


Toujours faut-il que la fonction f (w) reste continue entre les limites de Yintégration ; sinon 
les raisonnement précédents ne seraient plus valables. 


| est toujours zéro ou non; 2e dl <&2a. Limk=o. 


a 4 
74. Les considérations précédentes nous ramenaient à lintégrale zin. f Ea f (ede: 


‘0 

5 … (“Sinke 
celle-ci et son analogue Lim. f - 
Cos. 


fe) de nous oeeuperont ici. 
0 
Comme on a en premier lieu: 


el je Sin. Ee) gn tan Sin. ((k — Ie}. Cos. vt + Cos. {(k— Iz}. Sin. ej, e 


Cos. a * Cos. © 


0 lt) 


a a 8 (k—l 
z tie. f Sint 1e). F)de + Hin f en \8) gin. f(a)de, 
0 a 
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et que la première intégrale au dernier membre tombe sous la forme de Y'intégrale (150), elle est 
zéro pour chaque a positif. Quant À la dernière intégrale, elle est de celles, dont on a traité au 


1 
Numéro précédent: on n'a qu'à supposer là: f(x) = Sin. v.f, (wv) et alors f Be 4 devient 


2 1 2 1 Zed 1 
Sin. ben els an == Cos.crr.f, Ee en Se) Par conséquent il faut distinguer ici 


encore trois cas, correspondant aux formes Ak — 1, Ak F1, et 2k, c'est-à-dire qu'il faut prendre ici 
hAl, Ak! 42, — UJ 1: alors on trouve par lintermédiaire des résultats du numéro cité: 


Sin. k B a Sin. 4k 
Lim. ik EE In Sn f(e)de = ze —r: MATEN 
0 
z\ 7 9 zr Tr 8 3 7 
ir . (184) — 5 [2/ G) Ae el ate (185) 
ile) — 2E) eon |oo pe (186) 
3 2bH1 be 
[#13 )— ae |t Oonbrf| nn | een Af (187) 


—rll5)— 115 | Ea sij: dE RA Et ed Dee (188) 


N a Sin. Sin. ((2k + l)a Je} „ 1 
tin f OE (e)de=0,a grs AERON Rt el Area ekeren 11E (189) 
0 
il 
OR Rr I0) B ee AAA (191) 


2e 
suivant que f 
Quand on traite Yautre intégrale de la même manière, il vient d'abord: 


Bs ee Cos. skr) EE ik Cos. {(k + Ie}. Cos. + Sin. {(l + 1e}. Sin. 


Sin. © 


1 
z| s'annule toujours ou non. Partout ici on a Lim. k== cx. 


j@de= 
0) 0 


Sine 


£ vin Smit De}.f(e)de + zin (SS PE ee a. fwd: 
0 o 

où la première intégrale du dernier membre s'annule encore d'après la formule (151). La dernière 

appartient de même à celles, que lon a étudiées au Numéro précédent, lorsqu’on y suppose 


rf | 

Cos.*x etl KN 0 (241 | 

al Kd S en NE nn zj | —= 0 
Ír)= Sinn f (@)- ilest vrai qu'on trouve alors ins 2 ‚) / | eed, rik : 


Ed 
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Cos.° r 
mais la fonction Sm S ©) devient discontinue pour chaque valeur ez de z, à raison du déno- 


minateur Sin.enz — 0. On a done: 


a Cos.ka 8 : 8 

Lim. = ade — 0 a nr Ben oe, si f(em) ne sÉvanouit pas toujours. 

Es ’ E : ’ je 
1) 

Pour le cas où f(em) est toujours zéro, retournons à lintégrale (151), où Yon devra changer 


1 ; 
fe) en gif ©) fonction qui devient discontinue pour & — cm. Pour que nous puissions faire 
la valeur de lintégrale zéro, il faut que la condition ajoutée y soit remplie: elle devient ici: 


Ì S 
WD ene En 5 


Sin.(en + ò) fen +) —= 


fen td) 0. 


ne Lim. 
zE Cos. em. Sin. d zE Cos. car ie Sin, ò' 


: Di) 
Or Lim. Bind 


semblant les résultats obtenus, on a: 


est l'unité, done il faut que Lim.f (ent d) — 0, c'est-à-dire f(ca) — 0. Ras- 


Sin. d 


a à 
Lim. Í EE NE ee AN 

0) 

suivant que f(cn) est toujours zéro ou non; partout Lim. k— ox. 

La fonction f(w) est supposée toujours continue entre les limites de l'intégration. 

75. Jusqu’à présent on n'a traité que des intégrales, où se trouvait le facteur Sin. ke ou 
Cos.ka. Il est Évident que Yintroduction d'un facteur de la forme Tang. km, Sec. kr, Cot. ke, 
Cosec. ke nous eonduirait à une valeur infinie. Auprès des deux premiers pourtant, lorsque k augmente 


Dad 


1 
vers linfini, il y aura toujours des cas où kx obtiendrait une valeur | mr |, quelque petite 


que Pon prenne la limite supérieure a de lintégration; et dès-lors ces facteurs deviennent infinis; 

Á 7 E É 
pour les deux autres formes le même cas se présente, quand kx acquiert la forme ez. Cet in- 
convénient ne cesserait d'exister que pour a zéro: mais alors toute l'intégrale s’évanouirait, puisque 
les limites seraient égales. 

D'un autre côté cependant à chaque intégrale trouvée au facteur Cos. ka, il en correspond une 
autre au facteur Sin. kr, que l'on a déduite aussi: donc, eu égard à la formule eEkzi= Oos. kati Sin. ke, 
ces formules donnent lieu à d'autres analogues au facteur etek? Ainsi des formules (150), (151) 
on tire: 


Biel js ekke f(o)de — 0, Oa @, limk == wo; 
0 
Quand f(r) devient infinie pour les valeurs O,a, ou c(0 <e <a) de z, il faut " * (195) 
encore que les conditions respectives Lim. òf (Ò) — 0, Lim. òf (a—ò) — 0, 
Lim. òf (c+ò) = 0 soient remplies. 
Des formules (192) à (194) et (152) à (173) on déduit: 
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daz 
Sin. z 


mf etkei f(z) EON De (196) 


0 
1 À 
— + rifl0) (197), EO 


suivant que f (em) est toujours nulle ou non (c <a). Limk=o. 
Enfin les formules (183) à (191) et (174) à (182) donnent lieu à la suivante: 
da 


Dn Ii etlaif (@) Se 0... (199) eee adj 


8 « 
Zet 1 


suivant que | 


U est remarquable que les cas différents, qu’introduiraient les intégrales au facteur Sin. ka et 
Cos.ka, se trouvent tous réduits à zéro Àà cause de la condition sous laquelle existe la formule corres- 
pondante aux facteurs Cos.kz et Sin, ke respectivement. Et voilà pourquoi ici le résultat est tou- 
jours si simple et n'exige aucune des distinetions par rapport à k ou à a, nécessaires auparavant. 


‚| s'évanouit toujours ou non pour un c <a. Lim.k= 


$ 10. INTÉGRALES A FONCTIONS PÉRIODIQUES Er AUX LIMITES O0 rr co. 


16. A Pégard de ces intégrales on a Énoneé des opinions très-diverses, et par suite on est 
arrivé à des resultats très-différents, reposant en général sur des notions erronées des intégrales 
définies et sur Pemploi illégitime de séries divergentes [48]. De la manière suivante on évite 
des séries divergentes et par conséquent la fausseté, du moins lineertitude des résultats [49]. 
D'après la définition de V'intégrale définie, formule (3), on a, en prenant Ò pour la limite inférieure 
de Pintégration: 


[rte im HIEDHIGD + tf 00] où q=nò. 


T 
Supposons que f (we) soit de la forme f(z) — rd p(Sin.aw, Cos. Bv), âlors il vient: 


[ pi ep (Sin.a r, Cos. B z)de — Lim.ò [r 4 (Sin.a ò, Cos.Bò) + r° p (Sin. 2ad, Cos.2BÒ) H… 
8 onl p(Sin. {[n — 1]aò}, Cos. {[n —1] 28}) |. 


(48) Voyez par exemple Raage, qui a traité de ces intégrales en particulier dans le Journal von 
Crelle, Bl. 15, S. 355; Bd. 23, S. 105; Bd. 25, S. 160. 
[49] Comme j'ai tâché de démontrer dans la seconde partie de ma note insérée au Tome 7 des Ver- 
handelingen der Koninkl. Akademie van Wetenschappen. 
Page 78. 


ET MÉTHODES D'EVALUATION DES INTEGRALES DEFINIES. L.40.N. 76. 


Faisons n= 2abn tl, et done g—=2aba ò Hd: mettons-y bòÒ =e, de sorte que 6 devient 
infini, alors q — 21acH ò, et notre intégrale devient: 


2mactd T 
| rd p (Sin. ax, Cos Be)de = Lim. rp (Sin. a Ò, Cos. BÖ) + rp (Sin. 2ad, Cos.23Ö) 4. 
d J- paal lp (Sin. Zabnad, Cos. Zabar ò)|. 


Maintenant prenons a, qui est encore une quantité tout-à-fait arbitraire, tel que a « et a  devien- 
nent des nombres entiers; ce qui est toujours possible, pourvu que « et # ne soient pas des 
nombres irrationnels: alors la périodicité des fonctions Sin. et Cos. donnera: 


Sin. ((2meaHf)ad} — Sin.fad 3 Cos. {(2rmrea +f)BÒ} —Cos.f B Ò:; 
et par conséquent : 
p(Sin. (2reatf)ad}, Cos. (Urea 4 f)BÒ}) — p(Sin.fad, Cos.f B ò). 


On pourra ainsi diviser la série de l'équation préeédente en plusieurs périodes: 


mracHd « 
Í rd p (Sin. ar, Cos. B x)de — Tim. òr [» (Sin.a Ò, Cos. 9 Ò) + rp (Sin. Za d, Cos. 29 Ò) + … 
d J r2arl p (Sin. Zaad, Cos. Zap Ö) 


raar p(Sin. î Ò, Cos. B Ò)Hr2ar +1 p(Sin. 2 a d, Cos. 2 B) H.J rtar lp (Sin, Za zr « Ò, Cos. 2 arr 7 Ö) 


+ r(lel)2ar p (Sin. « À, Cos. (B Ò) J r(eD2aztl p (Sin. 2ad, Cos.2PÖ) J… 
J r2ear—l gp (Sin. Zamad, Cos.ZarfBò)} .... (20la) 
== Lim. Òr (Ll Jr2ar J riar Jh rear) [v (Sin. « Ò, Cos. B Ò)H r p (Sin. 2 a Ò, Cos. 23 Ò) +. 
Jr? p (Sin, Zaad, Cos.2azfBò)] .... (2015) 


p2cam 


ge 
—= Lim. òr 
es 


p2ar 


[v (Sin. ad, Cos. 5 Ò) + rp (Sin.Zad, Cos. 20) H… 
JF r20T1p(Sin. Zara d, Cos. Zand} .... (20e) 


Pour pouvoir employer la dernière équation sans erainte, il faut que c soit fini, Dans ce cas suppo- 
d 1 — r2act 0 — Zac r2aer—l 
sons r == l, alors 1® == 1 et la fonction 1 EEE EE 


hJ A 
ee d'après la 


règle usuelle pour les fonctions indéterminées;, done nous aurons: 


27rac 
| p (Sin. a a, Cos. Bx) da — ec Luim.ò | p (Sin. a d, Cos) ep (Sin. Zu d, Oos. 2BÒ) 4 … 
0 
2am 
Ap (Sin. Zar ad, Cos. Zan 6ò)] == Í p (Sin. a, Cos.(Fa)de ,... (201) 
ai0 
où l'on a transformé la série en intégrale définie, d'après la formule (3). Ce résultat est entière- 


\ 


ment conforme à la supposition de périodicité, servant de base à la discussion précédente. 
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71. Mais ce résultat ne vaut que pour un c fini, et quand aa et a 9 sont des nombres entiers. 
Gardons cette dernière condition et passons au cas de cinfini. Alors le passage de (2015) à (201e) 
“mest plus permis en général, quand r devient unité: car dans la première on distingue deux fac- 
teurs, dont le premier devient infini: done pour que lintégrale ne devienne pas infinie, il faut du 
moins que le second facteur soit zéro pour r l'unité, c'est-à-dire, que l'on ait: 


247 
« (Sin.ad, Cos.BÒ)+4q (Sin 2ad,Cos 290) +4 (Si anc, Conzandjen (Sin.ax,Cos.z)de=0. (202) 


La différence du second facteur mentionné et de cette série donnera: 
S=o(Sin.ad, Oos.BÖ) +ro(Sin.2ad, Cos.2BÒ)-r* e(Sin.3ad, Cos.33Ò) rar —lo(Sin.Zanad, Cos.Zar3d) 
== —(l—r)g (Sin.2ad,Cos. 290) —(1—r*)y(Sin.Bad,0os.30Ö) —…— ( me (Sin.Zarad,Cos.Za7ò) 


nn 


ee lan Yanad,Cos.2a18d)] 


== (Lr)[ (Sin. 2ad,Cos. BO p(Sin.3ad,Cos.35Ì) H.+ 
ou, en ajoutant sous les crochets la série (202), zéro par Mak 


l==— (lr) )[e (Sin. ad, Cos.9Ò) +2 p (Sin. Zaòd, Cos. ot) (Sin. 3ad, Cos. 33Ò)H … 


— p2an—l 


sel | sen Zaza d, Cos. Za 1 ò)|. 

Voilà done la valeur de la seconde série de la formule (2016); et son facteur 1—r rend la première 
lr 

série convergente, car (1 —r) (L—r?az Jriar J.H r(el)2az) — re A 


ij 


valeur déterminée, encore pour c infini. Done la formule (2016) devient sous la eondition (202): 


2mact) T 
6 …— rôpSinar,OosBx,dr==— Lim. on r(l— rear) fes ad,Cos.Ì) + 2p/Sin.Zad,Cos LIÙ + 
d 


tit osn en, Cos3 0). he rsr zen ed, zand E00 


équation, qui vaut encore pour un c infini. 


Lorsqu'on ar — 1, il vient en premier lieu pour c fini, puisque Tra 


ae 
j NIS LE, GOOIDEN Ot ee TN (204) 
0 
qui coïncide avec l'application de la formule (201). 
Maintenant supposons : 


L 
d 7 de ò dE 
= l — —, alors Tim, rd — Lim, lies — Lim. Í l—- | = (ei =e C; 
c \ c Ì c ' 
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il fi ) 
ee c - 1 ws 
heen ò\2a7 Ò ZarZaz-lò? ZanZar—lò Zar 
ede Dn a re. 
c GER! ZRREN 1 2 c 
1—r2caz 1=r2bard 0 — ban r2bard Ip 
Lim = Lim — Pour chaque 7, lorsque ò devient zéro : done = NE 
7 Ò\2bard 2b KN) 
—=— Zbanr2berd lr; mais on a ici: lined (1 == en 15 
c c 
Ò L 
en Bergen 
luim.b lr == Lim. ll l—=-| == Pan EINDE eeen he Tm: ik 
fi c fi ò fi) 
Ten eee 
c c 
]—r2car J—rsl 
et par conséquent: Lim. 5 == Zar 1(—1)==Zaz: done, puisqueen général 1 — 7 =ls- ls: 
Drac 
| e Cg (Sin.aw, Cos. Pa)de — — Lim. d.d [p (Sin. « Ò, Cos. 3 Ò) + 2 p (Sin. 2 ad, Cos. 2 B Ò) + 


“0 


+ 3p (Sin. Bad, Cos. 39Ö) H.H Zamg (Sin, Zarrad Cos. Zand) ] — — Lim. ò [òp (Sin. aò, Cos. BÒ) + 
27 
zE 20) (Sin Bad On 0) Bard (Sin are Cos tanj— f é aq (Sin.ar,Cos.Br)de,. (205) 
9 


lorsqu’on transforme la dernière série en intégrale définie: on a ici e fini et la condition (202). 
78. Pour c infini le raisonnement précédent ne change pas, si ce mest par rapport à 


L 
Ki me hj 


5 3 ds il kaan 
Lim. #°; mais alors on a: Lim.r? — Lim 1 5) == Lim. (1-9) = Lim. (1 + ò) de ==, 
c 


Â 
comme on aurait pu déduire de la relation e ° — e-® — 1, pour c infini. On a done toujours 
sous la condition (202): 
27ac p 2a7 
| p (Sin, « w, Cos. t)du — ll p(Sin.ar,Cos.Ba)edae, pour e Infini... (206) 
0 0 


Mais quand on suppose b quelque quantité positive, moindre que Zar, on peut prendre ces 
intégrales entre les limites O et 2mrac-b et diviser la distance des limites en deux parties, lune 
de 0 à 2srac, pour laquelle valent les formules trouvées, l'autre de 2mac À Umrac Hb, où Von 
peut faire # == Umac Hy, et où done p (Sin. aa, Cos.x) devient de nouveau p(Sin. ey, Cos. By), 
tandis que les limites de y deviennent 0 et a. Les formules (201), (204), (205), (206) donnent ainst: 


2ractb 2am 6 
| p (Sin. az, Cos. Pr)de — | p (Sin, az, Cos. 3x) ae p (Sin. av, Cos. Pa) dw,e fini . (207) 
0 


0 0 
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2mactb b 
| p (Sin. av, Cos.(3a)de —= i p (Sin.ax, Cos. x)dr, c fini... MEE Et (208) 
0 


27acdb—t 247 es ; 
| e o(Sin axv,Cos.prjdr=— | molSin.ar,Cos.Bax)dr Je 227 | e ‘gp(Sin.ar,Cos.Ba)de,cfini (209) 


0 0 


- 


0 
2vactb 2a7 b 
Í p (Sin. av, Cos. Pa)d —= — it vp (Sin. ar, Cos. (3x) de + | p (Sin. av, Cos. Pz) da, c infini . (210) 
0 0 0 
Les trois dernières intégrales exigent la condition (202). 


Les deux intégrales (206) et (210) ont toutes deux oo pour limite supérieure, et pourtant k 


0 
les valeurs en diffèrent essentiellement: donc il est évident que l'intégrale | p (Sin. az, Cos. B z) dz, 
q 3 
0 


où Ton ne connaît pas Vorigine de la limite supérieure, est nécessairement indéterminée, et que les 
résultats contraires, qu’ont obtenus Porsson, Crsa pe GRÉSY, PLANA, RAABE, BONCOMPAGNI, OETTINGER, 
ne peuvent valoir [50]. 


[50] Porsson, Journal de l'Ecole Polytechnique, Cah. 16, p. 215, N°. 2. — Le chevalier Crsá pe 
GrÉsy, Mémoires de Turin, 1821, p. 209. — Prana, Mémoires de Bruxelles, T. 10, Mém. Corr. p. 1. — 
RAABE, Journal von Crelle, Bd. 15, S. 355. — Ibid., Bd. 16, S. 219. — BoNcoMPaenI, Journal von Crelle, 
Bd. 25, S, 74. — OerrinGer, Journal von Crelle, Bd, 38, S. 216. 
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PARTIE DEUXIEME. 


FORMULES DE TRANSFORMATION GENERALES. 


1. Les principes exposés de la théorie des intégrales définies nous fournissent les moyens 
nécessaires de déduire plusieurs théorèmes généraux de transformation au sujet de ces fonctions, 
où il se trouve sous le signe d’intégration définie une fonction, ou tout-à-fait arbitraire, ou soumise 
à quelques conditions plus ou moins restrictives. Dans les discussions, auxquelles les diverses 
transformations donnent lieu, il faudra presque à chaque instant faire usage des diverses remarques, 
que contient la Première Partie: de sorte qu'on peut déja considérer cette Partie-ci comme une 
appheation de la théorie des intégrales définies, contenue dans la première. 

Nl y a quatre genres de ces théorèmes de transformation. En premier lieu ceux, qui mènent 
à ume évaluation finie d'une intégrale définie générale, en fonction ordinairement des coefficients, qui se 
présentent dans un développement de la fonction intégrée. En deuxième lieu ceux, dans lesquels on est 
conduit à une autre intégrale définie générale, qui est plus simple sous quelque point de vue, ou qui 
offre plus d'avantages pour la réduction dans chaque cas spécial, lorsque la forme de la fonction est 
connue. En troisième lieu les théorèmes, qui conduisent à des sommations de séries; ces théorèmes 
peuvent de même servir inversément à la sommation des suites par des intégrales,définies. Enfin 
les théorèmes, où il se trouve encore des intégrations doubles, que l'on ne peut réduire à une 
seule intégration qw’après la substitution d'une forme spéciale pour la fonction arbitraire: il dépend 
done en ce cas de cette forme, sì lintégration double est irréductible ou non à nme senle in- 
tégration. 

Dans le cours de cette Partie il faudra souvent employer les valeurs d'intégrales détinies 
spéciales, valeurs qu'on ne trouvera déduites que dans la troisième Partie. Ceci pourtant ne pourra 
donner lieu à des objeetions fondées, pourvu qu'on se garde de faire usage de telles formules que 
Pon aurait obtenues peut-être Àà l'aide du théorème en discussion; ce dont ou pourra toujours 
facilement s'assurer par inspection du lieu cité‚ où se trouve l'évaluation de Yintégrale détinie 
employée. Dans le cas contraire, où l'on voudrait faire usage de la valeur d'une intégrale définie, 
déeoulant d'un théorème, qu'on s'occupe de démontrer ou de déduire, on tomberait nécessairemen! 
dans la faute grave de raisonnement en cercle vicieux. 
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CHAPITRE PREMIER. 
ÉVALUATION DUNE INTEGRALE DEFINIE GÉNÉRALE. 


2. Commengons par une application de la formule (18) de la premiere Partie. Elle nous 
apprend À diviser la distance des limites d'une intégrale définie en plusieurs parties, qui seront 
les limites d'autant d'intégrales définies nouvelles, auprès desquelles la fonction intégrée ne subit 


aucun changement. Ainsi nous avons la formule: 


ronte Ee ffartemies+ | Jertenied 
"0 “0 ad 


de NN Ds 


laa: £ 1 d. : A 
Dans la dernière intéerale faisons # —= — donc ts 3 tandis que les limites 
z y d ha y 


pour 4 deviennent 1 et O0; alors nous avons: 
1 
[reet Hee — RAE Ly? er a 
d'après Téquation (P. 1, 24) *). Donec aussi par la substitution de cette valeur: 


[rete offerten De + | reren l ee = [7 (aPt-aTP) (le+rs) de 
a) Cha! ® 5 OE 
0 Q 0 0 


1 
d’abord puisque nous avons employé la formule (16, P. T) et ensuite parce que lx Jl est identique- 
Rij 


ment zéro. Toutefois il faut observer que cette division de la distance des limites, ou plutôt, que le 
changement de la variable dans une des intégrales partielles n'est plus permis, lorsque celles-ci seraient 


toutes deux infinies: donc la fonction intégrée f(a? + x-P) …— ne doit pas devenir infinie pour la 


valeur Yunité de @, c'est-à-dire que la fonction f(a? + z-P) la doit satisfaire à cette condition, 
Lorsque dans inn peu différente 


| Ee (aP + @-P) la; = s=f f(a? +a-P) lez 
0 


ent fre ste mtd 


*) La notation P, 1, P. III désigne les formules, qui se trouvent dans la première, ou dans la 
troisième Partie. 
[1] Senvömrreu, Grunert’s Archiv, Bd, 4, S. 316. 
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5 5 A En Ei 1 ee da — dy 1 Ji kt — dy 
on introduit la même substitution de # == 7 on a ici: RN = rk LL r Fi En 
done tout comme plus haut: 

ie da Ì du l Id 

HG a = x —P)l pt eP)l— 0E «(2 
frer+e Dern [rarr arpa ffe HET 2) 
0 0 0 
par le même raisonnement et sous la même restriction que l'équation (1). 

d 
Lorsque dans les (quations (1) et (2) on fait zel, le=—y, je == — dy, avec les 
limites — oo et oo de y, elles deviennent: 
0 
| fer CE EE REN re REN ORNE (3) 
J 
— 0 
À zdz 
ePr J- e-P2 VASE NE BPO (4 
|” Eed («) 
— 0 


Dans Iéquation (2) on peut faire # — Tang. y, done E Er RTE ì 


zE 


les limites de y seront 0 et —, et Fon obtient: 


2 
Zi 
Í» (Tanga 4 CotPa)Tang.ade = 0... (5) 
0 


3, Soit dans une intégrale définie 
Pe da 
| von -rans 
“o 
la fonction f(z) tellement constituée, qu'on peut la développer dans une série suivant les Cosinus 
des multiples de w, c'est-à-dire: 
f(a) = A, HA, Cos.e + A, Cos.22 == TE An Cos.nr, 
0 
— série, qui reste convergente pour toute valeur de z entre 0 et oo, — on peut alors en trouver 
1 lee} 
la valeur de la mianière suivante. On déduira P. TIL Méth. 1, N°.9 WE Í eV dy, done on 
0 


pourra écrire au lieu de l'intégrale en question lintégrale double: 


f roraaraefenzar [auf Wlpa)—flq2)} eden | dy (fronerrde[raoervda) : 
0 0 Olas”i0 0 0 0 


A 


où le changement dans Yordre des intégrations est légitime, d'après la supposition à l'égard de 
la fonction f(x). 
Page 85. 


EE EEN% 35 4. THEORIE, PROPRIÈTES, FORMULES DE TRANSFORMATION, 


Mais on a: 


oo ao n n ao n 
Ì y 
dn —yE 3 == —yx Cos. drie Er 
[rene de |- y ed nar za fe Cos.naa dz pe a Hy? 
0 


0 0 
lorsqu'on substitue la valeur de l'intégrale définie, trouvée P. TT. Méth. 4, N°. 11. Done on a aussi: 


D dell y 8 y 5 zl yd ydy 
fg Sel een ENE en ONE 
[oo flae)) e [vin Al Ee | np 44? di 
0 50 


9 2 Ht) 2 
zin E d wijn 0 ee EN 
Zalf rt ae en Ce ni le RETE — 

0 


0 


EN te tl le er 
ne An en le n Q 
2 0 041 n° qg* +0 2 o nps 
Nous y avons effectué l'intégration d'après la formule (6, P. I), et nous y avons gardé à dessein 
le coefficient n? dans le numérateur et dans le dénominateur sous le Logarithme, afin de faire voir 
que dans le premier terme de la série pour la valeur zéro de n, on aura le logarithme de unité, 
c'est-à-dire que ce terme deviendra zéro lui-même: ainsi l'on pourra commencer la sommation avec 
la valeur unité de n, et ôter dès-lors les facteurs 2? sous le Luogarithme, qui par suite sortira 


du signe de sommation. On aura ainsi: 


Ë ; d. gn 1.q? 
Í fed fa)} = zis ZA, — zl {OA}; Pole Nn (6) 
0 


puisque f (0) n'est autre chose, d'après la supposition, que 
n ii 
A, HA, HA, F...=TAn=S Arnd A, 
0 1 


1 faut donc pour la validité du résultat (6) que la fonction f (e) puisse se développer comme il 
a été supposé: mais on verra sans peine que le raisonnement ne change pas, que ce développement 
soit une série finie ou infinie. 

4. Appliquons maintenant la méthode de différentiation successive sous le signe d'intégration 


2x 
définie, d'après l'équation (59, P. TI), À Yintégrale définie générale 1 —= f f(pet)e-tridr, où a 
0 
soit un nombre entier quelconque. Différentions a fois à égard de p, et désignons leffet de cette 
opération sur la fonction f(y) par la notation connue f\@(y), de sorte que: 


def(peri) da. f(per) 5 5) a 


dpa Ni (d. pezije 


D == f@O (pert). ( etija; 


[2] Senvömrren, Grunerts Archiv, Bd. 5, S. 152, 
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et par suite: 

de. 1 2 A 27 

INT fOlpersjemger de = KE d a Fom alerters der) 

dp ij 

â ; 

On a supposé tacitement qu’ entre les limites O et 27 de w et des limites quelconques de p les 
a quotients différentiels successifs de f(pe**) ne deviennent pas infinis. Séparons dans la fonction 
f(peri) la partie imaginaire, et soit f(pe?!) =p(p,x)Hiy(p‚e); alors on obtient: 


iden a LD a 5 ZE 
5 dp dp? dp: í 
de, p(p‚z) . de? de. (Pp, ©) \ „de, zp, ) É deg la, p(p‚z) x) | 
== joan REN + Sinar ded Hi edes aa dje — Sin.ax dp. 


== (p, 2) +iX(p, 2). 
0 « . A Ld 
Supposons encore que la fonction (pe?) acquière les mêmes valeurs pour les valeurs zéro et 2 ar 
de r, c'est-à-dire, qu'elle soit périodique; alors la même chose arrivera auprès des fonctions g (p, ») 


t y(p,v) et même auprès des autres &(p,z) et X (p‚z), done aussi auprès de © (pe””). A pré- 
sent on a: 


me 5 „d.per N ie 
ge (p ei) =— fiet (pezi) En == fet (p eri) pieti; 


done aussi par l'intégration par rapport à w entre les limites O et 27: 
27 À 2% d. , N 27 
pi [epen pede = | oer we} 
® 0 
0 0 


c'est-à-dire prise de O à 27: mais d'après la supposition que les valeurs de cette fonction sont 
égales pour ces deux limites, le second membre de cette Équation s'annule. En outre puisque 


d. „d‚per 
np) lmet — fl) (per): E rn Ef (pe) 
P 


Péquation précédente prend la forme: 


LARIE del 
JS da fl) (p ei) = — ©) (p eri) da 
dp ga 
0 0 

comme il résulte de la formule (59, P. I). Dès-lors il s'ensuit que Y'intégrale 


27 
| FO (pet) de — Constante par rapport à p —= C. 


Pour la déterminer, soit p — 0: alors il vient: 


Ge [re (0) de 00 "ee = 2 f@ (0). 
0 0 


„ 
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Ainsi l'on obtient d'après l’équation («): 


et lorsqu’on intègre celle-ci a fois de suite par rapport À p: 


Ee ADE Fe 
I= | f(pemje-aide = en CT ENE teke (7) 
0 
lorsque f(pe”*) = f(pe°) — f(p), et que cette fonction f(peri), ainsi que les a premières dérivées, 
ne devient pas infinie entre les limites O et 2 de w et certaines limites de p: observons toute- 
fois que celles-ci doivent contenir la valeur zéro de p, puisque autrement la manière dont nous 
avons déterminé la constante C ne serait plus légale. 
5. On trouve P, III, Méth. 37, N°. 12 lintégrale définie: 
lmao (Cos. z. e—zijP Ed ( q k 


Cos.* e+ q* Sin. DE q+1 


DN 


Elle donne lieu à une application très-simple: car soit f(w) une fonction, qui peut se développer 
selon les puissances de z, savoir 


Cc 
VAO 2E Nn ER 
1 
prenons successivement pour #: Cos. m. er? et Cos. xv. e”*is et pour p successivement les nombres 


entiers de 1 à cr multiplions chaque intégrale par la valeur correspondante de An: et nous aurons 
par addition de tous ces résultats: 


bd de Ea c Ek In de ZA o ’ Pd Aaf q | 
En De t. ne me 
| Cos.*a4-g° Sinte 1 gigas ef Cos.*r-q°Sin.*z 1 ) GN 
0 


Mais les sommations dans la première et dans la seconde intégrale du premier membre de cette 
équation ne sont autre chose que f(Cos. x. eri) et f (Cos. z. e=?) respectivement: ainsi Pon pourra de 
nouveau mettre les deux fonctions sous un même signe d'intégration. De plus, la sommation dans 


le second membre de notre Équation est aussi f nd ainsi l'on obtient: 
q - 


bef (Cnrer)tfOme) eld 
| Cost + q? Sin? x de —= ri ip | KDR 0 Ge (5) 


formule, qui pour la valeur 1 de q se réduit à 


(3) Lamarre, Journal de Liouville, T. 11, p. 129. — DreNeer, Grunert’'s Archiv, Bd. 15, S. 119, 
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he {f (Cos. o. ezi) + f (Cos. z.e-zi)} da = nf E) Bilde tree eenn (9) 
0 


6. Les deux fonctions f,(z) et f,(z), qui sont développables, lune suivant les Cosinus, 
l'autre suivant les Sinus des multiples de z, 


Cc Cc 
HN) me Lijf S fa (@) Te 


peuvent être employées ici en vertu du raisonnement suivant. On a identiquement d'après la 


supposition : 
Ld 7 c 7 
[7 (wv) Cos.aadt = A, | Cos.ax de + Z An Í GosnrsConaeden derek: («) 
1 
‘0 0 0 
7 c mT 
[ fa (w) Sinar de = 2 B, | Sin.n x. Sin.ax de. 
1 
0 0 
Mais on trouve, P. III, Méth. 2, N° 15 que la valeur de ces intégrales définies est: 
ij ‚ IL 
| Cos.na., Cos.ar da —= 0, ou = red. 
B selon que ” est S a, ou quen — a. 
j stere Sin.ardre —= 0, ou == DE 
0 


Ainsi tous les termes des deux sommations s’évanouissent, outre ceux où l'on aurait ”» == a: de 
même l'intégrale, qui a A, pour coefficient, s'annule aussi. Done on a enfin: 


zd 1 
[7 (z) Cd Le 0: A OEE len Er eo On (10) 
0 


où a est un nombre entier [5]. 


7 ; IL 
[7 (@) Sm arr de mes A RORE tn MEP OET (LI) 
"0 


Il y a encore un cas d'exception: c'est celui où a est zéro: alors la seconde des intégrales citées 
devient identiquement nulle, et par suite aussi la formule (ll). Cos.ar au contraire devient 
Punité, et pour n —=a == 0, Cos.nw est aussi égal Àà lunité; done tous les termes de la som- 
mation dans Yéquation («) s’Évanouissent, mais le premier terme au contraire devient: 


7 vil 
A overeen, [ten mA; 
0 


[4] Serrer, Journal de Liouville, T. 8, p. 489. 
[5] Senrömrren, Beiträge zur Theorie bestimmter Integrale. Jena. FROMMANN, 1843. 4°, (103 S.) 
MSS 
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ainsi la formule (10) devient: 


|” NEE WE PIE ARES (12) 
0 


7. Par l'intermédiaire des mêmes intégrales définies on trouvera encore les théorèmes suivants. 


c 
Soit une fonction f(z) développable suivant les puissances de , c'est-à-dire f(x) = A, + = An 27, 
1 


alors on aura, à aide de la formule et? — Cos.x + iSin.r: 


c c c 
flperi) —=A,tHZApret = At Z Arp” Cos.nx Hi Arp" Sin.ne, 
1 1 fi 


c Cc Cc 
f(pe-i) = Ao + Zape =Â, + eee 


dont la somme et la différence, divisées respectivement par 2 et 2d, donnent: 


fe) HBD 4E Aap Coons 
1 

MEE 

zi Ei 


Multiplions la première par Cos.arxdz, la seconde par Sin.az dr, et intégrons par rapport à 
entre les limites O et zr, nous aurons: 


Ti —ri K c [3 
kes )+f(pe ) Gos. avde = "| Cos. ax dù + Zar | Cos.nz. Cos. az de, 
1 


c 
ZE Ap Sin. nz. 
1 


2 
0 0 
7 itt i e % 
| f (p €”) „jee Ne de en Zar | Sin. nz. Sin. ar de. 
i 1 
k 0 


Ici les seconds membres dépendent de nouveau des mêmes intégrales définies, que lon rencontrait 
dans le numéro précédent: les mêmes conclusions valent done ici quant aux termes des sommations, 
qui s’évanouissent, et il restera enfin : 


7 Ti — ti 
ann Con aa demZ Ars) er EE AS GLIEN 
où a est un nombre entier [6]. 
fred) sn aaa TMap 
zi Á Tr Sl LARP T EREN Mier (14) 
0 


Lorsque a est zéro, il vient tout comme plus haut: 
(pe) pes) 
2 dT en 


0 


[6] SMAASEN, Journal von Crelle, Bd. 42, S, 222, 
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Ces dernières formules sont un peu plus générales que celles du Numéro précédent, en ce qu'elles 
se réduisent aisément à celles-là, lorsqu'on prend l'unité pour la valeur de p. Il est bon de remar- 
quer, que dans les discussions la valeur de c n'a eu aucune influence: de sorte que la valeur en peut 
être infinie, c'est-à-dire que les développements peuvent être des séries infinies. 

S. Lorsqu’une fonction peut être développée selon les puissances paires de Cos. z, et que l'on a 


Cc 
f(z) = A A, Cos? z HA, Cos.* md A, Cost ad... —= TE An Cos. z, 
0 1 3 0 


on peut transformer cette série dans une série double, en faisant usage d'une formule de 
M. Kumuer [7]: 

2hr/t __ Cos.nx 
(he H Ijv/t (2 Cos. z)” 


Cos.n z 
Cette série double pourra ensuite se réduire à une autre suivant les coeffieients de 75 — ; On trouve: 
(2 Cos. 2)” 


fr)= A 


vé Ni 2 Cos.x 2.3 Cos.2x 2.3.4 Cos.3r 2.3.4.5 Cos. Aw +) 
2 2 2Cosn 23 (2Cosr)? 2.3.4(2Cosz)® 2.38.4.5 (2Cos.z) 

Re alit; GE AS Cos. 2 2 ESR Cos. 3 z sie Cos. 4 1 +) 
2.4 8 2Cosz 83,4 (2Cos.o)? 3.4.5 (2Cosz)? 3.4.5.6 (2 Cos)' 

Ek ast Cos. z 6.7 Cos. 2 z 6.7.8 Cos. 3 z PRD Cos. 4x +) 
2.4.6 | 4 2Cosez 45 (2Cos.o)? 4.5.6 (2Cosx)3 4.5.6.7 (LCos.e)* 

sie DSR Ü 8 Cos. 8.9 Cos. 2x 8.910 Cos.3z 8.9,10.11 sell 
2463 * 5 ZCosx 5.6 (2Cosr)? 5.6.7 (2Cos.z)®  5.6.7.8 (LCosz)' 

Treek 4 

Ag + Ten 

Are ame te mg 
2Cos.r \2 2 eden ier Gd RE NG î 
Cos.2o (1 2.8 13 4.5 USSEDRRG 1:8.5.7 8.9 

T Ba leen wmiei “stoan as Mh a gs vhs 4e) 
Cos 3x (1 2.8.4 13 4.5.6 15 WORMS NES terde, LUO) 

YE Ie za ton sap sogn mee zAer sot +) 
Cos. An (1 23.45 1.38 4.5.6.7 1E N7E8.D 1.3.5.7 8,9.10.11 

TR boez)' en Fa ganes A56 TAGS ee 

ee 


[1] Kumuer, Journal von Crelle, Bd, 15, S. 161, Form. (3). 
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L'inspection de cette dernière série donne pour la série B‚, qui est le coefficient du terme général 
Cos kx: (2 Cos.x)k: 


1 13k43 1.8.5kH4kH5 1.3.5. kt 5.k 4647 
Bies pe dh ede le elk ren 
GAL 


2 
o 12 (k J nl o 1/2(L Irll n/2 p n— ll 
Ren ) ee er ene 

1 rn, 1/1 (n d- Tel 1 gn |2n—1/l 


gna (ndlpm PT 

(le Han + Inl »(kAn F1)! 

nt er 
gn gn—1[2 nl Inl 


—È 
1 


par la réduction successive, facile d'ailleurs, des facultés numériques. 
Tâchons à présent de transformer cette sommation en intégrale définie: à cet effet nous ferons 
usage de l'intégrale définie, qui se trouve évaluée PIII, Méth. 23, N°, 24: 


c pn! 


A7 Âe Ie zr (p) 
| oteidsertntn gedaen ie 5 OPP En 
2 


D 2 


Cc 

où ple) == EC} Cos? r. Faisons p =kh2,q = kt], alors pg == ht, pgtl ==; 
0 

de sorte que cette intégrale devient ici: 


zr (k +2) s (he H ori 


Ed 
p (2) CosH1 z. Cos. {4 J Iz} dt — RET (k +2) TI) 3 (eht ay A 


0 


fel te Eee! rn Slkdnt2r! zkt np Ie! 


TT glen (led 21 Zn 10/1 PO kl ZnHljafl 7 hAl nl Inl Eni; 


où Ton a réduit successivement les facultés numériques. Isa comparaison de cette sommation avec 
celle, qui se trouve dans la valeur du coefficient Bz, nous apprend qu'elles sont identiques à l'indice 
près des constantes A et C, qui est ” auprès de A, et 2— l auprès de Cj—: ou en d'autres 
mots, que pour avoir ici A„ au lieu de Cp—, il faut faire 


/ (2) — Ao 
pw) == À, + A, Cos.* od A, CosSz + .… == Can 


1 sensuit done que 


Si Tee f(e)—A, 
== k . nnen 0 
Br = 3 Í Coskl ze. Cos. ((k + 1)a} RTE 
“0 
bud gk ad 
= Í Cosk-1la. Cos. {(k + 1) a}. f (©) da — Ee Ae Í Cosklx. Cos. ((k 41) er} de. 
"0 0 


D'après P. II, Méth. 14, N°, S la dernière intégrale définie a une valeur nulle: done on a enfin 
le théorème suivant : 
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f oer z. Cos. {(a + 1)e}. f(e) dr —= 


“0 


nne où a est un nombre entier;. . (16) 


pourvu que la fonction f(x) permette deux développements, et que l'on ait simultanément : 
f (e= F An Cos? 
0 


Cos.n x 
o (2 Cos. 


9. Souvenons-nous encore de la formule (114, P, I) 


Ms 


et f(@) = AES, 


| roow=—a, nd ay [Eler òtvij Fed tril re 0e 


Sous les conditions Fist vi =—=0, F(r—woi)=0, F(o Hyi=0, pour 0 Sero, 
— 0 Zy», cette valeur de A a lieu lorsque F(e +yi) devient A csntite pour les 
valeurs # = Cc, y — r; en cas de continuité A a une valeur nulle. 


Lorsque nous substituons dans cette formule en premier lieu F (y) = Le, il faut que f (@+yò) 


soit une fonction qui reste finie et continue entre les limites respectives O et oo de z, — so et oo de y,. 
Dans cette supposition on a naturellement : 


Pete) tar Lekmd og rgag LED ome jp LEED 
+(et of) ghlewi) goo Hi) 
de sorte que ie conditions se trouvent satisfaites: puisqu’il n'y a ici aucune discontinuité, la 
correction A est nulle et l'on a: 
D AN 
| LDS de OTN a deerernride, Weds „en (17) 
qtyt 
— 0 


Substituons ensuite F (y) — Le avec les mêmes conditions pour f(z yi) que plus haut; les 


conditions Éxigées au commencement de ce Numéro seront encore vérifiées, et Pon peut employer 


F(edyt) 
an 


‚ Cest-a- 
qr 


le théorème. Mais ici il ya un cas de discontinuité pour la fonction F (w4-yi) = 
dire pour les valeurs simultanées z == gq et y — 0: on a done ici: 


js Sgt yi ee Ak fatdtydj 
en qa dhg) ga + di) al dt gf | 


se Òd . 5 HE du É À £ 
= festool GEE ot00 +vij: 


[8] Kummer, Journal von Crelle, Bd. 17, S, 210, 
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lorsqu'on ramène les deux fractions au dénominateur commun (Ö—yi) (Ò+yi) = ò® +y* et 
que lon sépare la partie imaginaire de la partie réelle. Maintenant passons à la limite zéro de 
Ò: alors on a en premier lieu: 


Slad Hy = flat dH yi). (4 + vi); 
parce que d'après la supposition f(& + yi) doit rester finie et continue. Donc la dernière intégrale 
s’évanouit et lon a: 


A ET 


DET Spa + yd, Limd — 0. 


Mais il s'ensuit encore de la continuité supposée de f(z + yi) que: 


f(a tyi) =f(0 +yif (a Hiyi), 0d: 


done: 


oe Prof +2 ke f(a +oyif, Lim — 0. 


La dernière intégrale est nécessairement finie, puisque f(q 4 0yi) reste continue; par suite elle 
s'évanouit à cause de son coefficient Ò. Quant À la première intégrale définie, on a: 


€ Ò dy 5 y 4 € Ei a a 
beten =| ttr rtlang. 5 Anda n ionen == zm; 


€ 


done : 


A= —2f(gjr 0 =— Ur f(9), 


Sfyddy 
g—gì 


_— 


c'est-à-dire: 


Combinons les Équations trouvées (17) et (19) par voie d’addition et de soustraction: 


KNS A 19 
JUD y° F(q). (19) 


Divisons encore la distance des limites — co h oo de ces intégrales définies en deux parties, 
savoir de — » Àà 0 et de O0 à so, nous obtenons: 
G dy d dy 
lem i fs Jh et fl D= =f0) 
[107 tronie Jo, | (y zt. VI Eg 
Dans les premières intégrales de ces Équations changeons y en -— z, par conséquent dy — — de, 


avec les limites oo et O pour @; alors: 
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[re mf dn En Kn Te 


Sr LW ztntiede, o 72 
Poorts, En a j/on 


ainsi les limites sont les mêmes que celles des deux autres intégrales: on peut done réunir les 
deux fonctions intégrées sous un seul signe d'intégration définie, c'est-à-dire : 


8 JI yi dy bi ) 
| Oe ern ION en) 
5 dh, Pa 
Wwb = EO [0 (22) 
Á 2m d 


10. On peut différentier ces deux dernières intégrales par rapport À la constante q, et cela 
plusieurs fois de suite. M. Grunerr [10] a donné les deux formules : 


EE Cos. }(a4-1) Arctg. dl # 4 Sin. le + 1) Arctg. el 
el AE =(—lje le! dE 
dyag* a? (et dg2Het) “age gr tat (2 4 g°)Ha) 


qui nous seront utiles ici: car sous la forme qu’ont les Équations (21) et (22) elles rentrent sous 
application de la dernière différentiation: tandis que la première y sera applicable, lorsqu’on les 
aura multipliées toutes deux par g. Ainsi Pon trouve en différentiant a fois de suite: 


nahe: ll 10 23 
en == PT erÂ Va (23) 
0 


ze Geen. TN zl 


» Cos. [e+ Dre. 5) 


Eijs 
[ nem ei )HAeilar =| ze Tr OAD a RSD (25) 
0 
COS. Ne + 1) Aretangà zl Nan Je 
| ener sds Se, npe g} NE ee (26) 


où a désigne toujours un nombre entier. 


[9] Scarömmen, Journal von Crelle, Bd. 42, S. 125. — Le même, Grunerts Archiv, Bd, 12, S, 130. — 
Voyez sur ces formules encore la Troisième Partie, Méthode 43, N°. 13, 
[10] Grunerr, Journal von Crelle, Bd. 8, S. 146. 
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11. Voiei encore un théorème, qui peut souvent nous servir à décider auprès des intégrales 
définies, contenant des Logarithmes au dénominateur, si la valeur en est assignable ou non. Soit f () 
une fonction, qui se laisse développer en série selon les puissances de #: donc 


flex) = Aard Batt Caed 
où A,B,C,... a,b,c, sont des quantités tout-à-fait arbitraires, les dernières seulement posi- 
tives. Alors on aura identiquement: 


| no be jl en ns we, 


la 
0 


Nous avons ges le numérateur à dessein, afin de pouvoir en sÉparer diverses intégrales de 


lp 
la forme | 5 nd dont la valeur est L(1 + p), ainsi qu'on le déduit P. III, Méth. 10, N° 5 


0 
Cette remarque nous donne donc: 


1 de en 


Ur 


de HALI Ha) + BI(1 + 5) +CU(L +0) + … 

0 “0 
Attendu que la première intégrale définie est infinie, cette Équation nous apprend peu, à moins 
qu'on n’ait Ja relation A+ BCH... = 0: car alors cette intégrale acquiert un coefficient nul 
et s’Évanouit par conséquence. Or, cette Équation de condition ne dit autre chose que celle-ci; il 
faut que la fonction f(z) ait un facteur # — 1, ou mieux encore, que cette fonction s'évanouisse 
pour la valeur Punité de ez. Dans ce cas Yéquation précédente devient: 


de 
SO =S 


rj = MU Ha) BILD) CHIO) Fe DI]. (29) 


CHAPITRE DEUXIEME. 


RÉDUCTION DUNE INTÉGRALE DEFINIE GÉNÉRALE A UNE AUTRE FONCTION 
DE CE GENRE. 


12. Dans le chapitre précédent on trouve toujours le résultat de l'analyse tout-à-fait dépourvu 
d'intégrales définies, et cela en général, parce que ces intégrales acquéraient des coefficients nuls, 
et s'Évanouissaient ensuite. Mais il n'en est pas toujours ainsi: dans la plupart des cas les rai- 
sonnements, analogues à ceux du chapitre mentionné, auront pour résultat une équation, qui 
contient dans son second membre aussi une ou plusieurs intégrales définies, et aui par conséquent 
ne nous mène pas directement au but que nous nous proposions en général: celui de trouver la 
valeur évaluée d'une intégrale définie. 


[11] Berer, Institutiones Calculi Integralis, IV Vol. Petrop. 1792— 1794. 4°. Vol. 4, S, 5. $ 27. 
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Mais pourtant une telle formule peut nous faire approcher de ce but: soit qu'en vérité pour 
une valeur spéciale d'une constante, ou que pour une certaine forme donnée de la fonction géné- 
rale, T'intégration dans ce second membre puisse avoir lieu; soit que cette intégrale définie se 


distingue par une plus grande simplicité, par l'absence d'une fonction, qui incommode le calcul 
lors de Pévaluation, ou enfin de quelque autre manière. 

13. Ta diseussion relative à des intégrales définies de fonctions trigonométriques, prises entre 
les limites O et oc, donne lieu À la simplification suivante, qui a pour fondement la méthode, où 
Pon divise la distance des limites en plusieurs parties. Dans le cas actuel, les fonctions trigo- 


nométrigues intiment une division suivant les multiples de „zr: supposons donc, pour garder à 


g 
PN 2 nik : 1 É 1 ze 
Yinfini toute sa généralité, que oo — Lim. bg ‚Limk= @, gg: ainsì pourtant la 
\ 2 
ij hs / ad: Kn gel 7 
fonction &. 27 Jo, où k est un nombre entier, désigne un nombre tout-à-fait arbitraire. A présent 


nous pouvons prendre 57 pour la distance des limites successives des intégrales définies partielles : 

il en résultera l'é alie identique : 
® dr bud ds Ar dr (air Jp DTH dr 
pres GE epe zee DE tet [falter fi ef fo 7 
(a ie az Ek 


où Tim. k — «. Maintenant on peut transformer toutes ces intégrales définies partielles, de telle 
sorte que leurs limites coïncident avec celles de la première intégrale dans le second membre 


ene ikz 


$ 1 Nn 
de Péquation précédente; c'est-à-dire qu'elles deviennent 0 et zE A cet effet, dans une intégrale 


or 


55 
définie de la forme f_ f(z) —, il faut faire # —=an— gy, donc de — — dy, avec les limites 
x 
(aÂ)7 
rte € d l 
ie et 0 pour y; et peur f j(e)— il faut faire @ =aar dy, de =dy, avec Oet —r 
4 T 
ar” 


pour limites de y: substituant tout cela, et recueillant toutes les intégrales, qui désormais ont regu 
les mêmes limites, sous un même signe d’intégration, nous aurous pour l'équation préeédente: 


da 


fr, = [a et [heat Fet) md ett ib Wtrkel 


en ‘0 
= Piates raf? fare) pe uns 
> ’ tf dt | Ark) 
0 0 ä 


- 


TD Ve al 


de fs ( Fed) dende en 


stefan, ‚Lim == oo. 
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Soit maintenant f(z) le produit de deux autres men hie que Pun des facteurs ne change 
pas par la substitution de azr + # au lieu de rz: par exemple f(@) == p(z).F (Sin? z); où 
F (Sin? {aa 2}) =F({+ Sin.e}?) = F(Sin.*z), ce qui satisfait à la condition: — alors 
cette Équation peut s'écrire : 


T— 7 Un 
fee F (Sin? ponen «de hen rd Et CE 
bf Denn rpg Wk menen (26%) 


Lorsque p(e) est une fonction trigonométrique, alors f(äka 42) est une fonction de même 
nature, qui reste finie avec f(w) entre les limites O et o (plus petit que 47) de zs le dénomi- 
nateur Eh He au contraire devient infini pour la limite, Yinfini, de z: par conséquence cette 
dernière intégrale définie s'Évanouit nécessairement pour cette limite de k; et l'on a enfin, avec 
les déterminations précédentes: 

| p (@).F(Sin.* z ele sl F(Sin. - ga „ei +5 Tl EE EE) 


0 


+] . (25) 


nT EL en ol Zr 


14. Des suppositions spéciales quant À la forme de p(e), qui doit être trigonométrique, 
comme on a dû le supposer, nous permettront de réduire la série infinie dans le dernier membre de 


A 


cette Équation à une quantité finie. 


Soit gp (1) = 1; alors la série 1 5 + dt ta | hm +. |= —=l eet ze) [12] 
done: 
ke d. id 5 
Í F(Sin.® z) Ze | F (Sin.° z) = Ln Cot. x + == —- al dr. MAT. . (29) 
J 0 We D Kij 
0 0 
Soit p (@) = Sin. r, alors p(z) = p(r—t) = — plate) =p) == pr) t.. 
1 1 1 1 1 1 
ie Sin. z J— — — L= == 1, [18 
et la série melt En en Ee N Sin. Gia [13] 
done: 
ee Sin. ed | 
| WS) = | HEERST AN ER NE (30) 
0 0 


(12) Seurösaren, Handbuch der algebraischen Analysis, 2° Aufl. Jena. Frommann. 1851. 8 (344 5.) 
S. 281. La formule (2) fournit après une legère réduction celle dont nous avons besoin ici, 
(13) Scurömrrcu, ibid. S. 282, Form. (8). 
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Soit g(x) = Cos.z, alors g(x) — — gp (at) —=—g (aha) = Hp (2rajed p(Lra)e 
EN 1 1 1 1 1 Ì TS : iĳ 7E TE 1 
LR Oo. erin el me LU eSine Bs 


comme il suit immédiatement de la série précédente; done: 


E Cos. ode: i7 1 
jrema 5 = | F (Sin.° z) = 5 Oot.a + nd OEE eN (B) 
0 


0 


Soit p (z) — Tang. z, alors p (2) == — p (ar —z) = Hp (ra) (Zn) =p (Laren, 


: 1 1 1 1 1 
et la série Tang. E= + — - —= Tang. = |, [14] 
te Ae nde 2n—er Unter A Tang 
comme il suit de la série pour g(z) — 1; donc: 
|= (Sin? z) Enge de — [7 (SUD ERDER ALE Avate ATAMATN aandere J.de (32) 
0 5 0 
Soit p (x) — Cosec.r, alors p (x) == p (ne) —= —p (ata) =p (Laar) HU) = Hs 
et la série Cosec. z E + Alte kde -L k +. ) — COLI E 3 
Ht nde 2e nde Sine Sine 


comme plus haut; done: 


zalde de bet oM DONNE 
frsn: E) An | F (Sin.* z) Bing regende eskldr ee an (35) 
x in. © 
0 


ne 
0 


Soit p (rz) — Sec. zr, alors p (©) = — p(r—2) =—g (ata) = Hp(Ln—a) == Hp (Urd) ==, 


Ll Jl | 1 1 
et la série Sec. x Em aen: 17 : de se dl S En - ze d ; 
ze © 


nt ndr rr Zare x Sin. 


comme préeédemment; donc: 


Ed da B Qt Tr 1 
Í F(Sin.? zw) =f F (Sin? ») ae — Cosec. Ze + — Sec, a }-— Sec. el da. …. (84) 
z Cos. EE En t 
0 


0, 
0 


Soit enfin p(r) — Colz, alors p(z) = — (na) = Hopla) =p (Lr) SQ), 


a 1 1 1 1 l 
et la série Cot. # | —— en Ee EO == Cot.* z, 
E Tt nr nr Ure nde Tang. « 
comme auparavant; donc: 
Ee de ir de 
F (Sin?) ie If R (Sn.* kms or MENO BORREL 35 
Í Ue 7 Tang. z Í de Tang? z Ge 
0 “0 


[14] Senröumen, ibid, S, 231. Form. (2). 
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De ces sept théorèmes, les formules (29), (31) et (34) sont de moindre importance en ce 
qwelles econtiennent au second membre des facteurs trinômes algébriques: les autres sont com- 
posées tout-à-fait de fonctions trigonométriques. Les équations (33) et (35) peuvent être combinées 
par addition et soustraction, lorsqu’on se souvient que d'un côté Cosec.r 4 Cot.n == Cot. } x, 
Cosee. rn — Cota — Tang. a, et que d'un autre côté 


L 1 1 ree 1 1 1 1 Gos _ Sin.” Je 
Sin.* z F7 e_ Sin? Fi RA Vanhee ce Tgte Sm.ta Ren Ne 
E dt Ae 1 + Cos.* z 

AST AE Ni renten ni Bnn ANA + 1 ee ‚… (36 
[s in VTE [Fes K3) Sm da (36) 

‘0 “0 

ad 
rend bate — Í (Sen? WAE regeer eee le an (31) 

“0 0 


De méme la différence des formules (33) et (30), ainsi que la somme des autres (32) et (35), 
1—Sin.*r Cos.*e _ Cos. 


1 
do 3 Ì — Sin. : == in == le Á Cot. —=2C AE 
nne, puisque ar in. T En Gine Te ang. + Cot. z osec. ZT 
1 1 1—-Sin?*e Cos? z 
== ZE TE _ 2 ar 2, 
Sin. r. Cosa” Sin? x Sin. « Sin? z sending tn 
Cos. a dr Ed de 
ï (Si EN (St ne A. 38 
fc En z Tang. z | EE Tang. * z Se 
“0 
5 de bd 
(Sins a ENOS) NEE 39 
Í (in OT Cos. z if hi lig Sin? x es, 
0 0 


Par la comparaison de toutes ces Équations (29) jusqu’ à (39) lon s’apergoit que les inté- 
grales définies générales, se trouvant dans les formules (30), (32) et (37), ont la même valeur, de 
même que celles des formules (33) et (39) et encore celles des Équations (35) et (38). 

Soit encore q(z)=F, (Sin. z), de telle nature que F‚(—y) == —F, (y), alors le même 
rajsonnement, qui nous a conduit à la formule (30), donnera encore: 


2 de ad dr 
a (Sin. nr (0 2 (St 
| F (Sin? ).F, (Sin. z) ZE Í F (Sin? z).F, (Sin. z) Sgt eh side 


0 0 


Et soit (we) = F, (Tang.z), de la même nature que la fonction F‚ précédente; lorsqu’on 
raisonne de la même manière qu’on l'a fait pour obtenir Yéquation (32), on aura ici: 


Ee dz bid d. 
[msnen ran) 5 — fenn. F,(Tang.z); Ee En AED (41) 
X 
0 o 


La fonction PF, est ici ee que Yon nomme une fonction impaire; c'est-à-dire que, tout comme 
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les fonctions algébriques, où il n’entre que des puissances impaires, la fonction change de signe 
avec l'élément z. 

Il va presque sans dire que dans ces formmles on pourrait mettre au lieu de F(Sir.* z) 
tout aussi bien F(Cos.?z), F (Tang.*z),... [15]. 

15. La même méthode peut servir à Ja réduction des deux autres intégrales définies générales 


pdz 5 _edz 
fles 10 ik lots 
0 


dans le cas, où f(w) est une fonction trigonométrique. En effet la même division de la distance 
des limites, et ensuite les mêmes substitutions pour la réduction des limites aux autres 0 à $ zr peuvent 


seffectuer ici: alors on voit aisément que le résultat en sera auprès de nos deux intégrales: 


net kn 
Egsprg . 4 Refl nr 
Arran ke, en En | 


où Lim. k == oe. Encore si f(x) est une fonction purement trigonométrique, f (} kar + «) reste 
finie entre les limites O et o (plus petit que 47) de z, si f(z) reste finie: mais le dénomina- 
teur p? H(Lkar 42)? devient au contraire infini avec k: donc les deux intégrales de correction 
s’évanouissent aussi. Enfin prenons pour f(x) le produit de p(z) et F (Sin.* z), et nous aurons 
les Équations: 


Te ee = In (Sin. ode er nem 
Kl En zoa Id Ee Te hamke kat U (42) 

| Ride = ji F (Sin.* 2) de |= ara mede 
Ie Eerland RC) 


[15] Sur quelques-unes de ces formules voyez SCHLÖMILCH, Grunert’s Archiv, Bd, 4, S. 316. 
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Dans ces deux formules, où suivant la supposition la fonction p(#) doit être trigonométrique, on 
pourra prendre pour g(z): 1, Sin.z, Cos. rz, Tang. r, Cosec. e, Sec. z, Cot. z, successivement, tout 
comme dans le Numéro précédent; mais alors on tombera aussi sur des Équations telles que (29), 
(31) et (34), qui seraient composées de fonctions algébriques, outre de fonctions trigonométriques: 
on les laissera de côté, et Y'on aura alors les suppositions suivantes. 

Soit dans Péquation (42), g(x) — 1, alors la série 


E) ® p p p p gh 
1 en te 
Ee er en es HrOoste + gSmte'l ] 
où les quantités auxiliaires g et A ont pour valeur: 29 =P +e-P, Uh —=ep —eP (a); done: 
gh do 
F (St = MTN ln 44 
JE ERG) p? en a p } ET is Ve Cos. a Hg? Sin? z in 


Soit dans la même équation encore p(w) == Cos.r, alors, d'après les valeurs de (az + z), — 
trouvées au numéro précédent, et que on pourra y voir réduites taut pour ce cas, que pour les 
suppositions suivantes, — la série devient : 


EN EE BENEN nae HEEL PNO NGN BADDE 
Plptat pita) pr Ht)? pt Here)! pr Herta 
h Cos.r hCos.* x 
== Oos. er: 
DL en Arse 
donc: 
en zde _ Coste 2 z 
Si NOS nnen CON 
fr in. ") af E (Sin.? ETEN Tj (45) 
0 “0 
Soit enfin dans cette équation p(e) == Sec. v, donc la série: 
p p E p p p ei 
FTE en ete 
Ee h Cos. r es h 
ee OTP EEC 
et 
ee Sec. a de h (A7 dr 
 (Sin.? # in MEDE ee  ER A 6 
f ren x) Dr zl (Sin.° z) hr Sinte (46) 
Ki) 0 


Dans l'équation (43) faisons q(t) =— Sin. r, la série devient: 


(16) Serrömirer, Grunert’s Archiv, Bd, 10, S. 44l, Form, (4). 


(17) Seurömrrer, Journal von Crelle, Bd. 36, S. 276. Form. (4). 
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sin 2 hr rh le nz ' Un ® sten Zar ste) 
prat pt tlr) op late)? pr H(2r a)? pr tarte) 
g Sin. g Sin « 
tan gel acten, de EE Je 
ble GÂ — Cos? _g°—los.? a [18] 
et lon a: 
En «Sin.rde Sin. rde 
frsmn of Ìsnr neen ere aoe lotr (47) 
0 0 


Soit dans la même équation p(z)— Cosec.z; la série sera: 


EEN, ds, 
Dn el é Arre rn rte te) 


pra! plee)? plate)? pt tere) pit (latr) 
g Sin, r g 
hd @ s TE TIES. Aj 
Hen gr — Oos. zr ge —0os*r 
done: 
ie Cosec. ad de 
F (Sin? dend = (Sin. 3 NG WREE (48) 
p: +? Cos. @ 
0 0 
Soit encore y(x) = Tang.x; donc la série: 
== 7 - 27 _ 2 7 
Tang. eni EE EN Er ne Nn | 
prfr pre) plate)! pr tlm)? pt t(2rte) 
Tang. Tang.* © 
= Tang rn [19 
MOT pe +9 Tang. r h° 4g* Tang. z [19] 
et 
ie laag. rd ir Tang? 2de 
F En er SDN Den ed Hel zj NE 49 
Í (Sin? z) JE EK in Da rot PER (49) 
0 0 
Soit enfin dans cette équation p(e) = Cot. wo, et la série 
— rd Ur 27 
oan ht CEN LEVEN en Er en e Ee er Ne | 
prat ppl) pt tlrke)t pr HU)? pr H(lrde)t 
Tang.” 1 
== Col. x = 7 5 
h? Hg* Tang? heg" Tang 
et donc: 
7 x Cot, de de 
Sin? B(Sins dea) or nn oe eibert 50 
[r ML DE RE _fE in. 10) Eer Tart Fr Tags (50) 
0 0 


[18] Seurömn.eu, Journal von Crelle, Bd: 36, S, 276. Form. (6). 
[19] Scurönrren, Grunert’s Archiv, Bd. 10, S. 442. Form, (6). 
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Si pour p(z) au lieu de Cos, Sin, x, Tang. z, on prenait respectivement F‚ (Cos. z), F, (Sin. zo), 
FP, (Tang. x), avec la condition de F, (y) = — F, (4), les formules (45), (47) et (49) se chan- 
geraient dans les suivantes: 


Filmen dz MEt en, Cos. _Cos.rdr 
F (Sin? z). F‚ (Cos. ) DE tz? — 5 Í F (Sin? z). F, (Cos. z) r+ 4 Sin: 2’ „ (51) 
0 0 
Ee . rdr Leen 4 à Sin. dr 
| P(SnteF, (Sm) A =9 |: (Snta).F, (Simo) omen 69) 
o "0 
eenen \ Tang. rdr 
ik F (Sin? #). F,‚ (Tang. z) — —— p = in il F (Sin? z). F, TS El . (53) 


0 0 
Dans toutes ces formules les quantités auxiliaires gardent les valeurs, qui leur ont été assignées 
par les Équations (a). Comme auparavant il faut observer, que F (Sin.? z) pourvait tout aussi bien 
être remplacée par F (Cos? «), F (Tang? z), etc. 

16. Les formules (44), (45) et (46) se prêtent aisément à la méthode d’intégration par parties, si 
pda 


Pon considère que —— 


Dre 
5 dx 
p Ik Sina ae? en F(Sin.tz). d.Arctg. (Earl |asin 2x) pe forel) RSE) 
J Pp 
0 


=—= — d. Arctg. B, En effet, on a alors: 


ee 5 


el : d ao 
| F (Sin? 7) es A= == zl Cos.a.F (Sin? z).d.Arctg 5 | ir AN Arc(£) . F(Sin.? De - 
Ö 0 


ie P\ede ee : 
d- | Arctg. 5). an {Cos.z.F (Sin? x)} da, 
0 


4 See. xd. je 
p Í F(Sin.? z BERT _| SS). trg E) —— ser EL Arg (£). {sina — 
T 
5 0 


u 


d d. 
she Í Arctg. (£)- gj (Stee. P(Sin* zj} ar. 
0 


Quant aux termes intégrés, pour la limite supérieure oo, le facteur Arctg. (£) est Arctg. ( 4 
\ 


ou Arctg. (0), done nul lui-même: les autres facteurs F (Sin.* z), Cos. z, Sec. z, sont tout-à-fait 
indéterminés pour cette limite, mais on sait au moins, qu’ils ne peuvent devenir infinis; donc 
leur produit par le facteur premier, c'est-à-dire le terme entier, est zéro pour cette limite. A 


1 
autre limite zéro de z, le facteur Arctg. (£) devient Arctg. (2) ou Arctg. ( oe), c'est-à-dire, + mk 
5 


puisque ici il n'y a aucun doute sur le signe de cette limite zéro de #: les coefficients Cos. 
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et Sec. deviennent lunité pour la valeur zérò de z, et la fonction F(Sin.*x) devient F(0). On 
a donc par l'intermédiaire des formules citées (44), (45) et (46), puisque 


d. Sin? 
SE 2 Sin. Oos. rde — Sin. 2de: 
da 
Zen L) F'(Sin.?r). Sin Rade EF 0) + ah P(Sin B) RAMEN (54) 
Pela KR Be / ak 4 “COA? Costadg? Sinta 
"0 ‘o 
kà d. Je Oos? ede 
f treerg. E) Pr {Cos. z. F (Sin* #)} dz ir ZF (0) af (Sin? z) ben. 5 (55) 
‘o 0 
a d. 
[reen 2) oe {Sec x, F (Sin.2r)} dr = — F0 ) + ‚ft (Sin? @) a ET En Te (56) 
0 0 


17. Toutes les intégrales des N°. 14, 15 sont réduites à des intégrales de fonctions trigono- 
métriques seulement, prises entre les limites O et 1m. Rien n'est plus aisé que de transformer 
celles-ci en des intégrales algébriques, mais alors il arriverait souvent que des quantités irration- 
nelles les rendraient trop compliquées: en quelques cas pourtant les résultats sont assez simples 
pour que nous les offrions ici comme exercices de calcul. 


d 
Pour Sin. — y, Cos.adr —= dy, de = TE ‚ avec les limites O et 1 de y, les Ééqua- 
PAL 
tions (30), (32), (87) donnent: 
Sin. de ee Tang.e de ig lx Lr 
rose ©) en en fresrag SE = fr (Sin? «) Ee = Eeen (51) 
0 ki 0 0 
les équations (33) et (39): 
ie dz 5 dr l dr 
F (Sin? EE) er me A Me mene (DS 
| 5 OE ge dE AGEE [ G ) Vv (lr) Ge 
0 0 0 
et les équations (45) et (51): 
Cos. xd. ht de (lr? 
f reen je Tea de re eo a (59) 
| 2? Pp he? 
0 
Aken, dr A agen dr 
Í F(Sin.*z).F, AP DE ES à | E(), E ve(d En Se SE ore (60) 
0 o 
— dy ar: 
Pour Cos.r =y, — Sin. rde — dy, dr = —— —-, avee les limites 1 et O pour y, les 
v (leg) 


Équations (30), (32), (37) donnent: 
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Sined Tangede (7 de ge 
TN 
E F3 z Cot.) z v (l—z?) 
ü 0 8 ij 


On voit que mous avons profité ici de la permission évidente d'éerire, dans les N°. 14 et 15, 
par exemple F (Cos. z), afin d'obtenir F(x?) dans le dernier membre de cette équation. Dans ce 
puméro done, les substitutions faites, un tel changement n'est plus permis. De même les équa- 
tions (32) et (39) donnent: 


je d. ee dr d 
| F (Cos? «) Rr | (COS) en En -f AED, . .(62) 
un 0 0 


vSin.z. Oos. z)vl—e?) 
0 


encore les Équations (47) et (52): 


Sin. rd, 1 de v/ (le? 
free DE ie, q| ie EN (63) 
he: mld új. a 
0 0 

MCE, (Sire) Pe. (va 643 
(Cos.*x).F, ( EE =g | F(e).F, (le Dese id (64) 

0 0 

puisque h° —=g*—1. 

Pour Tang. = y, ne Mp ï HE avec 0 et so pour limites de 4, on a par 


les équations ds ik: (37): 


de ed da 
IE (Tang.* hk mk ©) [rra z) Ts fre) Le” (65) 
0 


0 0 
Les équations (33) et (39) donnent: 


rt ede 


Kaes in ee (66) 
L — ‘an EE INR VEEL 
1D eSin.e se « Sin. z. Cos. | EL Ol 
o 0 (q 
t (35) et (33): 
Cos. «da Re dz 
F(7, == = Iver te ARC 
Ik (Tang? @) En E jas? RE ad [re Ja Ue") (67) 
0 0 
encore (41): 
da 
F (Tang.*2).F, (Tang.z) — = | F(2?).F, (z knee Berge (68) 
jj 9-2) je se frde Aras 
Pour les applications dans le N° 15 on a A? Cos.*.e dg? Sin.*a=h? } Sin.*r=g*—Cos.*r — 
. rd hee le ere de 
=q ee ze: 8 48): 
g Pr ly ETE done par les Équations (44), (46), (48) 


Page 106, 


ET METHODES D'ÉVALUATION DES INTÉGRALES DEFINIES. MEINEN. A 708 


on da Pl Secade 1 (© , eCosec.r dr lie rd 4 
[ran ni jeg INWE EE Er Wegen 0) 
0 0 À 


gh a dE p. +2? 
u 0 
et par (45), (49), (50) et (53): 
7 Cos.ede A 2, de î 
[rra Dy „| ren en amenderen ont nomen (70) 
EN AE EG Ie 
E ; Tang. ed: d 2d 
FP (Tang? a) = F(x?) be Rd rdt Ho B VA (71) 
pr He? (LH 2)(h? Hgtr*) 
0 0 
NN de 12) 
| (Fang.* w) RTE = (z°) Te ( 
0 0 


f reren: z).F, (Tang.e) 


DEE: de?) (Ut 49°) 


es rede g 
= [rear === ne ONS) 
0 
18. La division de la distance des limites (formule IS, P. I) peut encore s'appliquer à 
Yintégrale définie suivante 
5 de L dr S dr 
[peer JP) Arctang. vn — == [re H&P) Arctang. re — + free Ârctang. a — « … (4) 
T Ee xt 
0 0 


ES. x SE 1 de _—dy ve 
Paisons dans la dernière de ces intégrales  — —, done — —= — — , avec les limites 1 et Ò pour 
e te) id 7 y Ll 
T Ü 


Lod 


y; elle devient: 


oe de 0 — a 1 l\ dy 
[ree H- TP) Arctang. e — == [ls — HP | Arctang. 5 = |: (YP + yTP) Arctang.\— | — « 
© id) 
I ‘1 "0 


Tes limites sont done les mêmes que dans la première intégrale du second membre de la formule 


dr 
(«), savoir O et 1; de plus le facteur f(a? — TP) — se trouve aussi dans les deux intégrales: 
Pld 


ÂR Ì 
elles ne diffèrent que par les facteurs Árctang. @ et Arctang. ik Or puisque la somme en est: 
r 


1 
1\ Eis | te) Jr 
Arctg. a + Arctg. E) = Árctg. ET Arctg. if = Arctg.(») = 5» 
EE 2 

Pe 


[20] Sur les équations (60), (64), (69) et (73) voyez Scmrömrren, Grunert’s Archiv, Bd. 10, 5. 440. 
et le même, Journal von Crelle, Bd. 56, S. 271. 
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Féguation («) se trouve réduite à: 


[re + a TP) trg E == = [re + 7-P) En PAM et ee (74) 
u 0 N 


Lorsqu'on aurait eu à transformer l'intégrale 


[re + #TP) Arcig. z ï 


la même substitution donnerait RC = sl, (: st hal = ze : par conséquent le rai- 
Ef 3 ds Ls 
sonnement précédent ne subit aucun AE et Pon trouve: 
[verten dretg. 2 a — ee Bd sore (75) 
lx? 2 le? 
0 


19. Introduisons encore dans l'intégrale définie 
farte) far + + |ferter 
len Ol xp Ja 
[re TTE | EEE jk Ven EE 
0 0 


ij de —dy &l 1 d 
la substitution x = — dans la dernière intégrale: alors on a ER ARE lea E ss | == IE 
y TED en 6 
tandis que les limites de y deviennent 1 et 0: en renversant ces limites on obtient : 
p —P) — Pp ar 
rial zoent [7e Hej, 


tE dr 
1x: 


0 
(EP HP ee 
[rete 
0 
Or, les deux intégrales dans le dernier membre n'ont pas seulement les limites mais encore 
Pexpression f(zP + 2-P)de en commun: il faut donc prendre la somme des facteurs différents: 
EN ESA 


Cest-À-dire — Ee zes par conséquent: 
° UE een „Pb 5 


lernen [7 ten) NERD sns + oi BN 


LE 


Cette formule contient proprement la réduction de deux intégrales très-différentes: on pourra les 
combiner par voie d’addition et de soustraction, en remarquant que 


el ME 1 _(let)Hllge? en 2 af 1 1 Ee (lt) PA f 
(le?) Cales (laf) Tele) ela?) rlge?) r(l—x®) Te 


P) Gertie 3 nerd ahd Led 
LÖMILCH, G Ö 
[21] Seurönreu, Grunert’s Archiv, Bd. 4, S. 316. 
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5 d. L d: 
A en Ve en: (77) 
2(l—z?) T 
“0 o 
[re + 2-P) î ronde PA EE ke S HE he (75) 
0 
Encore cette dernière devient pour #? =y, 2rdr — dy, lorsqu'on y met 2p au lieu de p: 
0 
|re+e; EA Goo eure Wem obeat on do bed Be IEN 
0 
: 1 INES: 4 
Puisque —- zE n= en) la-sommevetla différence de Yéquation 
z(l—a z°) lx? r(l-x?) z(l ee)’ 


(79) et de la dernière des te (76) donnent: 
2 de Lj dz 
oP EN Pp ES 0 & an a Ge brE ot 80 
[feta ffe+ens (so) 
0 0 
20. Lorsque dans l'intégrale définie 


Ee de Lj de ha d 
[fera ze fer ten 7 + | far Fai) 
0 0 1 


n substitue dans la dernière intégrale encore une fois & ——, elle devient identique avec celle 
8 . 


qui la précède; donc: 


5 du Ì de 
hd TENS Thoen 0 ORL (S1) 
7 z 
A présent on peut prendre la différence de celle-ci et de la formule (30) ou de (76) en remarquant que 
Det Bet _ (ltr) -l el 1 1 Me Ee vpn Eer 
zr z(lte) e(l 7) Iker 'e e(lta?) e(lEx*) EN 
freres — wat: AR (82) 
[rears == 3E bne P) Z. el RWE Ooh (3) 


où les deux dernières intégrales peuvent facilement se déduire Pune de Y'autre. 
Les résultats de ces deux numéros subsisteront encore pour le cas où l'on aurait f(aP — 2-P), 
pourvu que cette fonction fût impaire. 


Ajoutons que lintégrale (75) donne encore un résultat remarquable par lintégration par 
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d d, 
parties. Puisque ï En == d. Arctg.a on a: 2 Arctg. De =d. {Arctg. e}?, et par consf- 
quent : 
7 dln dE 2de ps Ie 5 pd. At Ape 
7 IE Nh eren PjlArctg.a) Ie | ‘Arctg.r) aje a Pda. 
0 0 0 


Dre 
Or, le terme intégré devient pour z=c« :f(@) 5) et pour z == 0 :f(oo)0; donc: 


de 
2 


: 
ef terten, Eer 
0 


1 i d. 
= mel CDI | (ASG) En Ja P)de,... (84) 
0 


pourvu que f(z) ne devienne pas infinie. 
21. D'une manière un peu plus générale l'on pourra diviser la distance des limites de la manière 
suivante : 


oo p 0 
[roe frear [rear - 
0) 0 °p 
Alors il faut faire dans la première intégrale du second membre 


2=pyde =pdy, avec O et 1 pour limites de #: 


et de même dans la seconde intégrale de ce membre 


— pd: 
we E, da Ë ‚avec l et O0 pour limites de z, 
z ak 
Done 
0 1 hd 0 ee de L 1 p pdr 
fra frooraer [rE) AS frooraar (AEL 
0 0 1 "0 “0 


io 
et 


de Í de [flaa) + 7E) Er 
0 


22. Pour l'intégrale définie 
1 Pp 1 
[ras frerae+ [rose 
0 0 ‘p 


on doit employer une autre substitution pour la dernière intégrale, tandis que celle pour lavant- 


dernière reste tout comme au numéro précédent. Faisons «& — p — (J — p) y, done da — (1 — p) dy, 
psp IEP et 
1 


alors les limites de y seront —- — 0, == 1; et Ton a: 
=P 


[22] Lrerxpre, Exercices de Calcul Intégral, T. 2, Paris, Covzarr, 1817. 544 Pag. 4°, Partie 4. 
N°, 136. / 
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1 Ì 1 
jroe- = | fpopdet [fp (l-p)e)lp)de | [rApe)H(l—p)f(p +1 p)afJde (231. (56) 
0 0 0 0 


On aurait pu supposer 1 —r=—=(l—p)y, —de =(l—p)dy: alors les limites de y deviennent 
En ME oet | 


= 1, =— 0, et il en résulte: 
lp lp 


Û 


1 (U 1 
frou [rvorte+ [roemen | [rpl —p)f—(l—p)e}ae.(87) 
) 0 1 (0) 


23. Quelques-unes des intégrales définies précédentes se prêtent encore àÀ la substitution d'une 


de 
autre variable. Soit par exemple: rz == e-4, done — —= — dy, tandis qu’aux valeurs 0, 1, oo 
Kf 
de rz correspondent les valeurs =, 0, — « de y. Ainsi les formules (74) et (81) deviennent: 
B n (| de 
[re de PE). Arctg. (e-®) de —= 5 | rer ie nn Ee eee (88) 
E pe 
et “0 
sn 1 dr fl 
| (GAAT) Nii | ADE LEE (89) 
Ki 
dh dr Sn L 
Soit encore # — Tang. y, de —= a y ENT == dy, avec les limites 0 et ed pour 4: alors 


on a par les formules (74), (75), (76), (81): 


Â7 2de mf] de 
Tang? Cot.p z == (de RR REE 90 
{Manga F Coton = 3 | fer Her) (90) 
Ki) 0 
27 a fl dt 
[Fereos rh ColP ev) ade = 5 f(ar Har) EE (ol) 
0 0 
37 dz : de 
Í (Tang? e + Cotrx) — == [ver rn) em nh (92) 
4 Tange ĳ 
0 0 
7 de Ì dz 
| f (TangP z + Cot «) en == Í f(ar + «-P) ie) donor gente: (93) 
Sin. 2 x ® 
e 0 


et ainsi de suite. 


[23] Leeenpre, Exercices, Partie 4, N°, 140, 
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24. Dans lintégrale définie 


47 7 3 in 
if f (Sin. 2 a). Cos.rdr = Í f (Sin. 2 z). Cos. dr + | f (Sin. 2»). Cos. dr 
0 0 Az 


mettez dans la dernière intégrale # = s- Y, de =— dy, Cos.r = Sin.y, Sin. 2 r — Sin. y, 
avec les limites : et O pour y; renversez les limites et substituez le résultat, alors: 

os kr Er Ld 
Í f(Sin. 2x). Cos. da = Í f(Sin.2ar). Cos.arda J Í f(Sin.2x).Sin.rdr= Í f(Sin 2aSin.a + Cos.r)dr. 
‘0 KU 0 “0 
Mettez dans la dernière intégrale encore Sin.2z — Cos.* y, 2 Cos.Urdr=— 2 Sin.y.Cos.ydy; 


mais Cos. Ae == (1 — Cost y) = v (1 + Cos.* y) (1 — Cos.* y) = Siny. v/ (Ì + Cos? y), et 
(Sin. + Cos.r)? =1 + Sin. Ze =1l + Cos? y, done Sin.r + Cos. — (1 4 Cos.* 4): 


1 
ensuite les limites de y seront: Cos.*y — 0, donc y = mi et Cos.°y = 1, doney — 0. Par con- 


séquent : 

Er 0 — 2 Sin.y.Cos.y dy SE an î 
[risme conzar = fox? yv (1 Hos. esta ff emoe 94) 
0 in 0 


25. Lorsque dans l'intégrale tout-à-fait générale 


| 7 (x) dz 
0 


on met a—y au lieu de z, alors dr — — dy et les limites de y sont a et 0: donc 
a 0 a 
[roa ffe (— dz) = ffe de 25]... (95) 
0 a 0 


Cette équation si simple peut être quelquefois d'une grande utilité. Par exemple dans le cas de 
fonctions trigonométriques, quand a est un multiple de } zz: car alors, la fonction étant périodique, 
il faut que a ait une telle valeur que f(a—w) est Égale Àà f(w); dès-lors cette Équation pourra 
offrir la réduction d'une intégrale plus compliquée Àà une autre plus simple. En effet soit a — ar, 
et f(x) — zf(Sin. a, Cos.°'x), alors f(a — «) — f(n — x) — (n — 1) f (Sin. (nr — £), Cos.* (an — x)} 
== (a — er) f(Sin.z, Cos.* z). Tua formule (95) devient donc: 


[24] Besce, Journal de Liouville, T. 18, p. 112, 168. — Gururerrt, Grunert’'s Archiv, Bd. 21, S. 359. 
[25] Cambridge Mathematical Journal, T. 3, N. 16, p. 168, Nov. 1842, — GruNERT, Grunert’s Archiv, 
Bd. 4, S. 113. 
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7 7 
| @f (Sin. x, Cos. x)da — | (ar — @)f (Sin. z, Cos.® x) de, 
0 0 


TT 7% 
d'où Í ef (Sin.r, Gos. 2) de — In fresn Dior) dr [ABe (96) 
0 0 
On voit que la quantité algébrique, contenue dans la première intégrale, ne se trouve plus dans 
lautre, et qu’'ainsì la dernière est beaucoup plus simple. 


py r 1 —pdy 
OOMOUPPUSUI NE Ne ‚dr =S: alors aux 
14 py er 1 + py (LH py) 
0 1 
valeurs 0 et 1 de z correspondent les valeurs: py — KR 0 et py nl donc on 


a la relation: 


pdy EN) dy k 
jd == A ee) 
jro - j’ re (14 py)? [rn (L 4-24)? (7) ve 


Cette équation peut servir à la transformation de la dernière intégrale dans la première, dont 
évaluation est toujours plus simple. 

Quant àÀ cette substitution comme à celles qui vont suivre, il ne faut pas perdre de vue la 
remarque faite dans le N°, 25 de la première Partie, savoir que la recherche d'un maximum ou 
d'un minimum de la nouvelle variable entre les limites de ancienne, est absolument nécessaire, et 
influence directement sur la marche À suivre. Il s'en présentera dans la suite quelques exemples: 
toutefois il est aisé de voir qu'un tel cas n'a pas encore eu lieu dans les substitutions précédentes: aussi 
nous abstiendrons-nous de la recherche mentionnée, lorsque l'inutilité en sera assez clairement visible. 


275 d 
21, Soit dans Yintégrale à zer Ka Sin? 2) NT ‚opl, 
—d, dy v (lp? j 
Cot. z = Tang.y. v (l—p?), Voù oen, 54 VE, mais Sin? x= == 
JE Cos.* y 1 H(1—p?) Tang.” y 
Cos.” 1 —p? Sin? y)— p* Cos.° lp? 

et 1 —p? Sin? rz == dl en „ ; en ee tandis que les 
1 —p? Sin.’ y l—p? Sin. y 1_—p? Sin? y 


limites de y seront } sr et 0. Donec, en renversant les limites: 


de rf lp? \dey/(l-p?) Cos. p lp? Sin. z 
Vv (lp? Sin.) =| l—_p?Sin.te) Coste 1 —p* Sinte lp? 


ENOS Ze) 
0 

\ da 
fe V(l—p? Sin? z) 


[26] Cette formule a été donnée à démontrer par WeRNer, Grunerts Archiv, Bd. 24, S. 110, 

[21] LeeenNpre, Exercices, Partie 4, N°. 144, - 
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hd e 


A présent faisons 1 —p? Sin? z == q° Cot.* z, alors 


pour w== 0, ona q? Cot? z, =l—p?.0=l; faisons _q* == Tg. a,alorse, —=u; 


lp? 
pour == ja onag? Cot.*z, == l—p?.1 == l—p?; faisons == Cot.* B, alors z, — B; 


d'où 1—p? = q° Col. B — Tang.* «.Cot.* B. Différentions ensuite léquation entre wet 2: 


2 Cot.zdz 
—p* USinr. Cos. dr=—g" EE ‚alors nous aurons, puisque aussi 1—p* 4p*(os.*r=g" Colt: 
2q? Cot. 2de berg Cotsde. 
de == > 5 == EEE 
2Sin.*z.pSin.z.pCos.r Sin? (l—gq® Cot.* 2) (a Cot. zp? — djs, 
nt: g° Cot.zdz 
yv (Sin? 2 —q? Coste) {q° Cos. 2 — (1 — p?) Sin? 2} 
g° Cot. zdz 


me {LH 9?) Sin? zg} {q° — (q° Cot? B 49°) Sin? z} 
Tang.* «. Cot. zdz 
ip {Sec.? «. Sin.* z — Tang.” «} {Tang.* a — Cosec.* B. Tang.* «. Sin.* z} 
be Sin. a. Sin. B. Cot.zdz 
v (Sin? z— Sin? u) (Sin? B — Sin.? 2) 


Substituons ces résultats dans léquation (98) et nous obtiendrons la formule: 


3 Sin. a. Sin. B. Cot.a dz 1 
Talol re ne ee 
| PT APE v (Sin? z — Sin? «) (Sin.® B — Sin? #) Tanga. Cot.z 
a 
ie Tanga, Cot” B Sin. «. Sin. (B. Cot. rde 1 
fr Tang.ta. Tang.>a.Cot.* x) y (Sin? 2 — Sin? «) (Sin? B— Sin? z) Tang. a. Cot.v’ 


ou en Òtant de part et d'autre les facteurs égaux: 


f (Tang. «. Cot.* z.) da 3 f (Cot.* B. Tang. «) dz ot 
Í v (Sin.*z — Sin? «) (Sin? B — Sin? #) el Vv (Sin? x — Sin.? a) (Sin.° B — Sin. 5). TED 


28. Lorsque dans l'intégrale 


| f(e*)de 
zt (e* +4pg) 


Up 
sera constamment négatif ou positif, selon qu'on fait usage du sigue inférieur ou du signe 


on écrit nue pour «, on a de = (e+) dy, et de plus y = : done y 
y 


[25] Wa Roperrs, Journal de Liouville, T. 11, p. 157. 
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\ 


supérieur: cela donne lieu à croire, qu’ici il y aura quelque maximum ou minimum pour 4, 


Ì 
mais l'équation dy = 2e u 5 de nous apprend qu'il n'y en a pas; donc, on peut 
2 


p | 
v (ze? + 4pg) 
employer les deux valeurs de y, et cela n’influencera que sur les limites, qui selon qu'on fait 
usage du signe supérieur ou du signe inférieur seront respectivement 0 et oo, ou bien — @ et 0. 
Dans le premier cas on a: 


@ 0 zv 2 2 2 & ® g°\de 
fremarfrermemarrjteme [Arre arten [prater ed 
— 0 0 0 0 


mjet 
da: 1 dy 
Pour réduire la dernière intégrale définie faisons 7 = de, done ee Ee et 
ee Py BEE Ki) q 
Mete ze —2pg tg: EE Ea Hp? 4? : les limites de y seront 
v? p? y° q ‘p? y° u Pp q Pp K| 5 ij 


» et 0; de sorte qu'en renversant les limites cette intógrale devient identique à la précédente et 
a de plus le même coefficient: par conséquent 


ftenae= 2p [ler erat) GE ARO hen bte derde «5,100) 
des À 


En changeant le signe de # dans la dernière intégrale, ce qui revient à prendre la seconde valeur 
précédente de #, on obtient : 


[reen zo [erst ern 5) te EPEN oac 0 Ee . (101) 
La demi-somme des Be équations (100) EN nous donne: 

frevaeme [rr 2 epit5) U aen oen draa Hr ter BE (102) 
On peut encore Beate a 


[reren [tarraet [rename [fenar, 
— 0 —00 0 0 


lorsque, après la division de la distance des limites, on suppose dans la première intégrale z = — 4; 
car alors elle devient identique à la suivante: à l'aide de celle-ci la formule (100) donne: 


free == r | (e rept Es) dar. [BOife- vn AE (103) 
0 0 


[29] Scrrömrzen, Analytische Studien, Abth. 1. Leipzig, ENGELMANN, 1848, (211. S, 8°.) S. 85. 


[30] Cavour, Exercices de Mathématique — Le même, Journal de l'Ecole Polytechn., Cah, 19, p. 510,f, 25, 
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On peut y donner une autre forme par la supposition d’une fonction F telle, que f(z?) —=F (a? + 2pg), 
2 2 
car alors f (et z*—_2Upgt el devient F (e: DS ak en substituant ceci, et en changeant le 


signe F en f on a: 


0 hd 2 
re: terpdeer [(r*+5) des IB enor ae aL 
0 0 
dy 
Mettez encore dans celle-ci z? — y, done 2de — —: alors 
Ea 


/ dar Br dp B 
fre+ena geefs et) [32] RON CIE (105) 
0 0 


1 . 
Pour f(z) =F es) les deux dernières formules deviennent: 
; rd 4 


E 1 5 z? Lee z dz 
RTS COMPU NE Re dE 
me kj uint amb 
0 0 0 


d'où en particulier pour r—=—2pg: 


[rs jaer Ik Unen ijk damp end Dt (107) 


29. Par une voie, en quelque sorte contraire Àà la précédente, nous pourrons encore trouver 
des résultats analogues À ceux du Numéro précédent: et nous nous y engageons de préférence, 
puisque nous trouverons l'occasion de faire usage de la remarque à l'égard d'un maximum ou d’un 
minimum de la nouvelle variable. Soit Yintégrale à transformer : 


[teerd de, 


et supposons y — pr ui 5 d'où dy = (» — a de: il suit immédiatement qu'il y a une telle va- 
leur neuk de 4 pour les valeurs de er, racines de l'équation p= 0, c'est-à-dire pour 


== L L'une de ces racines — Wd tombe hors de la distance des limites O et oo, et par con- 
p 


[81] Raage, Differenzial- und Integralrechnung, Bd. 3. Zurich, OreLr, 1847. (618 S. 38°.) N. 163, — 
ScHLöMILCH, Grunert’s Archiv, Bd. 9, S. 379. 
[32] Scurömrren, Journal von Crelle, Bd. 33, S. 268. 
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da q 8 zl 
sÉquent n'a aucune influence ici: l'autre + v/= au contraire tombe entre les deux limites: donc 
: p 


il faut en diviser la distance en deux parties de 0 à wa et de JA à oe; À ces trois valeurs 
p 
de rz correspondent les valeurs de y: oo „2 pg et oo. Ensuite on trouve pour la valeur de 


1 dy y 
vr {yk (y* —4pg)}, d'où de = ete 

ap | 5 2p U V(y? —4pg) 
valoir séparément pour les deux intégrales partielles. Pour en décider eonsidérons I'équation, où 


la distance des limites quant à w est déjà Bn en deux parties, 


Pleertjaen Sofon forse 


q 
Beed 
Vp 


Ì deux valeurs, dont chacune doit 


1 ib 
Dans la dernière intégrale il faut que z soit > 1” Z donc ln ZL” pg, done > Ee puis- 
Pp p B 


que ZL“ pg est la plus petite limite de y, correspondant à cette intégrale: par conséquent dans la 
valeur de de il faut employer le signe +. Au contraire dans l'avant-dernière intégrale on a toujours 


1 1 
NT 2 done < oP done < be puisque 21“ pq y est la plus grande limite de 
p “p p 


y, par suite dans cette intégrale il faut faire usage du signe — dans la valeur de dz. Ainsi l'équation 
préeédente devient: 


Hoer Dae [A(n £+ [5 De 
derd a ok L (ze? — Apg) at 70 ENE 2p 
% 2V pa 


Dans la première intégrale du second membre on peut renverser les limites, qui deviennent alors 
les mêmes que dans lintégrale suivante: elles peuvent dès-lors entrer sous un même signe d'in- 


de 
tégration définie: en outre elles ont lexpression f lie en commun; par suite: 
p 


rate Wj 1) \ x el en ede zt 
frr k zl le en lean 2 


Soit dans la dernière seh 2 —Apg=y?, doù Zed =2ydy, e= Ly? + 4 pg), tandis 
que les limites de y deviennent: OQ et co; alors: 


fret?) ten, [roer + 4pg)}de [33]. .......-. (109) 
0 0 i 


[23] Senrömireu, Grunert's Archiv, Bd. 18, S. 391, 
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Quand on supposait dans cette intégrale f(z) — F (w* — 2 pq), on retomberait sur l'intégrale (104) ; 


1 
is 1 ition d it ici: 
mais la supposition de f(z) oa onnerait ici 


ARE je 5 en 1 Ì 
jest Oe den (i(gmirri) *=; f/ A 
| EE A par trrtg Pp 8 lane 
30. Soit Yintégrale 
frr emerande, 


et faisons 2? 4 2patg? =y, d'où (2r2Zp)de=dy: il y aura done un maximum ou 
ua minimum pour y, correspondant à la valeur de z, qui satisfait à l'équation 2r42p= 0, 
c'est-à-dire à z == —p, d'où pour y la valeur correspondante q? —p?. On en conclut encore que 


d 
dans lintervalle de z=— @ àr=—= pr doit être négatif, tandis que cette expression est posi- 


tive pour les valeurs de # depuis — p jusques à oe. A présent on ar=—pil (p° —q° +4), 
== dy 

UL (p*—0* +1) 

cette formule, tandis que le signe + vaut pour le second intervalle. On a donc, puisque en outre 

on trouve toujours y — ce tant pour == + oe que pour 2=— 0, 


Art jd rees EE 7 
[resteren frs jr Gn en ffe gr 


parce que la première intégrale du deuxième de de cette Ééquation aient identique à la 
suivante, lorsqu’on en renverse les limites. On peut rendre la dernière intégrale plus simple, quand 
on suppose @=(p?—q°)(2*—1), dod pr —g* Helpt —g)et, de = (pr — 97) 22de, 
tandis que pour les limites q* —p* et @ de z on trouve respectivement ze—l=l,doùz=0, 
et 22 —1=—=o, d'où z= to; done: 


[re 2Aprtg)de= ti (p? frl )(e?—1)} de. .. (112) 


d'où de —= ; done dans le premier intervalle il faut employer le signe — dans 


Dans la dernière on peut employer arbitrairement les deux limites supérieures, pourvu que l'on fasse 
usage en même. temps du signe correspondant comme coefficient; l'origine de ce signe sera claire, 
lorsqu'on observe que dans l'équation de substitution 


de p° —q*)Zede 
Vp te) Er {pl —g7)2} 
où de est toujours positif, il faut que de ait le signe + ou — selon que z est toujours positif 


ou toujours négatif, ce qui a lieu dans la formule (112). 
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31. Dans lintégrale 


27 
|”o Sin. z + q Cos.) da 
0 


faisons y — p Sin. © + q Cos.e, d'où il résulte dy — (p Cos. 2 — q Sin.a) de. Il y aura done un 
/ \ 

maximum ou un minimum de y pour p Cos. # —q Sin.e — 0, d'où e= Ara). Des diverses 
q/ 

valeurs de # qui satisfont à cette Équation il en tombe deux entre les limites 0 et 2 zr de x, savoir: 


® == Arctg. (E) et w == + Arcig. ) Il faut done diviser la distance des limites en trois 
q q 


parties et écrire 


Arctg. (5 mt Arctg. (2) 
[ross ed-gSin e)de nj mglosa)det | f(pSin.ndqlos.ao)da + HE ede 
Arctg. (z ) 7m Arclg. (& ) 


pTang.edq  _ pTang.etq 


Done aux valeurs | 


Or, 1 “écri == . 
r, la valeur de y peut s'écrire Es U 4 Tang 2) | 
de e: 0, Arctg. (2) n „mr + Arctg. ) NE: 

q q 

correspondent les valeurs de 
p Í (Z 
Bant Ket 
g: TE + ETE ITI =p H07)s 45 
A 
q q 


DN 


comme les limites des intégrales partielles relatives à y. On en conclut en même temps, que dans 
le premier et le troisième intervalle les valeurs de y croïssent, et que par conséquent dy doit être 
positif; au contraire dy doit être négatif dans le deuxième intervalle, parce que les valeurs de 4 
y déeroissent. Enfin nous avons y? — (p Sin. + q Cos. x)* =p® Sin.® we + 2pg Sin. z. Cos.” + 
q? Cost =p? +q?* —(pCos.r—gqSin.z)?, done pCos.r—gSin.r = EV (p* +9 —y*) 
dy 
Ee 


est constamment positif, il faut employer le signe + dans le premier et le troisième intervalle, et 


et encore, d'après ce qui a été déduit précédemment, de — . Or, puisque de 


le signe — dans le deuxième. Donec enfin: 
+V(p2+0°) eV Pir), ls 
ee Pz belen 
froswersonen lore zt j/e) En papa }{© Lp? TEE) 


Vp EO —V/(p°+4®) 
Dans ces trois intégrales la fonction intégrée est en la même: les distances des limites sont 


respectivement, après que nous avons renversé ces limites dans l'intégrale au milieu 
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de g à Hr (p* 49°), de —1 (p° 49?) Àà Hv (pg), et de — (pH?) À g 


A 


la somme de la première distance et de la troisième est justement égale à la deuxième, donc: 


Psi eN A dp (113) 
F(p Sin. + q Cos.x) de — Npe en EN KNS 
0 Vn?) 


Faisons encore e= y 1 (p? +q°), de =ady 1 (p? 44°), p? Hg —e? =(p2 +0) (14); 
avec les limites — 1 et +1 de y; par suite: 


Zn kl de 
F(p Sin. q Cos.) dn — 2 LEE nn be kletd: (114) 
0 / —l 
Substituons encore # — Cos. y, es de) == — dy; alors les limites de y deviennent zr et 0, 
Lr (l_—z?*) 


et Fon a, après avoir renversé les limites : 
27 id 
f Fosnaroconjae=e Cd ee) da. [84]. . .. (115) 
0 "0 


32. Comme dernière application de cette méthode transformons l'intégrale 
7 
[recen zh p Sin. «) de 
0 


et soit à cet effet 
Cos.p =Cos. ap Sin? v‚d'où— Sin. pd =(—Sin.r H2 p Sin. x. Cos. x)de — —(1—2p Cos.) Sin.edr. 
Mais 

lApCos ptp? =lHAp?—Ap(Cos.r HpSin.-e)=l—Aplos.a 4 Ap? (L—-Sin.*a)=(l—2plos.r)°, 
et TL (l—4p Cos.p 4 Ap?) (l—2p Cos.p) — (1—2p Cos.e)— 1 Hp (Cos.r Hp Sinta) =2p* Sin. xr. 
Done 

Sin. p dp 4 Sin. p dp.pv 2 

= (l2pCos.e) Sine Vv (l4plos.phAp?) 1 {1 (l—Ap Cos. ptp?) —1H2p Cos o} 

pour rendre cette expression plus simple, réduisons les Cosinus en exponentielles par la formule 
identique 2 Cos.p — eP! Je? 
alors 1—4pCos.p Ap? =lHAp? Apel je?) — (L— pe?) (1 — 2 pet) 


et LO (l—4p Cos. phAp?)— 12 pCos.p= (lp (1 pet) — Lp (evert) = 
== [(l—2per) (lpt (lp) (l — pe ?)] 


[34] Scurömreu, Grunert’s Archiv, Bd. 18, S. 391, 
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h (1 —2pe?i) — (1 —2per?i) Ï 
—_ ir (LQ pe?!) — 1—2pePijj? = —L 
- [ ( PS Ee )Ì 197 VL (l—2pePi) 41 (l2pe?i) 
| — Zp (ePÌ — e- Pi) |-- Abr — Api Sin. p : 
mr Lr (l—2pe?i) + 1 (12 per?!) (l2p €?!) 4-1 (12 pe Pi) 
8 p? Sin.” p k 
Wp) (lp er} 
done 
Sin. p dp.pl/ 2 


ne 1—2pe?i) 1—2pe?i 
(Ll —2pefi) (1 — per ?i) none il AL Ken dl petri} 


dp 1 1 
Ka: Ea E nie 
Lorsque la valeur de z ecroît de O À zr, il résulte de l'équation, trouvée dès le commencement 
pour la valeur de dp, qu'elle reste constamment positive avec expression 1 — 2p Cos.z; donc il 
faut que Zp reste moindre que unité: aussi dans le cas contraire serait-il facile de déduire, que 
Yéquation pour de pourrait contenir un terme infini: la raison en est qu’alors, entre les limites 0 
et zr de z, Cos. p deviendrait d'après la supposition plus grande que lunité, ce qui en effet est 
impossible. Sous cette condition, comme alors il n'y a aucun maximum, on trouve done, lorsqu’on 
change p en ip: 


[ron 2 ipSinr)de= fons) kel 
0 0 


1 I 
ne [B3].(16) 


car pour les deux limites O et zr de #, on a Sin? z —= 0, donc Cos.p — Cos.x: de sorte que 
les limites de la variable dans la-seconde intégrale coïncident avec celles de la variable d'origine. 
34. A présent nous allons nous servir d'une méthode différente, qui est basée sur l'usage de 
la série de Tarror, et qui par conséquent n'est applicable que dans les cas où cette série n'offre 
pas de difficultés. 
Par exemple, lorsque l'expression f(w) sous le signe d'intégration dans Yintégrale définie 


Â7 - 
f(2p Cos. x. er:) e2aci dao 
—_ ix 
peut se développer au moyen de la série mentionnée 


„SL h°_d°.flp) 


Í(p +) = fp) + dp uren 2 dp: Ne eet, rd me ee (a) 


on a 2pCos. pet — peri(e! Het) =p petri, done h— petri et par suite, en développant 
actuellement la fonction sous le signe d'intégration: 


[35] Jacogr, Journal von Crelle, Bd. 15, S. 1. 
Page 121. 16 
WIS- EN NATUURK. VERH. DER KONINKL. AKADEMIE. DEEL VIII. 


UIEN. 54. - THÉORIE, PROPRIËTÉS, FORMULES DE TRANSFORMATION, 


sd, Fe ‚d?, 
EN (p) +- ae 


LI 


= |“ de (e=) Ie Pelta En + ie dn +. } 


Ar 
Mais on trouve Partie III, Méth. T, N°. 11 Yintégrale définie 
Ane 1 
Í e2i da — — Sin.an: 
—_ 7 5 


en dissolvant done l'intégrale de la série trouvée dans une série d'intégrales, et en effectuant Yin- 
tégration définie d'après la formule citée, on trouvera: 


pdfp) 1 1 


in ie hs AT Er sai (la + Iz} Ds rn g Sin ((q + 2} +: 

mais en remarquant que Sin. ((q2a)z} — Sin.q zr, Sin.{(q+2a+ GE == — Sin. qr, on aura: 
TAR tp Zap) al DEN ele | RE EN 

I= Sing. {” Lel a ae ER il (6) 


Encore trouve-t-on Partie IT, Méth. T, N° 2 lintégrale dófinie 


o 

ubstituons-la pour les valeurs de zen alors 

subs Te : 
8 gal 

_pdflp) p? d°f(p) 
1 —= Si gld z AT) BE 
ing vof Wd Bfr DP ap? Pr 9 | 
0 0 


lorsqu'on fait entrer les coefficients sous les intégrales respectives, eb qu’ensuite, en considérant 


que les limites sont partout les mêmes, on met tous les termes sous le même signe d'intégration, 
la formule précédente devient : 


I= Sin. qa. je ht tus ESO) ar ad 


dp leren din? 
d.f(p) d°fp) | 
=S gl J py ger idee 
man fy vws De Le 2 dp: 
0 


Mais cette série n'est autre chose, d'après le théorème de Tarror (voir la formule (a)), que 
le développement de f(p — py); donc: 
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1 
I= snor [ro —py) yr dy 
0 
c'est-à-dire: 
in ) | 
| f(2 p Cos. z. evi) e2azi de = Sin. q «| {Pl Thet de, .t..... (117) 
—ir 0 


ou encore, quand on fait dans la dernière intégrale 1 —&=y, —de — dy, avec 1 et 0 comme 
limites de y, et qu'on renverse les limites: 


5 Hi : 
| f(2 p Cos. z. et!) e?azi do — snarf F(pr)(l—se)t-!de. [36]... (118) 
—_ iz 0 
où q arbitraire. Quand g devient un nombre entier a, Sin.ar devient zéro, et l'on a: 
15 d 
f(2p Cos. z. ezi) e?ari de =— 0, a nombre entier. .......... (119) 
kr 


Z 


Mais si lon divise les deux membres de léquation (118) par Sin. qr, on obtient sous lintégrale 
du premier membre la fraction e?azi: Sin.qzr; pour q Égal à un nombre entier, cette fraction doit 


être 6 done, pour en avoir la valeur, il faut en différentier le numérateur et le dénominateur indi- 


viduellement par rapport à q, c'est-à-dire: 


e2azi 2 pieZari Ui B 
sr == Ennn xv etart, 
Sinar _ mCos.anr _ mCos.an 
— 2 
done, après la division par —: 
Tt 
kor Reel : 7 l 
f(2p Cos. z. eri) —etarinde — rig Cos. a mr. [fra aas; Ee mene (120) 
1 © 
—i “0 
d'où pour a=l1: 
ijd Ne nz! 
fferonser; en sd: = 5 [roo tara GI Beerse cc nch (121) 
—i7 0 


toujours dans la supposition que f(«) soit développable suivant la série de Tavror. 
35. Traitons de la même manière l'intégrale 


17 
== [fo Cos. zr. ext) latei Sint-ladre, 


Ki) 


[36] La déduction de Kummrr, Journal von Crelle, Bd. 20, S. 1, est fautive. 
[27] Kvmxer, Journal von Crelle. Bd. 20, S. 1. 
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c'est-à-dire, remarguons que 
pCos.a.eri =peti. (etter t)= ip) =p PEI) =p} perieri—e-zij =p piet Sin.s; 


et que dans l'équation (a) (N°. 34) A est par conséquent piet! Sin.z, alors le développement 
sous le signe d'intégration suivant le théorème de Tavror donnera: 


t j eri Sin. a d. \ 202 02ri Sen 2 2 
ES Kn en pri @! Sin? z d°_f(p) 5 
1 dp 1.2 dp* 


d 
== fl 7 drtDeiSing la D e (a+2)ziSin.l 7 + Dearest. ke: 


Mais on trouve Partie III, Méth. 3, N° 10 Yintégrale définie 


17 p lee 
elatDei Sin el pdre —= — etari; 
a 
0 


done, quand en De les termes de la série précédente, et qu'on les évalue selon la formule citée : 


d.fl 4 Argh 2i2 d?. 
11 ={) chqTi JE pi d.f(p) ei(at1)zi pe Jp) EEGA i Er 
L dp q+1 1.2 dp? q42 
Mais d'un côté ie est edazi et d'un autre côté e2azi — ida — +1, eatijn — RE 


done: 


pd nld Eer ee 
IgE. Ap Tg ap 

1 fe) pt 1 efo) 
OL dp 1.2q +2 dp? zE 
Comparant à présent cette série-ci à la série (b), que l'on a obtenue dans le Numéro précédent, on 
voit quelles sont identiques; donc, en conséquence de la formule (118), on peut en conclure im- 


— et [of 


médiatement que 


[7e Cos. a. eri) dari Sint z‚ de —= ai 1 e)(l —atolder [SE]. …—… …. (122) 
0 pe 
36. Soient p et q des fonctions quelconques de re: alors on verra tout de suite la validité 
des équations suivantes, obtenues au moyen de l'intégration par- parties: 


l dend dal Jk dal Hir dp 
[rant daa STP qzeif 7 en daal das ge, 
'k kk 


[38] Kvmmer, Journal von Crelle, Bd. 20, S, 1. 
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ldp del q En dp da? En Í da—2g d?p 


de dae! de daa? dra? Ee dl 
kk k “k 
lde-lp dq dal p ij L da p 
ine — dz. 
Í daal de dee Wij rr é 
k k 
dg d°q de! 


En cas que g, s'évanouissent tous entre les limites k et l de we, la combi- 


de de dae? 
naison de toutes ces Équations donnera nécessairement : 


peld ka: 123 
s=(—1e Dordt en roteert ê 
[reef te (123) 
kk we 
équation, qui peut être regardée elle-même comme une extension de la méthode mentionnée d’in- 
tégration par parties. 
En hed 
Soit Àà présent p —f(e), q — (1 —z?) ‚kel, le +1, alors cette Équation devient: 
EIZ 2a—l 


ee 
OE ae) 2 Tjan fa- en" be Ln (124) 
E zl 
où les conditions sont satisfaites, puisque q et ses a — l différentielles s’évanouissent tant pour 
ev =—=—l que pour == +1. Mais M. Jacorr a trouvé le théorème: 


2a—l 


dal, Kd Sin.ax 
dat las) rie me » 


lorsque y — Cos.a; [39] 


différentions cette Ééquation encore une fois: le résultat 
2a—l 2a—l 
de. iN HA Es 
l— : | — == — Sin. ly?) ° pdre == (— el 142Cos.ar de 
am rn ( en) 
est le facteur de la première intégrale dans l'équation (124), pourvu qu'on y change e en Cos. r, 
de en — Sin.edr, et que lon prenne pour les limites de a, zr et O0. Renversons encore les 
limites dans les deux membres de cette équation et nous aurons: 
2a—l 


[con #) (— 1)e1 142 Cos, ax da = (— 1) | ee z) ° 
0 


o 


da. f (Cos.x) 


(d Cos. x)e Ge Sin, @ dz) } 


ou bien 


[39] Jacosr, Journal von Crelle, Bd. 15, S. 1. — Lrouviure, Journal de Liouville, T. 6, p. 69. — 
GRUNERT, Grunert’s Archiv, Bd. 4, S. 104. 
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7de. f (Cos.z) 


h 

(d Cos.) Sin?axde —= toe _f(Coo) Corsar dEALAOT. tn er ore E20) 
08. 1 

0 0 


Dans ce raisonnement, on a supposé tacitement que ni f(Cos.z), ni ses a premières différentielles 
ne deviennent infinies entre les limites O et zr de z; car f (Cos. x) étant ce que p était au commen- 
cement de ce numéro, la conclusion à la formule (123) serait illégale dans ce cas, puisqu'il pourrait 
arriver que les termes intégrés, — que nous avons supposés s’évanouir à cause des suppositions 
particulières à l'égard de q et de ses coeffieients différentiels — ne devinssent plus zéro, mais acquissent 
au contraire la forme au moins indéterininée oo X 0. Aussi ceite restrietion se déduit nécessairement 
du résultat lui-même, valant pour chaque valeur entière de a, et où done il faut que tous les 


coefficients différentiels sous le signe d'intégration dans le premier membre restent finis, puisque 
c'est toujours le cas avec l'intégrale du second membre. 


CHAPITRE TROISIEME. 
RÉDUCTION DUNE INTÉGRALE DEFINIE GÉNÉRALE À UNE SÉRIE. 


37. Lorsque d'une manière ou d'autre dans la réduction d’une intégrale définie générale on 
est conduit à une série, il se peut qu'on ait Àà sommer des quantités finies ou bien des intégrales 
TA . . , Gar. EN e 2 
définies, contenant encore la fonction indéterminée entièrement ou partiellement, et par conséquent 
ne pouvant être evaluées, que lorsque cette fonction est connue. Il se peut encore que l'on puisse 
attribuer à ces fometions, encore ineonnues, des propriétés, qui rendent cette évaluation possible. 
C'est pourquoi nous diviserons ce chapitre en trois paragraphes; dans le premier nous traiterons 
des intégrales qui se réduisent à des séries de quantités finies; dans le deuxième de celles où 
Yon doit sommer des intégrales définies ; et enfin dans le troisième nous étudierons quelques théorèmes 
ZAAD - - . AE © PE N TE Le N 
généraux, qui eonduiront à divers théorèmes spéciaux, correspondant à des suppositions spéciales à 
Yégard des fonctions générales. 


$ 1. SÉRIES DE QUANTITÉS FINIES. 


38. Il y a quelques raisonnements dans le Chapitre 1, que nous pourrons poursuivre plus 
loin, et qui alors donmeront lieu à des séries. De ce nombre est le Numéro 7: car on peut 
Pétendre comme suit. 


[40] Jacopr, Journal von Crelle, Bd. 15, S. 1. — Le même, Journal de Liouville, T. 1, p. 195. — 
Biser, Journal de Liouville, T‚ 5, p. 373, — Lrouvuur, Journal de Liouville, T, 6, p. 69. — GRUNERT, 
Grunert’s Archiv, Bd. 4, S. 104. 
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Soit une fonction g(y) telle qu'on puisse la développer selon les puissances de y ; c'est-à-dire, 
que lon ait 


c’ 
vlg) =B, + 2 Boy”; 
1 


alors, tout comme dans le numéro cité, on aura aussi: 


‚ Ge) + p ge) 6 gr Pp (ter) —gp (e=) Ee d 
B, + 2 B, (2) Cos.nz, Le va _—= ZB, ) Sinn. 
1 p p 


Multiplions ces deux équatious respectivement par les expressions 


f pe”) + f (per?) ripe fg Ber 
9 2 wi 


où la fonction f(y) est supposée la même qui a été considérée au Numéro 7; intégrons ensuite 
entre les limites O et sr par rapport à a; on trouve: 


3 ti ) z —ti B uz ) } 
RE 8 f i 


+25, se (d ln en Cos.n © de, 
0 


vs NS d —ri 
prille) roep = En (: k en mf (pan en nade. 
5 Zi 


Or, les intégrales définies qui nous restent encore aux seconds membres de ces deux équations ne 
sont autres que les intégrales générales, trouvées respectivement dans les équations (15), (13) et 
(14) du Numéro 7, si lon y change a en n. Donc, après la substitution de ces valeurs: 


q 
„(e)talted ee 
d E p doe) Efee) da=Bert IE, 1 Arp” 
) o7T Ag aleen 

0 

ne 
=kA,B, + ZArBngr,....e.. (126) 

21 


(its: q N 
zo (de) —eien , xt tt) gd n cl 
p p 2 f(pe )— Spe ee 4 ie BSN Bq’ ) 
| 3i 2i D =E p gp Be n nq". [41]. (127) 
o 


[41] SMAAsEN, Journal von Crelle, Bd, 42, S, 222, 
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39. Nous pouvons trouver des résultats plus généraux. On a pour la même fonction que dans 
le Numéro 7: A 
FOL E Npe) 
2 
Flpre) —f Wlentrijn 
zi wi 


Donec, tout comme dans le numéro cité 


a pari a i 7 c id 
jeepee en) + fp dm, fte Saar f Cosaneda == Ah | 
5 1 


C 
= A, + ZAnp*” Cosanz, 
1 


c 
TE An pt” Sinan. 
I 


2 
0 0 Ù 
| LIEN Ds! ade bef | ooerzae de 
Jo o 
c 7 7 
vS aape f'oasens Cosabada — Apt), 
1 
0 
7 a pari a g—ari 
| Lln Cos. (ab Hc)a} de — A, [on {(ab + e)a} de + 
b 0 
Cc mT 
+ za f Cos.anz. Cos. {ab + c)z} de =0, 
/ | -. (128) 


7 a gazij — a g—ari dij 
Í AD EN nn == Ag f Sir-errae+ 


, 2i 
0 
+ > An pt” [se anr. Sinabrde = 5 Ap, 
0 
tens Sin. {(ab +c)2} de — A, [se {ab 4 c)e} de + 
p 0 
+ ZA” [sr ana. Sin. {(ab +c)2} de — 0. 


0 
où c est partout plus petit que a. [42] 
Or, dans Ja première Ééquation la première intégrale est zr, et toutes les intégrales dans la somma- 
tion s'évanouissent. Dans les quatre dernières Équations les premières intégrales, qui ont A, pour 
coefficient, sont nulles. Les produits sous les signes de sommation doivent être réduits à des 
sommes; en effet: 


[42] Smaasen, Journal von Crelle, Bd. 42. S. 222. 
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2 Cos.anz. Cos.abx — Cos. {(n —b)aa} + Cos. {(n +b)aa}, 
2 Sin.ana. Sin. abe — Cos. {(n—b)ax} — Cos. {(n +b)as}; 


chaque intégrale se divise donc en deux autres: dans la sommation de celles, qui correspondent 
aux derniers termes de ces Équations trigonométriques, toutes les intégrales s‘évanouissent: au con- 
traire dans la sommation des intégrales, qui correspondent aux premiers termes respectifs, il u'y 
a que le terme pour la valeur b de ” qui ait une valeur. 

Dans la troisième et la cinquième Équation (128) un tel cas ne peut se présenter; donc toutes 
les intégrales sous les signes de sommation s'évanouiront; et les valeurs des intégrales correspon- 
dantes seront nulles. 

Daprès le numéro précédent on a encore: 


b b b \5 
DN ezil (2 geba NNEAWE: | 1 iz De 
p P\ c g bn | ec q 
A\P/ En TLD À bl) Cos.bnz, p Ë =in() Sinbne, 
1 p 


d'où Ton déduit les intégrales définies : 
speen A 
beeld enge 
rk ) Pp fr eezi) + f(p° eat) Een 
2 2 


0 


pt pes eazi) EL e-ezi) den E53, £) 5 en Cos. bna de, 
1 p 


0 0 


2i 2 


ch !q\bn raf(pagazij— a p—ari 
== (À) Í J ( J He 4 )sin.br 2de. 
p L 


r £ ((a)eed Es (el ppi (pt) an 


ei 


Mais il suit des quatres dernières des Équations (128) que les intégrales sous les signes de som- 
mation s’évanouissent, à moins que bx ne soit un multiple de a. Or, dans le cas où nous sup- 
posons b premier par rapport à a, il faut que ” y soit un multiple de a: À cette condition nous 
pourrons satisfaire, en Écrivant partout sous le signe de sommation na au lieu de ». Substituons 
alors les valeurs respectives des intégrales (128); et nous trouvons: 


et () DE Bi ik 
AE iLte| p) PD a en zak +EBalf) Anr 
2 2 ee Td Bl a? 


0 
ze €! 

= Ao Bots Z Aum Bengt, (129) 
1 
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| zi af 


el q abn 7 me 
== Dlben (2) — Äpn pebn md — SE An Ben gen; [43] a Taltfs (130) 
1 p 2 21 à 


où il faut que a et b soient des nombres entiers, premiers entre eux. 


A 


40. Les équations (126) et (127) donnent lieu à quelques cas spéciaux, qui ne sont pas sans 


intérêt. Soit en premier lieu p(#) = T alors on a aussi 


_— ur 


Ne Ì 
le ee 


SC l(per 1—-pei 1—p0osre—priSinre 


1 prlosretipSin.re 1 p"Cos.rafip"Sin.ra 


, 


_(L—pr Cos.r 2)? -p (pr Sin.r«)? 1—2prCos.ra 4 p?r 


et de même 
fl 1 — pr Cos.r 2 — ipr Sin.r a 
BOE Ge 

— Zp" Cos.ra + p*r 
donc: 
ppei) Holpert) I-—prlure  glpe)-ope) __ prSinra 
2 C1—2prlos.re tper Zi 1 2prCos.ra tp? 
1 

Mais 9 (9) = EN 1 yr Hy2r + y3r + ….(y <1), done B, = B, = Ba, = Bj, = … == 1, 


tandis que tous les autres B sont nuls: la condition de y<< 1 devient dans le cas actuel 
pl [44]. Pour n'admettre dans la sommation que les B‚r, on n'a qu'à remplacer n par nr 
sous le signe de sommation: donc enfin par Vintermédiaire des Ééquations citeés (126) et (127): 


1 ri q ti 
ai +7 |t ae hek 


me 
de =nÂ en AOT WEE ek ne 131 
2 1 —2pr Cos.ra Hp?” Es o tz ì we 
0 
GI: daa 
f (fer) == Ë e) 4 \ 
kf c 
ER PDA, MDT EENS TE KE 
| 27 FE ate je lt = Aard ENNE AE (132) 
0 
ol p <1. 


[43] SMAAsEN, Journal von Crelle, Bd. 42, S, 222. 


(44] On aurait pu trouver les mêmes résultats par les formules (12) et (183) de Scmuömriren, Algebr. 
Analysis, S. 232. 


[45] SmaaseN, Journal von Crelle, Bd. 42, S, 222, 
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} l— gt 
41. Soit encore p(r) —= ‚ donc 
ll 
1 peari 1—ptlosar—ptiSinar (lpt Cosar—ptiSin.aa(l—p Cos.r+piSin.a) 
Adilln Rn en l_—p Cos. z—pi Sin. £ zi (L—p Cos. z)? + (p Sin. 1)° 
_L-p0os. a—p* Cos.aaHpt+1Cos. {ale}  ‚pSin.atp? Sin.aat-pttlSin{(a1e} 
1—2p Cos. Hp? Aj 1—2p Cos. Ap? d 
1 pOos.e— pt Cos.aatpt+!Oos. (ale) ‚pSin. ad peSin.argpe+l Sin, ((a—1)e} 
een 1—2p Cos.adp* 1—2p Cos. tp? 5 
Mais p(&) = =de? J.H arl, done B, =B, =B, =.…..=—= Bani =|, 


le 
tandis que les B suivants sont tous nuls; ainsi on n'a qu'à étendre la sommation de 1 à a— 1 
[46]. A présent la substitution de tout ceci dans les formules (126) et (127) nous donne: 


Jz Tes 
rie ) ard | 1—p Cos.e—p? Cos. a + pt+1 Cos. (al) 2} 


mal 
dr=nA, 4 ZT Ang"…(133) 
2 l—2pCos.adtp* hek oz 1 de99) 


Le) (le) 
ri \p ae p Sin. a + pt Sina v4pt+l Sin. {(a — 1) z} en Nn card e 
Í A 2i 1 —2p Cos. + p? lp dadde) 
Les formules (126) et (127), (129) et (130), (131) et (132), (133) et (134), peuvent inversé- 
ment être employées dans la sommation des séries, et cela pour quatre cas divers: savoir, quand il 
s'agit de connaître la somme 

1° des produits des termes de même rang de deux séries; - 

2° des produits des termes non d'un même rang de deux séries; 

83° des termes Équidistants d'une série; 

4° des a— 1 premiers termes d'une série. 

42. Lorsqu’on multiplie les formules (21) et (22) par Sin.np et Cos.np respectivement, 
après y avoir changé q en zn, on obtient, en prenant la somme des divers résultats pour toutes 
les valeurs de » depuis 1 jusqu'à c: 


mf) Sin.pn — Ssinpn [fed FE zi] 
0 


nde 


ne du? 


en Sin.pn 


= jen +f(—ei)] Dn As | 


x Cos. pn 


nè + EEN 


n£ E r «de 
ke == 5 Coop {fed —_f(—eij] mk En jr wi) —f (—ei) Jaar ae 


[46] Les formules (9) et (10) chez Scrrömrrcu, Algebr. Analysis, S. 232 auraient conduit aux mêmes 
résultats. 
[47] Saase, Journal von Crelle, Bd. 42, S. 222, 
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Mais on a, en prenant Yinfini pour c: 


enSinpn melr—pr— err ex Cos.pn 1  melr—p)rhelp—r)e 
EEn Ten CETTE TT Tp; Ee n* Ja? TEN ze me (45) 


Lia première de ces formules de réduction peut être employée, sans transformation, dans notre 
première équation: il n'en est pas de même quant à la seconde: pour transformer notre équation, 


\ 


nous pourrons y ajouter membre à membre l'équation 
Ee L 
„0 =f fed e}de 
o 


qui se déduit de la formule (22), lorsqu’on y suppose q égal À zéro; alors elle admet l'application 
immédiate de la seconde formule de réduction. Appliquons-les à présent, et divisons de part et 
d'autre par zr, alors nous aurons: 


Í Pf(zi) Hf(—ei) eme er) 


9 CFT TTT 


de = Zf(n)Sin.pn ,O&pP&rs....... (135) 
1 


Í tr ze Gd de = — zf0)— Efe) Cos.pr ‚0<p<a..(136) 
3 si 


EFT — TTT 


Faisons dans la formule (136) p= 0 et p — a, ce qui n'est pas permis dans la précédente; 
tandis que nous pouvons prendre dans lune et dans l'autre p —= Jar, done: 


Í en af Eft n) Cos.0 = — JO — f(a), .. 131) 
== 1 
‘0 
Sflet)—fl—et) 2d 


0 Sr Cos.nr — 0 — SUP), (138) 


Ui CTL e-TT 


err — ETT 2i Ee 


ed AT el drh kee enn de Ei 


== — 3/0 — Éf@ Gan Lo) Stufe De AN (139) 
2 2 2 5 
flat) KEER) erg _ (Ale) fri) dr At 
Ik RE eg RT =| 2 err el e—ÄFT se 
0 
— 5 f(m) Sin. gn = Zjef (Ahl es (140) 
1 1 


[48] Scnrömiren, Neue Methode zur Summirung endlicher und unendlieher Reihen. Greifswald. Koe, 
1849, (37 S. 8°.) S, 16, 17. — Le même, Grunerts Archiv, Bd. 12, S, 130, 
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Enfin la somme et la différence des intégrales (137) et (138) donnent, parce que 
err Je Tet 2 (eltE He ÂtE); 


Pei) f(— ei) cir git 


Ui en KE 


de = OE + — 17/0) =O) 2E fen) (LH) 


LE Inte co 
pe at) Ll zi) e e =S 
1 


ein ei 


Loutes les Équations de ce numéro peuvent aussi servir inversément À la sommation des suites, 
selon que les termes proeèdent suivant les nombres entiers ou qu’ils ont seulement les nombres 
pairs ou les nombres impairs pour indices, et encore selon que ces termes sont tous positifs ou 
qu’alternativement ils sont négatifs. [49] 

43. Soient les intégralcs 


Pf(pezi) Hf(pe”) Sin.aadr ae eri) —f (pet!) Cos.ardz 


. bd 
2 li) 2 © 


0 “0 
- Cc 
où f(z) est supposée développable suivant les puissances de «, c'est-à-dire f(x) == A, + = Ana”, 
1 


comme au Numéro 7; dès-lors on peut y substituer les valeurs trouvées dans ce numéro pour les 
premiers facteurs sous le signe d'intégration : 


Ee er) Hf (pe!) Sin.aade sti 
Pig 


) 


ad 


6 Sin. ard 
od- 2 Arp” Gonna Rele 
1 


® Sin.aa de à ® Cos.na.Sin.axde 
=Aof Tg tE Ar 


“0 


’ 
Rij 
0 0 


Í 2f (per) —f( (pe) Cos.ax dz > Len. ze zel Cos. ar da En Ns Cos. az ce 
1 © 1 


2u T T 
0 0 ij 
Mais on trouve Partie III, Méth. 21, N°. 3 Fintégrale définie 
PSin.axdr 1 
hd 
Í © 2 
o 
et Partie III, Méth. 9, N° 16 l'autre 
eee 
nne 


Kij 


7’ pour gr, 
0 
=— 0 , pour gr. 


[49] Senrömrren, Grunert's Archiv, Bd, 12, S. 130. — Le même, Journal von Crelle, Bd, 42, S. 125. 
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Par conséquent dans la première de nos équations Tintégrale a une valeur constante depuis x — 1 
A 


Àà n==a, et dans la seconde seulement pour n>>a; hors de ces limites elle est nulle; donc Ja 


remière sommation doit aller de 2 —= l à n — a, la seconde de n —=a à n —e, et on a: 
, À 


Dep eri —zi) Sin.ard. a 8 
DE ) 4 f(pe*i) Sinar ETA hr Apt SEA, NEE 05) 
1 0 


2 x 
0 
ee dl 
f(pe)—f(peti) Cos.arde mn £ 
A ON 144. 
| Di e res ia) Ge 
0 


Lorsqu'on met a— l au lieu de a, il viendra sous la sommation de la première équation un terme 
de moins, et sous celle de la seconde au contraire un terme de plus. La différence des deux résul- 
tats, correspondant à a et a — 1, donne donc: 


TT Error (145) 


í Sreflpe) zen Cos. En — Cos. B KENE ZA Ad a0s (146) 


44. Quand on veut différentier une intégrale définie 


@ ede 
Pe) = 0 (p) 
| pete 


a fois par rapport à p, il faut écrire q au lieu de 4 de sorte qu'on obtient: 


(erat de (a — n)?n/1 1 dlam).p(1/g) 
zede Er Sen 
jr Neten Tar WOE N ae voer awojer PI 
ou en remettant pour q sa valeur De 
| _ de ke (Sje 1 ESE pp En dan) , p (p) 
) (q2 Hatert 1e/l ga po gn, |r/l pr dpa 
» — n)2r/l dan), 
5 pmte eN (147) 


ne Lel (— 2p)e T 1/1 (—= 2 p)" dpe-n 


Lorsqu'on veut appliquer cette méthode à jane 


= wp (p), 


[50] SMAAsEN, Journal von Crelle, Bd. 42, S. 222. 
[51] Scurömrren, Handbuch der Differenzial- und Integralrechnung. Th. 1, Difterenzialrechnung. Greifs- 
wald. Orte, 1847, (327. S, 8°.) S, 92. 
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ìl faut en premier lieu la transformer en prenant p° pour g: 


| @ de EUV (7) 
0 


eea dl CN 
d. d. / d dp (w/ 
Soit à présent w (r) = 20, done w (wg) = zen En — ee vg), done: 
ie de dr (W/9) 
fa) =t PE 
Ä ge q 
de sorte qu'à présent on peut employer la même reduction que ci-dessus: 
2 — lja 1e/l dal, op (1/ daten 1 — n)2n/l _d(eHl=n) „op (1! 
fade | ) ki dE ORD. ras „(e+ EN p(vg) 
arjen age gel my get (gee 
"0 


ou en remettant p? pour g: 
#7 de 1 ze (a—n + 1)2r/l dalen). g(p) 
IE 
| Vp: Fr atjett dU Ap)p o INN Ap) dp 
0 


d. dar). p dla—nt1), 
Mais comme on a supposé w(p) = ek on a aussi nn == ee donc: 
5 da » (d— 1)2r/l dan), 
Fe) « E 1 se n + 1) wp) [52]... (148) 
(p? + mijatl Lel! (— 2p)p 0 Lel (— 2p)" dn 
0 


De la même manière les deux intégrales 


ke ede zl pda 
| 1) = 10) et | PO) age — 41 (©) donmeront: 
0 0 
be { — n)2n/1 —n), 
nig ie ee en Eg te: (149) 
(p° 2e z2ja+l La/1 (—2 p)® o 1e! L— 2p)" dpa 
0 
ki ata an/l dan), 
f(z) mat 28 == eef et Gete ke dem. w‚(p) EN 0d (150) 
(p? — ztje Le/l (— 2p)*p o 1/1 (— 2p)' dpa 


$ 2. SÁRIES D'INTÉGRALES DÉFINIES. 


45. Par la méthode de division de la distance des limites (form. 18, P. L) on a: 
ke 2x 1 2x 5 2 
2a de = 2 ( 2a de. 
| ind 7 [roen)erf de) v 
0 0 é 1 


[52] ServömrucH, Journal von Crelle, Bd. 33, S. 268. 
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3 RNA, 1 2 
Faisons dans la dernière intégrale # —= 5E done Gr +) = ER 


avec 1 et O pour les limites de y: renversons ces limites pour obtenir les mêmes que dans 
Yintégrale précédente, alors on pourra les réunir sous un même signe d'intégration, c'est-à-dire : 


eN 1 Ur 1 se Ur da 
fl sjef (= sedan | SE einge z 
0 0 0 


Ee 2 a zal 1 at (a — n)2n/—l 1. 2n+1 n 
l Bh Arn Ee ; 
Mais on a z?at Han = 1 en (— 1)? TE (e+: [53], done: 
Lal ann oft 71 2 1\2ntl d 
[> a?af Pa Ek Sne Eea ed ee 
Pe (— 1% 0 J2n+t1/t Di T ® 
/ 
2 Ì 2 l— 1e): 
Soit dl présent pr ==, donc Zr 5 Tass 2de dl An nd ‚ donc 
d 1—a?\? daalde le bt 1 dy 
— ET TE == dij == EE re 
a 14? k: DR 2 Ly V(l—=g?)  yYV(L—y*) 


Quant aux limites, il faut d’abord nous assurer sil y a peut-être un maximum on un minimum 
pour y entre les limites de z. Parce que pour dy =— 0, on a 1—a® = 0, il y a denx telles va- 
leurs de 4, correspondant aux valeurs +1 et —1 de 7; mais comme ces deux valeurs ne tom- 
bent pas entre les limites O et 1 de z, on n'a pas À y faire attention ici. Aux valeurs limites 
0 et 1 de z correspondent les valeurs O et 1 de y; donc: 


is Za lata nj fl , gant 2E ei! 
je ĳ Arn je PE SE dl Lenin le De) E) ev(l=e) 
0 Ë 


En (a + n)pni—l : 
Sa mek Ton | gen +1 reen) 5 [54]... (151) 


45%, Dans Yintégrale 
SS | ens ((—) } de 
\ T 
0 


avec oo et O pour les limites de y; alors on a aussi: 


‚ done dy = — 


faisons © = Si 
y 


= lm 


[53] Cavcny, Cours d'Analyse. 1e Partie. Paris. Degurr, 1821. (XVI et 576 p. 98°.) Note 8, p. 5öl, 
lindique comme résultante de la formule (12), page 235. 
(54) Senrömtwen, Beiträge, Abth. 3, $ 14, 
Page 136, 


ET METHODES D'EVALUATION DES INTEGRALES DEFINLES. H.L 2.N°. 45*, 46. 
b 


en din do 


at1 (a - n)2nj—l 1 \ 2 
Ee 55]; 
0 ]2n/1 (: [ 5] â 


1 Il 
Mais on a: g2atl == + 7 
x 


xp2atl 


done par la substitution de cette série: 


ANN 
9 0 


gel (a - IE 1 b 1\2 1 AfZe ZE 
- EZ á JanL 2 e=) ets) e=) © 
0 


Quoique à présent la réduction nous ait fourni une intégrale plus compliquée, il nous sera facile 


1 1 d, 
de la simpliter. Car si nous y supposons # — — — 4, nous trouvons b — el dij (e +- de =— dy, 
© 5 


et alors les limites de y seront — w et + oo. Or, comme dy ne s’annule pour aucune valeur 
de w, il n'y a pas de maximum pour y,‚ et nous pouvons sans crainte faire usage de cette substi- 
tution dans l'intégrale, qui entre au dernier membre de \équation précédente; elle devient dès-lors 


Í fy) yer dy. 


Mais on peut diviser la distance des limites en deux autres de — » à 0 et de 0 à oc: lorsque 
dans la première de ces intégrales (aux limites — ao et U) on prend y négatif, elle devient égale 
à la seconde, de sorte que l'intégrale depuis — oo jusques à + oo est double de celle-ci. Donc 
on a enfin: 


: 1\2 al jan/—1 
[eer (e=) la ='E Sp Gen [re GOE ater ao (152) 
x 0 12/1 k 
0 


46. Lorsque nous traitons l'équation (105), qui peut s'écrire ainsi: 


leed 


par la méthode, employée au Numéro 44, la différentiation par rapport à q, a fois répétée, mous 


de LR d dr 
Er [fe+evoo zen 
Vp Aen 


0 


donne: 


[55] Caveuy, Cours d'Analyse, Note 8, p. 551, Form, (9). 

[56] Cavcuv, Exercices de Mathématique, 1826, p. 54. 
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1 
pee de _ 1 f° de deflrt2vpg) 
sl bloe) Er De ee 


0 
mn m3 Tde 1 bd Ae (2v p)e=r dan).f(o +2 V pg). 
Vp} vert o gn/2 Wgetn (d.(e 4 2 pg)’ 
puisque À 
EE APC NGB an, 
à (d. gj _ (d2 Vpg”" ze {de +2 A 
once 


(153) 


a 1 
ren she 
la aje 


z il 
VP o ) (tvp f {dled2ypgpjer ve 
0 


Pour effectuer la différentiation de la formule citée (105) par rapport à p, il convient de changer 


1 
q en p et réciproquement. Mettons en même temps dans lintégrale du penn membre — au lieu 
y 


— dy 
de z, d'où dr = 7 an avec les limites oo et 0 de y: changeons ces limites, alors l’équation (105) devient: 


d 
MG Ee zijdes 


A présent différentions a fois à l'égard de p; cette diflérentiation aura dans le second membre le 
même résultat, que produirait dans EE dernier membre de I'équation (153) le changement de p en q 
et réciproquement: dans le premier membre on acquiert un facteur #%. Done on aura: 


q\ _n 
En de. + ae 
/ jes 2) aad =(Ä) ja 1 > Ee Pdlem.f(aH2vpg)ede 4 (154) 


0 falve£)N area re ERVE Ve 
z 
‚47, Dans la Partie III, Méthode 22, N°. el on trouve: 
2 
| “ta—zpooe ton jd af e= (bn Hye H(2ba— giet — 
0 
Ubel — (gij (giet. 
On peut faire usage de cette formule dans le cas, où une fonction quelconque f(«) peut être 
développée suivant le théorème de gens Een de 


ij „kt 
JOAO OEL Efe OH foe) = B DO fes 


d'où: 
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la) (0) + POOH Ef) tit if a) + Ef Doe 
iS 


= gak Ng 
== Sd k)(0w) + nne): 


, 1 
Car alors on peut multiplier cette formule de part et d'autre par ar fet (0), y changer a 


en 7, sommer les résultats de n=—=0 jusques à n =—=k— 2; et puisque (n JL) == Intl, il 


viendra : 
\ 


br k2 yn (° de gpi2(2ondeijnt! 

5 7 >, rs (7 +1) == nT DE nl) 
U(L—2p Cos. atp*)dz B nn (0) rf EN de TET FED (0) H 
0 0 


kb wijkt Ptn IE ka G= en 
ee I) © = TNO Ne en 1 3 
Er let jean Wren 2 ar CET JD (0) — in ER en 1 (0 At wo}; 


ou par la série citée de Macraurin: 


2 207 
sne )def («) hr (l2p Cos.atp* jar [5 BE Eft EC a) ft vo} e 


0 
(2b7r) 
of Bern ree nd 
0 
0 
Rbrereijk en 

lk A nebe) fe fte] 

Li) 


k_22br) ntl 
2 (f(b) f(0) 2E RS fe+1,0 parse zede ijlde zij faij fil — 


0 


Dd f , 
Se A Í anal + (2bar—ijkfk) (o(Lbn ri} — 
"0 
— (wijk) (Pi) — (wijk f (—ozij; (155) 
où on a introduit la valeur, trouvée Partie III, Méth. T, N° 11, de Yintégrale 


ED il 
ent dg) 
Cm Le Pp 


0 
Sous cette forme l'équation (155) est exactement vraie; néanmoins elle ne pourra servir que lorsque 
les intégrales, qui contiennent k, s'évanouissent avec une valeur infinie de k [57]. 


4 
[51] Horee, Journal von Crelle, Bd. 40, S. 139, où pourtant la déduction n'est ni complète, ní 
rigoureuse. 
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$ 3. THÉORDMES GÉNÉRAUX. 


48. Comme c'est notre but de parcourir autant que possible toutes les méthodes de réduc- 
tion, employées dans la théorie des intégrales définies, il n'est pas inutile de prendre ici une autre 
voie dans la discussion, et d'envisager cette partie d'un point de vue plus général; on verra dans 
le cours de l'exposition que plusieurs des raisonnements précédents s'y rattachent, ou en découlent 
facilement, quand on les prend de ce côté-là: néanmoins il valait mieux les laisser à la place 
qu’ils occupent, afin de mieux faire ressortir la diversité des méthodes. 

Tei nous regarderons les fonctions intégrées comme un produit de deux facteurs, dont l'un 
reste constamment arbitraire, tandis que nous supposons à l'autre divers développements: ainsi Fon 
réduit des classes entières d’intégrales compliquées à des sommes d'intégrales plus simples, et en 
dernier lieu enfin à des séries ordinaires ou à des séries doubles. Cette manière de voir se trouve 
exprimée dans la formule 


b c b 
[forma Zer f rereman eh Dede er ot GEENEN 


On 


mais cette réduction est soumise à quelques conditions nécessaires. 

En premier lieu, quant au développement de p(@), c peut être un nombre finì, ou bien linfini ; 
dans le premier cas c'est une série finie que nous avons À considérer, dans l'autre c'est une série 
infinie. Tuorsqu’elle est infinie, il faut qu'elle soit convergente pour toutes les valeurs de «, situées 
entre les limites a et b de r, puisque autrement il ne serait pas permis d'en faire usage dans 
Yintégration entre ces limites. En second lieu, dans le cas de c infini, Pexistence de l'équation (156) 
exige, que la série des termes après les intégrations soit encore convergente: autrement l'on ne pourrait 
considérer une somme de ces termes comme la valeur de la première intégrale. Lorsque au contraire c 
est un nombre fini, il n'est pas nécessaire ici, ni dans le développement supposé, de faire attention à 
la convergence, puisque alors les deux séries sont finies. On a vu que la série représentante de p (e) 
devait converger entre les limites a et b de wr: pour ces limites elles-mêmes la convergence n'est pas 
toujours nécessaire; en effet il peut très-bien arriver, que dans un tel cas Yintégrale à sommer 


rb 
| (). y (w‚n) dr, acquière pourtant une valeur finie déterminée. 


L’équation (156), comme théorème général, donne lieu à plusieurs théorèmes spéciaux, où 


"b 
il faut distinguer trois cas, qui peuvent se présenter: ou l'intégrale | re. z{v,n) dr est immédia- 


\ 


b 
tement connue, ou elle est réductible à l'autre plus simple [re 7(r,0)de; ou enfin le déve- 
a 
loppement de g(x) peut se faire d'après le théorème de Macraunis. 
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49, Dans le cas, où on connaît tout de suite lintégrale 
L 


b 
[roue ON li ee eol Had Beoiorn ao oon © (b) 
a 
la formule (156) devient : 


b c 
[re MOURN GA Ae da 0 ol prate er Dr Mo (157) 
0 


où naturellement le développement (a) est sous-entendu. Plusieurs cas de cette équation sont 
remarquables; ils diffêrent suivant les formes différentes de la fonction y (w,‚n). 

Soit (z,n) =— a”: alors en séparant le terme premier de la sommation, qui quelquefois a une 
autre forme que le terme général, nous aurons: 


b b e b 
[rome — afromen | rama; REE (158) 


c 
lorsque SpA IAN DTE ee gn eeens AURA (c) 
1 


Pour qu'on puisse faire un emploi utile de cette formule, il faut connaître les deux intégrales 
définies 


b b 
[re de et jr ande; 


ef il y a beaucoup de cas où cela a lieu. 
Applications. Soit f(o) —=e-t”, a—= 0, b ==; on sait par Méth. 38, N°. 2, Méth. 4, N° 7 
et Méth. 3, N° 7 (Partie III) respectivement, que: 


00 5 je 00 5 1/2 0 7 it 
Er de == n, et ande == n, et antldr —= ll, 
2 gnl gnl 
0 o ij 


- 


D'abord on doit observer ici que la valeur de l'intégrale, pour une valeur générale de n, diffère 
te) o El 

selon que » est pair ou impair; dès-lors il faut séparer la sommation en deux parties, dont lune 

ne contient que les ” pairs, l'autre au contraire les ” impairs, de sorte que lon a: 


b b c b c 5 
[rens md =S a fre de 4 2 Aon jr wonde + TE Aoi | f(e)a?r=lde; ... (159) 
1 1 
a a u 


a 
où c' est le plus grand nombre entier contenu dans 4 c; (avec l'équation de condition (c).) 
Une telle séparation de la sommation se présentera encore souvent dans la suite. 


Pour Papplication actuelle, cette Équation donne: 
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5e L/ c'+1 1 
|ror ding PA Eat Ela rt An En 
0 
1 c' 1/2 c+1 Jr’ 
in vr la, En e+ 5 Aant on En: [58]... (160) 


\ 


Lorsque à EE SenE la série (c), qui représente le développement de p (wv), est telle que tous les 
coefficients à lindice pair Aa,, ou tous ceux àÀ indice i Impair Aon — s'annulent, alors les sommations 
correspondantes sévanouissent et la formule gagne encore en simplicité. - 

50. Soit encore f(z)—=aP—l Cos. «, ou f (r)—aP—l Sin.a: alors on trouve P. TIL, Méth. 18, N°. G 


lee oo 
| orrcoovar ro) Can zp : | "Snader 0) Sin Apr pl 


0 
done on a aussi: 
on p+n Ke ptn 
apn=l Cos, rde —T (p + n) Cos. ( 5 | ) | aptn—l Sin zdz =T (p + n) Sin. E En ‚); 
0 0 
mais ici 


án An-2 An +1 An +3 
eed cul nn |= — Cos. } pr, —Cos. dn ed = Sin; pr, 


den dn 4-2 Ang-l An +3 

Sin. ee 7 |=— Sin. ZE =Kin. tpm, Sin. EBA =— Sin. tn == Cos. } pr, 
2 2 2 2 

et encore T(p 4) =p"! T (p), d'après la théorie des facultés numériques. Ici donc il faut de 

nouveau distinguer entre les cas de » pair et de x impair, et par conséquent séparer la sommation 

en deux parties et faire usage de la formule (159): ainsi on a: 


7 


c' 
jo ap los. ede = AT \p)Cos. 3 pre JE Aon(—1" Cos} pr. pl Tp) = hi (—1)" Sin} par. p2r— Ul f(p) 
A 1 
c' ec +1 
=r(p)Coet pr |A HEI Aap tr (p)Sin pr BIA pre. (161) 00 
1 
ed c! N 


free sinas = A (p)Sin. 5 pre HZ Aanl—1)"Sin. pr. pr T(p) + = reef (—1)"-1 Cos. 1 pr. per UIT (p) 
1 
a) 


cr ct+-1 
== T(p)Sin.t pr. la o HE rangen —r(p)Cos.! pr. 2 (— 1) Aon—1p2"— It, [59](162) 
1 1 k 


Lorsqu'on multiplie ces deux équations respectivement par Cos.}pz et Sin. pm, et qwon prend 
la somme des résultats, les sommations par rapport à Aop—j se détruisent et il reste: 


[55] Fautive chez Boxcomraaxrt, Journal von Crelle, Bd. 25, S. 74, 
[59] Boxcouraarr, Journal von Crelle, Bd. 25, S. 74. 
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fre zp=lCos.(Lpa—x)de =T (p) la, — 5 (— near) dn (163) 


0 

Lorsque au contraire on multiplie ces deux équations par Sin. tpor et Cos. tpar respectivement et 
qu'on en prend la différence, on élimine tant la sommation par rapport à Aan qu'en même temps 
le terme A; il vient alors: 


0 cl +1 
| p(e)ar—! Sin. (Jpr—2)de =T(p) Z (—1)P Aan pit-ll „....e. (164) 
1 
0 
51. Pour f(x) — ez oP! Cos. et f(a) —=e4f zP—1 Sin. ‚la Méth. 18,N°. 3, P. III. donne : 


0 E (»)\ Cos. nà 00 F (7 in. 
perar Cos.vd — dd | e 1E aPl Sin. dy = help 
GET 40) Ô Gl 


0 


‚ où À — Arccot. q; 


done de même: 


Í L praptniOos ade — Emcee (pF rd} 


T(pHn)Sin. {(p4-1)2} 
(LH qr) 


ee) 
‚ fettartnl Sin. ede — 
ed ae 
0 


0 


Tei il n'y a plus de distinction àÀ faire entre les cas de ” pair et de x impair; aussi l'on peut tout 
de suite employer la formule (158); donc, puisque FT (p +) — p"1T (p) [60]: 


P Elp) Goe pi EE nll Cos. /Ö 
Í g (mer rpl Cos.ade = A, HEP, An GR Up km) 4} —= 
OS (LH gft) 
0 
r (p) € _p”/! Cos. {(p + n) Â} 
== en A, Cos.pd + 2 n{U65) 
pp Wetering je 0 
a E T (p) Sin. p à ce F (p)p/! Sin. {(p + n) À} 
‚(ar Am ANT 5 ES 
from Sin.xde == A, O4) hin OTE) 
0 
r { c "ft Sin. À 
À men {Ao Sint ZA ak (ptn) J} Oe (ee) 
(+ g°)fP 1 Enk de 
Maultiplions ces équations respectivement par Cos.pÀ et Sin. pÂ, et sommons les résultats, alors : 
# T (p) &, ‚pril Cos.n 1) 
z) edt ap! Cos. (a —pd)dae =S JÀ SN en eo (LE 
froemermtonraviden a eh arg gn) « « C60) 
0 


De même multiplions-les respectivement par Sin, pÂ et Cos. p À, la différence de résultats nous donne: 


e . T(p) £, pril Sin.nÂ 
PDE an (PIE Anne mgee ges 168) 
! | DET apr Er 


[60] Boxcomraexr, Journal von Crelle, Bd, 25, S. 74. 
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opl — gil 
lx 


1lap—l_—ggl Uapl — gl 1 gpatn—l …— ggn n 
Tie donc en del, 
lx q la î Lr gn 


52, Enfin supposons f(z) — ‚ alors on trouve Partie III, Méth. 10, N°, 5 


0 


lei le théorème (158) donne pour les limites a — 0, b—= 1: 


L opl 4 \ 4 
y(e) rn + lee robe: Zradee (169) 
(Ne gn 
0 
53. Retournons au Numéro 49, et supposons À présent. (& , 1) — Sin” ou y(t ‚n)= 
Cos z. Puisque en général les intégrales définies, dont il faut faire usage, ont des valeurs difë- 
rentes selon que les puissances des Sinus ou Cosinus sont paires ou impaires, il convient de les 
distinguer d’avance. Ainsi soient: 


c E \ 
Pi (z) == Be + e Bo, Sin.2n g ’ et Pz (ar) mn Gi J - Can Coso, 
ou Pp, (wv) == E Ba Sinn 3 Our, (1) == Ean Cos2n=l ; 


où Pon suppose toutes ces séries convergentes entre les limites a et b de #: dès-lors le théorème 
Pez 5 0 ei 
général (156) devient ici successivement: 


fr (z)de = B, fr de + Ss fre ndr et (170) 
1 
b Cc 
[ron (2de = mn Ban— frs Ar pat ara ee (171) 
fran. (w) de =C, fr de + = Can ro COR ed er (172) 
LI “ 
jr Py (z) aj mt fre Gos nnen. Ate vel eens (173) 
1 


Ces théorèmes peuvent nous servir, aussitôt que les intégrales sous les signes de sommation sont 
connues: dans le cas des formules (170) et (172) il faut encore connaître les valeurs des intégrales 
hors de ce signe. 

hp Sten On trouve Partie III, Méth. 3, N°. 5, les intógrales définies ; 


[61] Kumaer, Journal von Crelle, Bd, 20, S. 210. 
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Ke La? 12 (37 geerte iz 2 
fieenooottear= == ‚[S 2atlw.Cos.Bxde == [Sie ap.Cos Harde 


gab/2 2 Laa (a 1)P+12 
0 0 0 
et encore: 
im Id 14/2 ad Jm gaf? 
| Cos2arde = | Sin rde = — El | Cos.2atlade = | Sin2atl zdr —= : 
ga 7 gal? 


0 
Or, puisque la première des intégrales citées est symétrique par rapport à a et b, on voit tout 
de suite qu'on aura le même résultat en mettant pour f(@) dans le théorème (170) Cos?ez, et 
Sin?ax dans le théorème (172): car aussi les intégrales, facteurs de B, et C, deviennent égales ; 
donc pour a=—= 0, b= } zr: p 
la? 7 1/2 1/2 


ud Am ‚ 5 
Í Tt, (z). Cos2aar da if P3 (z). Sin2arde — B, En 5 ze 2 Ba, Ft 5 


2 \2e/2 = Ba, gatnlef 


Pareillement la deuxième et la troisième des intégrales citées, appliquées aux théorèmes (171) et (173), 
dans la supposition de f(x) — Cos?aa et f (+) — Sin?ax respectivement, donnent aussi le même 
résultat; par conséquent : 


A7 17 $ c In—l[2 Jal2 mh 
Í py (z). Cos Urd == Ps (z). Sin2a ada == nr Enk — lef? S Zn, Lan? 55 (175) 
0 
Lorsqu'on suppose que f(z) a les formes Cos?atle et Sin?atla dans les théorèmes (170) 
et (171) respectivement, la troisième et la deuxième des intégrales nous apprennent que les termes 
à sommer acquièrent la même forme: de plus les intégrales hors des sommations ont encore les 
mêmes valeurs, donc: 


iT dl gal? c gaf? Ini? 
Í py (z). Cos2atlede —= | Pz (mz). Sin.2atlz da — B an Bonen 
Ddl 1 


0 3a/2 Latn+-1/2 
0 0 
Ba, 
—= Qa/ ‚(Bo Ei ee er (ÂS106)) 
? Îaer 1 (2n + Iet? 


Eufin par l'intermédiaire de la troisième intégrale citée, on verra que les suppositions de 
f(a) — Cos?atly dans le théorème (171), et de f(x) = Sin2atlp dans le théorème (173) don- 
nent toutes les deux: 

Zaj2 


id DS c 
5 2a+1 == 2at1 ee Ee aas É 
| po (w). Cosa! rde fre ). Sin. ul EB e mei „2 ee mene 


ü 


Les théorèmes (174) à (177) sont doubles, mais on n'a pu y donner à chaque paire d'intégrales Ja même 
valeur qu'en mettant les coefficients B, au lieu de C‚: done quand on cherche la valeur de la seconde 
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des intégrales réduites dans chaque théorème, il faut prendre la peine d’y substituer C, au lieu de B. 
54, Soit dans les intégrales (170) et (171) e-P? la forme de f(x), et soient O et oc les 
valeurs des limites a et b; alors, puisque suivant Partie III, Méth. 3, N°. 9: 
ao 12e/1 
e-Pr Sin2arde — mnd — —, 
p(@° Ap) (4 Ap) lat Hp?) 
<o ]2a+1/1 


frs varn _ = menen : 
(12 4 p2)B24-p?). {Ra + 12 4p) 


0 
et quencore suivant Partie II, Méth. 1, N°. 9: 


Bi 1 
| erde, 
p 


0 
on trouve: 
ee q B 1 SB 122/1 
p, (w).e Ptdr=B, — + 2 == 
| op TODT) (AT Hp) (dn + p*) 
2 | + EB ig (173) 
=== 9 E ER nen 
pl UR Hp) (4? Hp?) (dn? sn 
Ke) c } 2211 
Pp, (ze Pd SS SS Bon = ae LOR A teen 179 
| 2 (2) TT rp) Hp?) (en 1)? + p°} En Che 
Puisque la valeur de lintégrale 
| e-Pz Costa de 


"0 
implique des sommations, on obtiendrait en Yemployant dans les théorèmes (172) et (173) des 
sommations doubles, qu'il ne serait pas à propos de calculer ici. 
55. Lorsqu’on suppose que la fonction p (w,x) soit de la forme Cos. ns, ou Sin.n sa, c'est 
à dire quand on a: 


c c 
P(A) =D, HS DuCos.ner , melt) En Sin.nsn,........k (e) 
1 1 


et que ces séries restent convergentes entre les limites a et b de z, alors on a au moyen du 
théorème général (156): 


[ro Ps (w)dr =D, [ro da + = D, [ro COEN st din, etek (180) 
1 
4 a k a 
| f(«). po (w) dz = B, [re NAS IAA rees een. (181) 
1 


[62] Senrömiren, Grunert’s Archiv, Bd. 7, S. 38. 
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Pour Yapplication de ces théorèmes, il faut que les valeurs des intégrales 


b b b 
[ro de, [re Cos.nsadr, [re Sin.n se dr: 


a ‘a a 


soient connues: or, c'est ee qui arrive dans un grand nombre de cas: done nous pouvons nous 


A 


attendre ici à plusieurs 


Applications. Soit en premier lieu f(w) = 22) et f(z) = ERA) dans les deux théorè- 
mes respectivement, et soient O et so les valeurs de a et de b; alors on trouve Partie [IL, Méth. 
1, N°. 3 et Méth. 18, N° 8 les lane définies, dont il faut faire usage ici: 


2 qd a f°qCosnsrde 7 Een PrSinnserde 7 
== me p A NS == == ens . 
ge Het? 2’ ge dr? 2 q° da? 2 2 

0 


donc les théorèmes (180) et (181) deviennent par cette supposition : 


si gde TT nm Ce 
| Ps (x) za Pr — En sed nlt E Daer == 2 T De IS Nen ojee ele (182) 
0 

a md TERS 5 
[ree Vr En) = geben 5 ROE DOUG at 0, AMES EARN (183) 


7 
où dans la formule (182) nous avons admis le terme 5e sous la sommation, qui done doit 
commencer par la valeur zéro de ». 
Ren Ee 7 ee : NTS 
Soit en second lieu inversément f(z) — ren et f(z grt dans les deux théo- 
rèmes (180) et (181), avec les mèêmes ei O et oo pour a et b; alors il faut chercher les 
intégrales définies, dont nous avons besoin ici, Partie II, Méth. 1, N° S et Méth. 18, N°. 9 


® rde x Cos.nsada 1 d / 
Weeen ra 
0 0 


EN 


jj 
annet RE 


0 
et lon trouve par les théorèmes cités: 


ie vd (184 
Kn CMO B Deng IE OG EEROED 010 ) 
ij gdz 1e 
| « () 7: TE Ales {engs Ei. (nqs) —er9s ki. (—nqs)} «… (185) 
0 
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La formule (184) nous aide peu: on en peut trouver pourtant une autre plus utile, qui lui cor- 
respond. En effet soit une fonction 


c' 
br Aten EES MR ne (f) 


telle, que le premier terme D, en est égal au premier terme du drsloppenes de gp, (we) dans les 
formules (e): alors on a: 


pz (1) — eg! (£) = =D, Corner ED Cos.ns' z. 


Lorsque à présent on emploie cette eh la cause qui donnait un résultat infini, c'est-à-dire 
le terme isolé D,, n'existe EE dès-lors on trouve: 
EE: 
jp {os (©) — @'s (2)} 7 —= — ED, (erss Ei (—ngs) ergs Ei (nqs)} + 
en 2 1 
JC 
=H z= Dn {eas' Ei(—ngs!) Jena Ei(ngs)}...... (186) 
1 


56. La considération de la manière, dont les intégrations s'effectuent ici, nous fait voir que 
dans les valeurs supposées à f(«) on aurait pû admettre aussi un facteur Sin.prx ou Cos.pa, et 


Sin.pa 
qu’alors les formules obtenues seraient du même genre que les précédentes. Soient done À : er 
q x 
q Cos.pa ; A 7 
et ———— successivement les valeurs de f(z) dans les théorèmes (180) et (181), et soient a et 5 
q° + z? 


A 


de nouveau 0 et oo. Les intégrales Àà employer ici se trouvent évaluées Partie IIL, Méth. 9, 
N°. 18 et: 17: 


| Ei = [eren Ei {q(p + ns} — elptns4 Ei {—q (p + n s)}] + 
1 
+ 7 eerde Big (p— ns} — erna Ei —q (p —n5)} | 
1 
Te [est Ei (a (p—ns)} + ers Ei {q (p 4 n9)] — 


— ren [est Ei {—g(p Hns)} He" Ei (—q(p—ns)} Js 


“qSin.pe.Sin.nsede 7 
sith == 7 ePI (e“s4 — eMSQ) , pour ns Zp, 
0 
7E 
Ei (ePI — e-PI) e-"S4 , pour ns >p, 
7E 
== rl Sin amai) ‚ pour ns =p; 
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ded er eee 
gehe? 4 


| 


7 
5 (era H- e-PI) "st __, pour ns >p, 


(1 + e?P1) ‚pour ns — p; 


C Si d; 
| q 08. PZ. in. nst © — [e (pans)g Ei. {aq P+ + ns)} — elptns)g Ki, {— g(p + n s)} | ns 


1 . % 
Ee [eer Ei. {q pn s)} — e(p—rns)g Ei. {— qg(p—n s)} | 


Ke 7 epa [ersa Ei, {q(p —ns)} — erst Ei (q (pH n5)}|— 


ge : 
me e-P1 [ess Bi {—q(p Ans} —e "Ei {—q(p—ns)} |. 
Il faut encore y ajouter les intégrales citées au numéro précédent: 


PgSin.pedre 1 À Er 
en = — {e-P? Ei (pq) — #1 Ei (— pq)}, == 
qe? 2 le 2 

0 Ki) 
Lorsqu'on veut appliquer ces intégrales définies aux théorèmes (180) et (LSI), on s'apergoit faci- 
lement que dans les sommations il faut surtout prendre garde à la valeur de xs — p, aussitôt qu'il 


ee ped, 


s'agit de la deuxième et de la troisième des intégrales définies citées; car les valeurs de ces intégrales 
diffèrent suivant que la différence ns — p est négative, positive ou nulle, c'est-à-dire, suivant que 
la valeur de xs est plus petite ou plus grande que p, ou qu'elle y est égale. Toutefois dans les 
intégrales en ce cas-ci, les valeurs, qui existent sous les conditions respectives de ns plus petit 
ou plus grand que p, donnent toutes les deux, lorsqu’on y fait ns égal à p, la même valeur que 
celle, qui vaut pour ns égal à p; c'est-à-dire que ces premières valeurs valent pour les cas res- 
pectifs de ns <p, et de ns”>p, de sorte qu'on peut considérer la troisième valeur pour ns —p 


sous-entendue arbitrairement dans une des précédentes. Dès-lors il peut se présenter dans ces som- 
mations deux cas différents: ou xs est toujours plus petit ou du moins pas plus grand que p: alors 
la différence ns—p est toujours positive, et la seule première valeur des intégrales en question doit 
servir dans les sommations; (pourqu’il en soit ainsi, il faut que la plus grande valeur de ns, e'est- 
à-dire es, soit 0) — ou ”s peut devenir plus grand que p, c'est-à-dire que sa plus grande 
valeur cs est plus grande que p: soit alors p= ds + p', où d est un nombre entier naturellement 
plus petit que c, et de plus p' plus petit que s; ou en d'autres mots supposons que s soit contenu 
dans p un nombre de d fois, et qu'il y ait encore un reste p': dans ce cas il faut diviser la 
sommation de 1 à e en deux autres, dont lune va de 1 Àà d, pour laquelle on a toujours xs 
plus petit que p, et où il faut done faire usage de la première valeur des intégrales définies en 


question; et dont la seconde va de d+ 1 À ec, pour laquelle au contraire ns est toujours plus 
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grand que p‚, et où donc la seconde valeur des mêmes intégrales doit être admise. Dans le cas 
où p serait exactement égal à ds, la discussion de la sommation resterait la même pour les for- 
mules que nous considérons ici: il est bon d'insister sur ce cas particulier, puisque nous verrons 
bientôt auprès d'autres intégrales définies, que l'on sera conduit à un autre résultat, dans ce cas 
de p exactement égal Àà ds. — Toutes ces discussions ne sont pas nécessaires pour les autres 
intégrales définies, puisque celles-ci ne changent pas de forme ni de valeur avec le signe de 
Pexpression ”8—p. 

Lapplication de ces considérations nous donne à présent les formules suivantes comme résultat 
de Yapplication des intégrales définies citées aux théorèmes (180) et (181): 


Si d 1 
Ä ps (@ eee = EE Do [ere Ei. {q(p—ns)} 4 ere Ei, {9 (p + ns)} | — 


0 


— 5 iS Da [ers Ei {—q(p ns} Hert Ei {—q(pns)} | 
0 


il 6 c 
= ze rED. ent Ei {q(p—ns)} — evt Doe-nsa ki {q(ns—p)}, . .. (187) 
—c ' 4 


2 ‚Si d. c 
| Pe OET lies Lr B, (ers — e-—750) , pour p zes NES A EEEN MN NE (185) 
zE d 
== nk en EX aen (e”ST — e-7S0) zl ee x Be" — 
dl 
De d d 
== — (eP1 — e-P1) ZE. erg — EPI re ers HE  EnP4 ere BRT ie sr 183) 
4 0 d. 4. 
» n 8 Nt Ee P <t gan 
‚prat 
| Arn 7e er ED (oen hee) spone’ p erdee de Te (190) 


7 7E d 7E E 
== =P HJ —ePI ED, (759 J erS1) J (CPI HPI) E DjeU = 
2 4. Rell 4 d+-1 


7 8 71 d 7E d 
== zer an 77 era 3 Dy est + AT Dresden (AAE) 
0 0 0 


pour p= ds Hp, pls, de; 


zi ‚pad 1 € 
| Pe rn =— An [erst Ei {q (p —n8)} — erst Ei {q (p + ns)}] — 


u 


1 c 
en era ek [ev Bi {—q(p 4-ne)} — or Ei {— 7(p—ns)}] 


== Ee nimeer ns gE aeB {1 (ns—p) reps (192) 


jourva qu'on change D_, en Da, B_, en bi 
Ì 3 
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Quant À la réduction des sommations, il faut remarquer que dans les formules (187) et (190) 
on a tout de suite admis le terme solitaire sous le signe de sommation, ce qui était permis 
dans ce cas; en conséquence de cette admission les sommations à présent me commencent pas à 
n 1 mais À la valeur zéro de n. Dans les équations (189) et (191) on a transformé la som- 
mation de d+1 à c dans la différence de deux autres qui vont de zéro À c et à d respectivement : 
de plus dans Y'équation (191) le terme solitaire a été admis dans la sommation de Ll à d, pour 
laquelle il vaut pour la valeur zéro de #, done par suite cette sommation doit commencer à zéro. 
Dans les sommations de la formule (187) on observe qu’à un terme quelconque répond un autre 
pour n négatif: done au lieu de sommer les deux termes de 0 à ec, on peut tout aussi bien n'en 
sommer qu'un seul de —c à Hc. Cette transformation ne vaut plus pour Péquation (192) parce 
que là on n'a pas wie somme mais une différence de deux termes correspondants; cependant on 
peut obvier à cette diffieulté par l'addition du facteur nt: qui devient négatif pour des 
valeurs négatives de n: le terme correspondant à la valeur zéro de „ doit toutefois disparaître du 
résultat. Ainsì les sommations obtiennent uniformément la forme la plus simple. 

57. Mais on aurait pu donner à f(e) dans les théorèmes (180) et (181) successivement 
„Sin.pe _ xCospa 
es valeurs er et + ze e 
usage des intégrales définies, Évaluées Partie III, Méth. 9, Ne. 17 et 18: 
ie Sin. pe. Cos.nsade 


get 


t cela Àà bon droit et avee le même succès. Alors il faut faire 


7E 
ge {enst Jesi} , pour ns Sp: 


Û 


TE 
—= — (ePU—ePIje "SI __, pour NS > Pp; 
4. 


7 
= Aan ‚ pour ”s =p; 


% Sin. px. Sin, nseda == as 1 (err) Et. le q (p — N s)} End e—(p—ns)q Ei. {a (p id s)} | + 
dr sel 4 


En : [endo Ei {—q(p Hxs)} + etna Ei, {q(p + n5)}| 
1 1 f È 
mi eraf ensg Ei{—q(pt-ns)} erst Bij — q(p—ns)} | ar e” PI [ers Ei {q(p—ns)}—e"s1 Ei {q(p+ns)} |. 
go 
„px. Cos. ze 
| ze RE = — 7 [elr—rds Ei {—q(pns)} Herd Ei, {a (p —n5)} Í — 


— 7 [ets Ei {—q(p Ans} dept Ei, {a (p + 5)} Í 


1 il î ; 
=— gelen {gp Hs} erst Ei Gn)}} geert {q(p—ns)} —e"s0 Ei {q(pns)} |. 
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Í Pe Cos. pr. Sin.nse de 


Pet == ii (erst — 751) , pour ns Z p, 


0 


= 7 er + e-PI) erst , pour ns > p, 


TT 
le epi ‚ pour ns =p; 


tandis que les intégrales définies 


PeSinpede 7 En a Cos.padz 
Ween 


To KU 


1 
mi {er1 Ei. (— pq) + et1 Ei. (p 9)} 


ont déjà été citées au Numéro 55. 
Tei comme au numéro précédent Pemploi de la première et de la quatrième intégrale donne lieu 
“ quelques remarques, en grande partie analogues à celles du numéro cité. C'est de nouveau le signe: 
de ns — p‚ qui doit nous guider ici dans les discussions, mais en contraste avec ce qui a été observé 
là, la forme pour la valeur ns égale à p ne se laisse pas réduire ici aux formes qui ont lieu, 
lorsque ns est égal à p; done il faut considérer ici quatre cas. Lorsque ns est toujours plus petit 
que p, alors il faut employer seulement la première valeur des intégrales définies: c'est ce qui 
arrive lorsque la plus grande valeur de xs, savoir es, est plus petite que p. Lorque cs est égal 
à p, il faut prendre la somme de la première valeur de 1 à e—l et y ajouter la troisième 
valeur de Tintégrale pour le cas de » égal à c. Encore ns peut devenir plus grand que p: alors 
il peut se présenter deux cas pour la valeur de p‚ savoir: ou p sera exactement un multiple de s, 
supposous- ds, (où done d doit être plus petit que c) ou lon aura p—=ds + p', c'est-à-dire 
que p est égal à un multiple de s, augmenté d'une quantité p', plus petite que s; tout comme 
au numéro précédent. Dans ce dernier cas il faut prendre la première valeur des intégrales en 
question pour la sommation de # l'unité jusques À la valeur d de zn, et au contraire, de z égal 
à d + 1 jusques à sa valeur extrême c, il faut employer la deuxième valeur de ces intégrales, qui 
vaut dans le cas de xs plus grand que p. Mais lorsque p est un multiple exact ds de s, il faut 
séparer le terme, qui correspond à la valeur d de x: dès-lors il faut sommer la première forme 
des intégrales en question entre les limites 1 et d— 1 de n, admettre ensuite la troisième forme 
pour la seule valeur d de w, et enfin Étendre la seconde sommation de n =d }1l à n — ce pour 
la deuxième valeur des mêmes intégrales. A l'aide de toutes ces observations, on obtient enfin par 
les théorèmes (180) et (1SI) les formules: 
ze Ni ek pede mn k 6 ee 
f voe Ps TEE = -e PIE e S Due sq e—ns0) —5 epi S Des? ‚pourp < cs. (193) 


6 


NK: 


“0 


el cl 


ri De (ersa Je—ns9) Deka, Deer PS 5 pa2 Do, e”“?,pourp —cs.(194) 
—c 


he 
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I 


8 zSin.peder 7 7 d mT c 
ps () TN Pp — Cd, De de PIE Dy (0751 J- 070) J- — (e-P1 — 71) E De 4 —= 
SI gee? 2 4: 1 4 dl 


| 


TT & 7E d JL d = 
T (e-P1—ePI) E Dre H ne ZE De 4 + ni > Dre's1, .. (195) 
0 0 0 


pourp=ds tp, de PS 
dei 


Jl C 
— ZePID, A—_eTPI ree „Dae Pt Ze ePI—PIE De I= 
2 4 4 dl ‚pourp—=ds, (196) 


dl dl Zl ; 
mT 7 c 

=—=— (e-P1— e?1) = Des ure — PIE De ”4 + Zen E Dr e!s1 + — Dg ek 
4 0 ARD 4 0 4 


0 Sin.prde 1 6 
| PoP Eri en [erst Ei {—g (p + 23)} —e "UE {Lg (p—ns)} | — 


— : e-P1 > En a Ei {q(p—ns)} — es Ei {q (p + n5)} | 


1 
== eni {q(ns—p)} GE E, ens1 Ei, {q(p—ns)},(197) 


er 
a zCos.pads 
| nn eget De [ee Bi {ap Ha) Heen Bi {ap — 0) — 


— gen > D‚ (ers? Ei. {a (p—ns)} + e "U Ei. {q (pFn5)} | 


Ì 1 
== ne E Dre "Ei La(ns —p)} — Zr ED, ensq Ei. {q (p — ns)} ,- (198) 


Ee aCos.paede 7 c 7 D 
N= eTPI SE) (eSI— CSI Fen EE e—nsg our cs;. (199 
a EE an ei ae een 
0 
a c—l mT 7 c—l n 
=P EP, (oSI — enS0) JB e-WI == —— eP1 TE Hy, €751 ourp==ecs;. (200 
4 À n{ ln c 4 n wert À Sol ) 


d c 
ME Eert — en) + z zette Eem — 


z 
4 
=i erpen, eZ Emoe jens, ensq,.. « . (201) 
pour p=dsdp, de, p oen 

= - epi ELN (erat — e1s0) + za pF -— zj (ersheri) > En erst | 


‚ pour p == ds, 


dl kn ds: 
== 5 (eP1 + e-P1) = B es4 — zz FS Ere" — d pr Bjorn Ea S 
0 


(202) 


où Dr == D,E ie En 
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Encore quelques observations sur les réductions, que l'on a faites ici. Dans les équations (195), 
(194) et (198) on a admis tout de suite le terme isolé sous les signes de sommation, parce qu'il 
pouvait y entrer pour la valeur zéro de x; done ces sommations commeneent à la valeur zéro 
de n. Dans les équations (195) et (201) on a transformé la sommation de d 41 à c dans la 
différence de deux autres, qui vont de O à c et de O à d respectivement; en outre dans la formule 
(195) on a considéré le premier terme séparé comme la valeur du terme à sommer, correspondant 
à la valeur zéro de x. Il en est de même dans la formule (196), tandis que dans les formules 
(201) et (202) les sommations de 1 à d ou de 1 à d—1 sont étendues À la valeur zéro de 
n, puisque alors le terme à sommer s'évanouit et par suite n'altère pas la valeur originale des som- 
mations. Dans les Équations (196) et (202) la sommation de 1 à d — 1 est divisée en trois parties, 


rd 


suivant Yéquation identique 


e c dl 
Dr enne 
d+1 0 0 


Mais on observe que plusieurs des fonctions sommées contiennent des termes, qui ne diffèrent 
que par le signe de „; dans ces formules, c'est-à-dire (193), (194), (196), on peut done simplifier 
Vexpression finale par observation, que l'on a identiquement, pourvu que f(z)=f(— n): 


h h —l h 
5 U) +f(—n)} = 2f(n) ee) = EE 
Ei es 
une fois, dans léquation un terme détaché venait se joindre de lui-même àÀ cette forme. En d'autres 


cas, comme dans les équations (197), (199), (200), une difficulté s’opposait à cette notation, les 
Z, # Pp js 
: 5 7 É 6 B 

teres étant liés par le signe —: néanmoins on a pu se servir encore là de cette transformation, 


sauf d'ajouter sous le signe de sommation un facteur qui done est positif ou négatif avec 


Det 
le signe de #. Il va sans dire que dans ces sommations, comme dans celles qui y correspondent 
dans les formules (187) à (192), les indices de D„ et de B, ne peuvent devenir négatifs, ou en 
d'autres mots que D_, et B_, ne sont autre chose que D„ et E„ respectivement. 

Ce qui a été observé dans ces deux derniers Numéros peut servir de guide dans des discus- 
sions amalogues; dans les méthodes où il s'agit de sommations, il faut toujours avoir égard au chan- 
gement, quì peut s'opérer dans la valeur des intégrales définies, employées en suite de certaines 
valeurs de [argument x de sommation (63). 

58. En vertu de ces observations on peut être plus bref dans l'application qui résulte des 
formules (180) et (181): elle ne diffère de celle, qu'on a étudiée dans les Numéros 55 à 57, que 
par la forme du dénominateur, qui au lieu de q? 42° sera ici q° —z?. 


Pour la supposition de f(z) — En de Nr) 5 respectivement dans ces deux 
qr? qa? 


(63) Il y a quelques théorèmes de ce genre chez BoNcomraaNt, Journal von Crelle, Bd. 25, S. 74, 
mais ils sont fautifs, — Voyez mon Mémoire, Verh. der Kon. Akad. van Wetensch. Deel 5, 
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intégrales, il faut employer pour les limites O et oo les intégrales définies, évaluées Partie LI, 
Méth. 9, N°. 10 


PgCos.nsvdr mT Or Sin.nsede 7 

EA es — Sin.nqs, n= — Cos.ngs, 
qe —t 2 gee? 2 

0 0 


et celle de la Méth. 2, N° 3 (Partie III): 


ener gid 
Í ee el 
qe? 
0 


et on trouve: 


be qd RG ; 
gs («) 05 > D, Sin ng Digi an. (203) 
gr 2 o 
oe ade ne 
Demm san GBE JE men oenige ke kende eenn Gelre (204) 
ge 2 1 
0 


Dans la première on a commencé, la sommation à la valeur zéro de z, puisque alors le terme 
général s'évanouit. — 


On peut ‘changer les suppositions de f(z): alors les intégrales à employer 


xCos.nsede 
| WE 7 Ci.(nqs). Cos.nqs+-Si (nqs). Sin. of 


0 6 


se trouvent Évaluées Partie III, Méth. 9, N°. 10. On sait en outre, Partie IIL, Méth. 2, N° 7 que 


dn L 
== 0, 
qe? 


0 
Done par Yintermédiaire des formules (180) et (181): 


‚Si d 
q zE nsade Ci.(nqs).Sin. gas (ns). Cos.ngs 
q 


me 


| Pe (© ze 25, {Ci (nq 8). Sinn q s — Si. (nq s). Cos. On ren (206) 


0 ; - 


Or, tout comme au Numéro 55, on peut changer la formule (205) dans une autre plus utile au 
moyen de la supposition (f): 
vdv 


| real 
EE 


Rij Kij 
0 


—= ED, {Ci (nqs). Cos.ngs + Si.(nqs). Sin.ngs} — 
1 


c' 
— ED {Ci (nqs'). Cos.nqs' + Sings). Sinngs}...-.- (207) 
1 
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Mais encore la considération au commencement du Numéro 56 vaut également ici: on peut prendre 
dans chaeune des formules (180) et (1S1) 

qQSinpa qCospr r«Sinpa : x Cos.pa 

he NE ed ie 


kj ’ 
qe —e? qz? qa? q° —a? 


pour la valeur de f(x): cependant de ces huit suppositions il en y a quatre qui donnent des 
résultats assez simples, tandis que les quatre autres donnent des sommations, contenant deux fonctions 
Ci (nqs) et deux autres Si (nqs): elles deviennent done assez compliquées, et comme leur déduc- 
tion n'est pas plus difficile que les formules précédentes de ce Numéro et qu'elles ne donnent pas 
lieu à des eonsidérations. particulières, nous nous contenterons ici des quatre premières substitutions. 


Cos.p a qSin.pe 
Commengons par supposer q 4 


respectivement comme les valeurs de f(z) dans les 
oe q2—a? 


deux théorèmes (180) et (181); alors les intégrales définies 


®g Cos. pa. Cos.ns a mi 
Í A zmpg. Cos.qns, pour p ns, 
gt 


0 


= 7 Oos.po. Sin.qns, pour ps, 
zm . 
== ze 2pd ‚ pour p= ns, 
®q Sin.p «Sin.ns: 
/ ee — 3 Cos.pg- Sings, pour p > as, 


0) 


VL 
== zin. pg Cos.gns, pour p Zus, 


7E . 
rh an ‚ pour p= ns, 


évaluées Partie III, Méth. 9, N° 19 doivent être employées. 

On s’apergoit tout de suite qu'en conséquence des valeurs différentes de ces intégrales il 
faut prendre garde aux valeurs que peut acquérir la différence p —ns, selon quelle est positive, 
négative ou nulle; mais en même temps on voit que ee dernier cas, où p est égal Àà xs, peut se 
déduire des deux valeurs précédentes, où p est plus grand ou plus petit que ns. Dès-lors il faut 
distinguer quatre cas auprès des sommations. Premièrement soit la différence p — n s toujours positive: 
cela aura lieu lorsque p est plus grand que cs; dans ce cas il ne faut employer que les premières 
valeurs des intégrales définies citfes. En second lieu soit la moindre valeur de p—ns zéro: c'est-à- 
dire, soit p égal à cs; alors il faut Également employer ces mÔmes valeurs. Enfin p peut avoir une 
telle valeur que la différence p— ns est tantôt positive, tantôt négative: alors il faut faire usage 
tantôt de la première, tantôt de la seconde valeur des intégrales citées; pour en décider, suppo- 
sons que le plus grand multiple de s, contenu dans p, soit ds, d'où il suit que d doit être 
plus petit que ec; alors il peut encore y avoir ou non un reste p', toujours plus petit que s. 
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En premier lieu lorsque p est de la forme ds 4p', le cas où p— ns est zéro ne saûrait se pré- 
senter; alors il faut diviser la sommation en deux autres, dont la première, allant de 1 à d, exige 
Pemploi de la première valeur des intégrales citeés, puisque ns y reste toujours plus petit que 
p; et dont au contraire la seconde, allant de d—41 à c, où done xs est toujours plus grand que 
p‚ demande l'usage de la deuxième valeur. Dans le second des deux cas mentionnés ci-dessus, 
celui où p a exactement la forme ds, on n'a rien à changer dans la seconde des sommations par- 
tielles; mais la première ne saurait s'étendre maintenant de 1 à d, et ne pourra aller que de 
l à dl, afin que toujours ns y reste plus petit que p, et que lon y puisse employer la 
première valeur des intégrales définies en question; pour le terme, qui doit encore venir en con- 
sidération, et qui correspond À la valeur d de z, on peut faire usage arbitrairement de la première, 
ou de la deuxième valeur respective de ces intégrales. 
Eu égard aux observations précédentes, les formules (180) et (ISI) donnent: 

q c Ce 

|» LEED, Sin.pa +3 Singa. Da Cos.qns =S D„Cos.gqns,p>>es;. (203) 


qg—a: 
0 


d c 
— 5 Simpy. D, Cos.qns +5 Cospg. 2 D„Sin.qns ‚p —=ds 4 p'‚,d<Ze,0 <p'<s;.(209) 
0 dl == 


7 £ . 7 5 ai 
Pee A Ot eg de en (20110) 


Û ®_qSin.pede 
VOT WEE 


d c 
= — 5 Cosp.= B, Signes Sin.pg. 2 E„Cos.gns, p=ds Hp, de, 0 p's. (211) 
0 d-1 == 


eSin.pe  @Cos.pa 


Mais on peut supposer avec le même succès comme les valeurs de f(z) dans 


5 


qa? ge — uv 
les formules (180), (181); alors il faut employer les intégrales : 


® p Sin.p z. Cos.ns: 
| ES = —zoops Cos.gns, pour p>ns, 


—= —g Sin.pg. Sin.qns, pour p Zus, 


= 002 p1 ‚ pour p=ns, 
© x Cos. s Sit. lj 7 
| d BEN EE ERA: 2 Sin.p q.Sin.gns, pour puns, 
qz? 2 


= —  Cos.p q.Cos.qns, pour p ns, 


Tt 
== zend ‚ pour p= ns, 
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évaluées Partie ILL, Méth. 9, N°. F9. Quant À l'emploi de ces diverses valeurs, elles donnent lieu 
iei exactement à la même discussion, qui a fait établir les formules (208) à (215); seulement ici 


\ 


la valeur des intégrales, qui répond à p = ns, est irréductible À celle qui a lieu pour p >> ns ou 
p < ns; done on a immédiatement: 


vSin.prde 7 7 c 7 2 
| Ps nn Tg Dolos-pg—Cos.pg.E Da Cos.qns = — > Cos.pq. DuCos.qns, p>>es; . (212) 
ga? 2 2 1 2 0 
7 el 7 
a Cos. pg. = D Cos.qns De Cos.2pg ‚p=cs;.(213) 
5 0 


d c 
= —5 Cos.pg.= D, Cos.gns + 5 Sin pg. D„ Sin. qns‚p==ds +p',de, p's; (214) 
- o dl 


dl c 
= == Cos.pq. = D, Cos. qns — 5 Da Cos.2pg + 5 Sin.pg. = D, Sin. qns‚p=ds, de; . (215) 
0 dl 


© zCos.prde rn c T. c 
ON >= Sin.pg. = E‚ Sin. qns = — Sin.pg. = B, Sin. qns „p>>es;. (216) 
gt 2 1 2 o 
0 
TE e—l 7 
—gSinpg.= B, Sin. im Cos 2 pq ‚p==cs;.(217) 
o 


d c 
== 5 Sin.pg. = E‚ Sin. qgns — 7 Oos.pg. ZE Cos. qns‚p=ds + p',d&e,p' <s;. (218) 
0 ‘ dl 


sl 

= SS B, Sin. qus — 7 Ea Cos. 2 pq — 5 oop ZB. Cos. qns,p — ds, d <c.(219) 
Quant aux réductions dans ces formules (208) à (219), on a admis dans les Équations (208) et 
(212) le terme solitaire sous la sommation, qui commence par conséquent par la valeur zéro de 
n; pour la symétrie, on a commencé de même les sommations dans (210) et (216) par 2 — 0, 
le terme ajouté étant nul. 

59. A la fin du Numéro 48 on a distingué trois cas d'application du théorème général, 
et dans les Numéros suivants 49 à 57 on a traité du premier de ces cas. Passons maintenant 


: b 

au second, c'est-à-dire au cas où l'intégrale générale | f(z). y (e‚n) da, qui se trouve sous la 
a 

sommation dans léquation (156), se laisse réduire de quelque manière générale À l'autre intégrale 


b 
spéciale, d'ordinaire plus simple, [ eorte,0) de. Quand on suppose alors: 


a 


[ron (t‚n) dae= yn [ro UNE AONAE zn epe eren (9) 


où yn est quelque fonction dépendante de n et indépendante de z, cette formule (156) devient: 
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b c b b c 
frnmaam Sears f fera, Ode ff rte den Bears me (22/0) 


où l'on a supposé de nouveau le développement (a) de p(z) dans le Numéro 48. 
Nous allons donner diverses applications de ce théorème à lévaluation des intégrales définies 


générales ou à leur réduction à des séries ; mais il convient d’observer auparavant, que ce théorème 
Cc 

(220) est très-utile dans la théorie des suites. En effet lon en déduit la sommation = «, 7 comme 
0 


le rapport de deux intégrales définies; dès-lors chaque série — car cette sommation n'est autre 
chose que le symbole général d'une série quelconque — subsiste comme un tel rapport de deux 
intégrales définies: done il importe seulement de trouver auprès de la sommation d'une série, une 
séparation convenable du terme général, de sorte qu'on soit conduit à deux intégrales définies, dont 
la valeur est connue ou peut être Évaluée ailleurs. 

Retournons à la méthode en question, et distinguons comme préeédemment les divers déve- 
loppements de g (w), ou en d'autres mots les diverses formes de 7 (@‚x). 

60. Soit en premier lieu y(w,‚n) de la forme z?, c'est-à-dire 


En BDE DE ra ed le e Meera (c) 


alors on a pour lintégrale définie: 


[ron eden [Se be 


intégrale définie, d'ordinaire beaucoup plus simple que l'autre 
b 
| (z). z (rv ‚n) dr. 
a 
Soit encore, suivant notre supposition générale au Numéro précédent: 


ln Detd SG fperae, aid SER clos dor oel RE (h) 
alors il vient: 


b Ù c 
de (r)de = [rasse verie dear EE an (221) 


Maintenant il y a beaucoup d’intégrales, pour lesquelles on peut employer l'équation de réduction 
(hi): entrautres et spécialement toutes celles, dont la valeur s'exprime au moyen des fonctions 
Eulériennes, et dont le nombre n'est pas petit, comme on: le sait. Nous en employerons quelques- 
unes pour parvenir à diverses 
Applications. On trouve Fartie III, Méth. 4, N° 6 
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fonte (l—a)tlde = B(p + n,9) — B(p,g) = 


‘0 


1 = 
| a0tpl (1 — tl de, 


prik 
(pgr E En (pH)! 8 


comme il résulte de la valeur de Yintégrale citée, et comme aussi le comporte la définition de la 
fonction Bulérienne B(p,q). Tua formule (221) nous donne donc ici: 


1 pr/ : 
ear (1 — et lde == Bl ne (222) 
je p(@art (Le) PDE Ee 
Encore trouve-t-on Partie III, Méth. 3, N°. 7 
go n/l 1 n/l 2 
Kanker np rp | eeadte dr, 
5 gin g" gp gr 5 


comme définition de la fonction Eulérienne T: donc par la formule (221): 


ee 1 c prlt 
p(DetEat Vr ST (Pp) Ans [Oo er en (223) 
ge og" 
0 
Soit encore suivant Partie III, Méth. 33, N°. 7 


LN ene EN ji El =|) (ET En 
fe) EE es rol Re ra 


suivant l'intégrale citée. Alors nous trouvons par le théorème (221): 


[ro (Eet 0 Jen ari 
0 


en) 
An. [66]. . (224) 
p! ptn pn 
Léquation (222) donne lieu Àà un résultat remarquable, lorsqu’on y substitue Sin.* y pour #; car 
alors on a dr — 2 Sin.y. Cos. ydy, et O et + Jar comme limites de y: on trouve done au lieu 


de la formule (222): 


n{1 
Gee y) Sin.2p=? y. Cosa? y. 2 Sin. y. Cos. y. dy — B )= ETET 
f y. J. POEP DE Eg 
mais comme on déjà supposé plus haut: 
c 
ge = ZS Ban ABE Aa tee ee ete a EES (d) 


© 


[64] Kommer, Journal von Crelle, Bd. 12, S, 144, -— BONCOMPAGNI, Journal von Crelle, Bd. 25, 
S. 74. 


[65] Fautive chez BoNcompaanr, Journal von Crelle, Bd. 25, S. 74. 


[66] Kumuer, Journal von Crelle, Bd. 17, S. 210. 
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on a, en posant Ba, au lieu de A„: gp (Sin. y) =p, et par conséquent: 
N lr epe 
Í gp, (2) Sin.2PIa. Cosa Aadr = Sp, ON rn ar tene (225) 
o (p + q \n/ 1 
J En 
0 
où B(p,g) ne désigne pas un coefficient de développement, comme B>, mais la fonction Bulérienne. 
61. Maintenant supposons à (z,n) la forme Sin”"sz ou Cos”sa, alors on doit reprendre 
les suppositions (d) du Numéro (53), un peu généralisées, où de nouveau l'on a fait distinction 
entre les valeurs paires et les valeurs impaires de z; c'est-à-dire: 


Cc Cc 
g, (wv) = = Ba, Sin sz ‚ Pz (w) — FE Con Cos2n sr, | 
0 0 ; 
ian EA (a) 
C Cc 
py (2) —= TE Bany1 Sin2ntlga , pz (we) =D Can Cos2n+tl sel 
0 0 


toutes convergentes entre les limites a et b de z. Supposons de plus pour la condition (9): 


ffersnasrar= H, fre dln neen ID dread) 


a 


de sorte que le théorème (220) fournit les formules: 


b b ( 
[ron dr fed an EIO neee 0 
“a a 5 
b b c 
| @rsmar= [ron Ben lonen een (227) 
“a a Ee 
b b e 
[ron de ff)de On Lb, es A UAE (225) 
a a 
b b c 
[re p, (z)de = [ro de GnonEn vane veteke ete (229) 
0 
a 5 a 
Applications. On trouve Partie III, Méth. 37, N°. 12 lintégrale définie 
Ed ad 
| gsP Lg, PAR, en EE 
0 & IN nr Es mre 
2 2 
done: 
el aï(p+ 22) 
DEE TTT TE ET 
Ì — 1 
Í getanr(n EEEE)r r (n+ jd Sen en 
2 \ 
toc 
ne ml 
2 2 2 DA] 
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5 RE d p?ril a I (7) 
ntpleOoeqede= TANT TEE AETR 
| ei EEN EE SE 

e 4 2 2 2 2 

perl Az 
Tees | CosP-la. Cos. qr de; 
(pat AEP gr HE À 

et par conséquent: 

Eene p Te ARIE EU) geo enden 
|" hak ak ole ret) berprrepnapr EE 
7 2 


Dans cet exemple on voit que la distinction des n pairs et des 7» impairs est absolument nécessaire, 
car pour » impair, la réduction de \'intégrale définie suivant l'équation de condition (£) n’aurait plus 
lieu de la même manière. 

62. Soit ensuite dans le théorème (220) la fonction 4 (s‚x) égale à Sin. {(r 4 n)sx} ou À 
Cos. {(r + n)se}, d'où ici: 


[re „(e,0)de = [ro Sin. rsedr, ou [re 7(e,0) de fw Cos.rsxdr, 


‘a a 


où dans la première supposition il faut que rs soit plus grand que zéro, ce qui n'est pas nécessaire 
dans la seconde. Alors supposons les fonctions: 


170) = EK Sin ((r4-n)se} ‚„r2>0 , p= Len {(r 4 u)sa} ,r>0,...(k) 
7 Z 


convergentes entre les limites a et b de z, et encore au lieu de Ïéquation de condition gé- 
nérale (9): 


f (z) Sin. {(r4-n)sr}de = afte) Sinrsr de ‚fr () Cos. {(rx) sa} de =N „fre Cos.rsz de, . (1) 


alors on trouve par l'intermédiaire du théorème (220): 


b b @ 
[ren (2de =| Ala) Sine sad En Mier Me eget nt (231) 

0 

b b c 
[re pa (e) de =|» CETIS IN ER SEE tener een (232) 

0 


Applications. Employons l'intégrale citée au Numéro précédent: elle donne: 


[67] Kumaer, Journal von Crelle, Bd 17, S, 210. 
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5 zI (p) 
Cos.p=la Cos. {(q + 2n)e} da — == 
| a nl 
zT (p) 


EEE Er) 


zr (p) nei he je 


A Cos.Plx. Cos.qard 
en nd papie f 0 AE 
2 ) 


pe 


et donc en conséquence du théorème (232): 


ig zT (p) pal 
«) CosP—1x. Cos. qed = le san 233 
| ve ACOP BEE SPELEN „(PLEN 0 (Ptah ” B 
ee 
Soit encore lintégrale définie, Évaluée Partie III, Méth. 23, N°. 3 
5 „)k k 
| et Cos.qadr — E eV 7; 
0 
done : 
6 1 il 2 2 ler ha 
ez Cos. ((qH2n)e} de = 5 eFC?) / 7 —= gr Vn ein Í et Oos.gede; 
0 ‘0 
dès-lors on a par le même théorème (232) : 
5e 2 1 2 C 
pz (we) oF Cos qade = oe VAD ed RNL (234) 
o 


0 
Ke AN 5 ke 
63. Supposons enfin comme dernière application de la formule (220) que l'on ait A 
À 
pour la valeur de 4(w,z): elle devient Punité, quand z devient zéro: la condition (g) contier:t done 


b 
Yintégrale simple | f(@) de. Ainsi, lorsqu’on suppose le développement 


Cc jb n 
ola) == Or ei) AET A90 nel Elen OREN Wer 5 (mn) 
0 
convergent entre les limites a et b de l'intégration, et de plus l'équation de condition, 


| f@) (zn) ee =P, | geen ES (x) 


le théorème (220) donnera la formule: 
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[ron (EN F@ dez EO, Pr ree S EUR ERE (235) 
- 0 


Application, Lintégrale définie 


WT 1 
’ | ) DIA Hi ld) 
% p! 
0 


qu'on trouve évaluée Partie IIT, Méth. 29, N° 2 donne aussi: 


1 I\z /_1\ gl 1 \ ng T 
PO re (Or 
LE Pod 
0 0 


: ptn 
1 1 q, qr/1 fell 
PS LOP grit TT (q) = nn vl aPp=ldr; 
(pd nr)tin pl (p + n)tn 5 
0 


done par la formule (235): 


1 1\g=l 1 @ pr.q"1 6 qe 
p(e) [l- Name Di NEN Di 
5 pt o (phoe o (ptn) 
64. Nous voilà parvenus au troisième et dernier cas de Vapplication de la formule générale 
(156), dont nous avons fait mention Àà la fin du Numéro 48, et où Ton suppose que le déve- 
loppemement de g(w) puisse se faire suivant le théorème de Macraurin. Ce théorème pour les 
deux fonctions f (pz) et f(q +pa) sénonce ainsi: 


n 5 (pe) n gee) 
Ae) ‚ PYtpe)=E ET 


[63]... . (236) 


0 


AN nn Ae (o) 


pourvu quaucune des fonctions g@) (0), p@®) (q), c'est-à-dire des dérivées successives de p (w), pour 
les valeurs 0 ou q de e ne devienne infinie ou indéterminée. Lorsque en outre ces séries sont convergentes 
entre les limites de l'intégration par rapport à z, elles peuvent servir À la réduction des intégrales 


from 2pe)d  fhmnars pe) dr, 
par la méthode, exposée au Numéro 4S: en effet on trouve les théorèmes : 
b oo (rn 0) 
framen de -200 fran RN A ‚. (237) 
o 
jk feat pr)de= È sr, n jb Klo)ando in teen (238) 


pourvu que les développements (o) vaillent entre les limites a et 5 de z. 
fes] KuuMer, le von Crelle, Bd, 17, S. 210. 
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Done si Yon veut être conduit à une série, qui n'offre pas trop de difficultés dans son 
usage, il importe auprès de cette méthode, que Yintégrale définie,sous le signe de sommation 
puisse être évaluée, de sorte que la sommation ne porte que sur des quantités finies. Or, il arrive 
souvent que des intégrales d'une telle forme aient une valeur connue: nous n'en prendrons que 
quelques-unes, qui serviront à des transformations faciles et simples. 

65. Applications. Soit f(e) — (ll —a?), alors on trouve Partie III, Méth. 3, N° 4 les 
deux valeurs de lintégrale défimie, ni faut employer dans le cas de » pair ou impair: 


1 12/2 a 1 In, 
| nde (le) = one fermeevae) TS 


2nt1/2 
ij “0 


Tei done il faut distinguer entre ces deux valeurs de », de sorte que, au lieu de la formule (237) 
on a la suivante: 


Re }2nll1 


b Ee p(2n) ( En pent) (0) "b 
| f@olprjde = F7 [ro jande 2 Sn Pt | f(ayatmttde. (239) 
0 0 
a 


« 


A T'aide des intégrales définies citées, — pourvu que les fonctions p (z) et ze” p (2)y/(1—a*) soient finies 


entre les limites 0 et l de wm, — on trouvera maintenant: 
p(2n) HO 1/2 ot eo per) (0) gn2 
— 0? ne Se ee, 
ĳ plper)de / (1 d )= an ! ont? 2 Te Lon 1/1 P nt Sau? 
0 
ES „(an \2 oN Intl 
a 
2 ond) {11}? \2 o(2n43) {372}? 
Soit encore f(x) —= Ve alors il faudra employer les intégrales définies, évaluées 


WLS 


Partie III, Méth. 3, N°. 4, EE distinetes pour les valeurs paires et les valeurs impaires de a : 


ik zn da . 17/2 7 if zantl dr gnf2 
zn PS bj ET ’ 


vlet) wr? Vlet) 3e 


Tei done il faut encore prendre la formule (239), et Pon trouve, pourvu que les fonctions p («) et 
anp (ev) 


restent toujours finies entre les limites 0 et 1 de w: 


/ (1 = 0) 

lp(pe)de Ere (0) ke Ln/2 7 > pr (0) EEN gn,2 

Vv (L—z?) Es 0 12/1 p In/2 P) FS Jon pr 3Zn/2 EE 
) 


on q(2n) 2 e » plant 
Br (0) E K ges 0) 0) antr Dn (241) 


2 Clan}? {32} 
Lorsque dans une des Équations (240) ou (241) la fonction p(@) est de telle nature que toutes 


les derivées d'un ordre pair g@n)(e), ou toutes celles d'un ordre impair pnt) (we) s'Évanouissent 
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pour la valeur zéro de z, alors ces équations deviennent beaucoup plus simples en ce que la 
sormmation, correspondant à ces dérivées évanouies, disparaît elle-même: et cette supposition se 
vérifie souvent. 

Par exemple soit f(x) = et, alors on trouve Partie III, Méth. 6, N° 8: 


eel 5 0 E 1/2 
Í et gentldr==0) | ee qndre —= ar Vr, 
) 


_ GO 


avec la valeur spéciale 
hi 0 


OT UI VAN 


. 
0 


Pourvu done que g(z) et à plus forte raison la fonction e-2°p (x), soient finies pour toute valeur 
de rz (entre les limites — oo et fo ), nous pouvons faire usage du théorème (239). Mais ici 
la sommation répondant aux g(22+1) (0) disparaît, puisque lintégrale qu'elles contiennent, s’évanouit : 
done on a: 


Ee) 5 5 a p(2n) (0) 17/2 oo g@) (0) p 2n 
[ora de eer emil ml olen (242 


Supposons encore f(z) — zet, alors on peut employer les mêmes intégrales que ci-dessus pour 


n général, avec la valeur particulière 
kee 


2 
et adr == 0. 
09 
Lorsqu’on veut y appliquer le théorème (239), on observe qu'ici toutes les intégrales s'évanouissent 


sous la sommation qui comprend la dérivée pl?) (0), et que par conséquent cette sommation dis- 
paraît de F'équation. Done lorsque les fonctions p (z), et à plus forte raison la fonction zet p(z), 


restent finies pour toutes les valeurs de ez entre les limites — oo et + oe, la formule (239) 
donne : 

» * ce, q(2n+1) (0) 1? ce pl2nl) (0) pant 

rg NE EE ze Ze. NEER CS! 
| g(pe)et ade 5 Taren part an Vr aa Il an +1 [69] (243) 


et} 


66. Mais en général il n'y a pas lieu de faire distinction entre les valeurs paires et les valeurs 
impaires de zn, Car soit f(w) == e-?, on trouve Partie III, Méth. 3, N° 7 lintégrale définie 


0 
Í erandz == Inl; 
‘0 
supposons que p(e) reste continue entre les limites O et oo de z, alors il en sera de même à 
plus forte raison de ey (z). Tua formule (237) nous donne ici: 


[69] Voyez sur ces théorèmes Drencer, Journal von Crelle, Bd. 46, S. 119. 
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ei) („) 0 co 
| plpeje dr = se), WAO terr (244) 

(izgs HL 0 

0 
Pour le cas de f(4) — e-f{y/z on trouve Partie III, Méth. 3, N°. 7: 
o Jn+l2 
| erdee == Est Vn 


- 


Lorsque les fonctions g(pe) et e-*p(pr)y/& sont finies entre les limites O et oo de «, il en 
résulte d'après le théorème (237): 


e) gl”) (0 Jn+-1/2 » 3n/2 
| ronerdere => 1e Vn oek WE Slad rt (0) .. (245) 
î , gn/2 
0 
—r 
Soit encore f(w) — <—, alors on trouve Partie III, Méth. 3, N°. 7, V'int(grale définie : 
Wz 
ro gr Kl 1r/2 
| done Va 
VD In 


0 
dont le cas spécial 


D pred 
Í ES Vr (Partie: IUI A, IN? 6) 
Ve 


0 


résulte pour la valeur zéro de n, qu'il est permis d’y prendre. Done, pourvu que p (w) et 


Tt pr A PEN 
ET soient des fonctions qui restent finies entre les limites OQ et oo de z, le théorème (237) 
donne zei: 
a e Eda »g(0) 172 co, 17/2 
7 iS / mes == Id, 
frr E ar vr On 240) 


Enfin supposons f(x) — la, alors la Méth. 29, N°. 2 (Partie III), nous’ donne: 


L IL 
ESE ERE 
Á +4 1)? 


Sous la double condition que p(z), et done à plus forte raison ep (e) /« soient finies entre les 
limites O et 1 de z, nous trouvons à l'aide de la formule (237): 


1 pe) (0) == oo pr) (0) pr : 
lrdr= Spe PAER Ste 247 
|reo rdz a nt IE à [70 (247) 


0 


[10] Voyez sur ces théorèmes Dreneer, Journal von Crelle, Bd. 46, S. 119, 
Page 167, 


\ 


U. IL 5, IV. N°. 66—68. THEORIE, PROPRIËTES, FORMULES DE TRANSFORMATION, 


Dans ces deux Numéros nous avons seulement employé le théoreme (2317) et celui qui y cor- 
respond (239). Irusage de la formule (238) mènera aux mêmes résultats: c'est-à-dire, que pour 
plgt-pe) au lieu de p(pzr) on n'a qu'à prendre sous les sommations q(* (y) au lieu de 
y (7) (0). 

67. Au commencement du paragraphe actuel, au Numéro 48, nous nous étions proposé de 
traiter d'une manière générale la question du développement en série d'un facteur quelconque 
d'une intégrale définie générale: et nous pouvons regarder la discussion relative siì-non Épuisée, du 
moins assez Étendue pour y mettre fin. De plus nous avons obtenu dans les paragraphes et dans 
les chapitres précédents de cette Partie Deuxième diverses autres méthodes. Donec on ne doit pas 
sétonner si par ces méthodes si différentes il nous arrive quelquefois de trouver les valeurs d’une 
même intégrale définie évaluée sous diverses formes, par exemple sous celle d'une série et celle 
d'un produit infini. Lidentité nécessaire de tels résultats donne encore lieu à une nouvelle 
imnéthode de réduction. 

Par exemple, par le rapprochement des résultats de Méth. 3, N°. 9, et de Méth. 22, N°. 3 
de la Partie ILL, on déduit la relation suivante: 


‘ 1 Ee Zafl\ _ Zatl—2n 
EEE) Bt pe) {Gate} T enn n WAtnr tet 


oes r tT, (== Iz =( In za B JS 
v(t Ha? He)... (Aarde?) alla n}(2a-2n) He 
Multiplions de part et d'autre par f(«)dz et intégrons entre les limites 5 et c de @, alors il 


vient: 


c fu )de Sf a je Zal en b__ fledde 
| amen 2) meen ve D Jae 2 


fz p f (« )ad ’ ze (— 1e X ne fears 071. (249) 
De (22 a?y(4? dat). (Aart?) 22 Zap (Za—2Qn)? Jar 


CHAPITRE QUATRIEME. 


RÉDUCTION DE QUELQUES INTÉGRATIONS DOUBLES. 


68, Quoique la considération des intégrales doubles n'entre pas en général dans le but qu’on 
se propose ici, il arrive néanmoins souvent, que les transformations de ces fonctions donnent lieu 
à des relations, qui peuvent servir dans la théorie des intégrales définies ordinaires. Mais par-là 


[71] Senvömrrveu, Grunert’s Archiv, Bd. 7, S. 38. 
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même c'est essentiellement d'une manière très-indirecte, que lon parvient à de tels résultats dans 
le cours de la discussion à l’égard de quelque intégrale double. Nous nous contenterons donc ici 
de Pexposition de quelques-unes de ces réductions, où on pourra juger en même temps de la 
diversité des méthodes, qui servent à les faire trouver. 

69. Dans Tintégrale double, très-renommée À cause des discussions et des objections auxquelles 
elle a donné lieu, 


il y a discontinuité dans le cas, où e et y deviennent simultanément zéro et seulement dans ce 
cas; et l'on a vu (N°. 46, P. TI) que dans une telle occasion il n'est pas permis d’invertir l'ordre 
des intégrations, sans qu'on ait égard À la correction qu'il faut y ajouter. Mais lorsqu'on effectue 
lintégration par rapport à y entre les limites Ò et oo, où Ò peut avoir pour limite définitive une 
quantité aussi petite que l'on veut, cette difficulté disparaît, vu que dès-lors le point de discontinuité 
ne se trouve plus entre les limites de Fintégration double. Il est done permis d'écrire: 


en ; En 
js [oe ze? nefe Jelke ye +2 


où lordre des intégrations est inverti maintenant. A par rapport à y peut être évaluée 
en premier lieu comme intégrale indéfinie. Car 


le: pie „fs en leng es ee: m 
gr+2°)? 2 He)t yhet gehe Wie 
id | dy che mi + | bene NE et 
gele PR Jin 
EE 0, et pour la limite inférieure ò elle 
0 5 


—Û 
devient ore, done: 
r 


ES 
er Ea 


Maintenant développons la fonction f(«) suivant le théorème de MacrAurin dans la somme 
f(O) Hef (Oz), où 09 <1; alors on trouvera successivement: 


= [voren zt [rens En EEK) | treat 


Ki) 


1 7 a a 
+ 0 frenararwen) == f(0) eigen of apr f(Oz).d.dl(Ò* Hz?).. (250) 
0 (U 


Page 169. 22 
WIS- EN NATUURK, VERH. DER KONINKL. AKADEMIE. DEEL VIII. 


IL. IV.N*.69, 70. THEORIE, PROPRIETES, FORMULES DE TRANSFORMATION, 


Jusqu'ici la valeur de Ò est considérée comme entièrement arbitraire: voyons si, après les déve- 
loppements et les transformations que notre formule a déjà subis, il y a lieu d'attendre quelque 
résultat défini pour la valeur O de Ò. A priori on peut lespérer, puisque l'on fait usage ici du 
même développement, qui dans la Première Partie N° 30 nous a conduit à la correction à faire 
dans le cas de discontinuité. Or, puisque f° («) doit être finie entre les limites O et a de z, afin 
que la fonction f(w) soit continue dans lintégrale en question entre ces mêmes limites, — et il 
va sans dire que cela est supposé tacitement dans la discussion précédente, parce qu'autrement 
Vintégrale définie 1 n’aurait pas de valeur finie, — la valeur f'(oz) doit rester finie de même: il 
reste par suite à déeider de la valeur que la fonction Òl(Ò? +?) acquiert pour la limite zéro de ò. 
Elle est toujours 0.l(v?) c'est-à-dire zéro, excepté dans le cas où e est aussi zéro, car alors l'expres- 
sion mentionnée devient: 0.40 —= 0. oo, c'est-à-dire indéterminée; il faut done en déterminer la 
valeur de la manière ordinaire: 


2ò 
heet dr Hz? — ò? 5 
ò—l 2 dar? 


Or, la fraction devient Funité pour la valeur zéro de z: l'autre facteur Ò, diminuant vers zéro, 
annonce done que la fonction Òl(Ò® Jz?) s’vanouit avec Ò, même pour la valeur spéciale 
zéro de z. 

Maintenant, passons À la limite zéro de Ò dans la formule (250), alors dans la double intégrale 
Vintégration par rapport à y se fait entre les limites O et oe. D’une autre part, au dernier membre 
de Téquation I'mtégrale définie doit s'annuler, comme il a été prouvé préeédemment, tandis que le facteur 


a É Sj 
Arclg. 5 devient Arctg. <o ou oi Par conséquent on a enfin: 


ye? a 
de —= — a Welk 5 Uns dE 25 
je [aren 2) f(@) ES [221 (251) 


et ici la valeur de a est indéterminée et peut être tout-aussi bien Y'infini, vu que cela n'influe en 
rien sur la discussion précédente. La condition, que f(w), aussi bien que f («), est continue entre 
les limites O et a de z, était nécessaire, comme on l'a vu. 


70. La même méthode peut s’appliquer à lintégrale double 
@ a 
| dy [ (pe PU — qe) f (a) de. 
0 0 


La fonction intégrée veste continue et linie avec f(w) pour toutes les valeurs de r et de y entre 
les limites de ces variables; mais pour la limite supérieure de y elle-même er et e—t s'annu- 
lent tous deux; ainsi le changement dans l'ordre des intégrations pourrait donner lieu iei à des 


[12] Seurömmen, Grunert's Archiv, Bd. 11, S. 63. 
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objections, lorsqu'on ne voudrait pas employer la correction nécessaire dans un tel cas. On peut aller 
à Yeneontre de ces objeetions en changeant la limite supérieure de y linfini en k, sauf d'examiner 
plus tard si, les transformations faites, ce k pourrait devenir Yinfini. Soit dorc: 


k a a k 
=| dy Í (perP qe) f (re) de —= [ro de | (pePY — ge 424) dy 
ol 0 0 "0 


Ï lSe-pkz l—e-qkr a —qkt _— e-pke 
san ne aje 
, DN 


po qe © 


Au lieu de f(z), il est permis de mettre ici, suivant le théorème de Macraurin f\0) + af (oz), 
où 0 <01; par la substitution de cette valeur on obtient: 


a —qkr _—_e-pkrt 
[voren GS ums0f 
0 


"0 


ag gkr —_e-pkr 


a 
dert Íe —ykr__e-pke)f(0x)de.. (252) 
0 


Lorsque maintenant f'(r) et par conséquent f'(Or) sont finies entre les limites O et a de r, — ce 
qui est une condition nécessaire pour que f(z) reste continue entre ces mêmes limites, comme il 
faut le supposer dans Yintégrale double en discussion, — alors, pour la limite oo de & la fonction 
emqke—e-pkz disparaît tout-À-fait, et avec elle toute lintégrale dernière de la formule (252). On 
trouve dès-lors: 


ag—qkr — e-pkt 


dr, Lim. k —= x. 


Lt 


k a 
Í dy | (p ePU — qe) f(x) de —= f (O0) Í 
KO 0 0 
Mais on trouve Partie III, Méth. 16, N°. 3, que la dernière intégrale a pour valeur, lorsque À 


z ne 
diverge vers linfini, l— Donec: 


9 a 
IK | (per gert) f(e)dr —foiË; Beaken keet (253) 
0 0 $ 

où a est une quantité positive tout-à-fait arbitraire, c'est-à-dire O <a oe. On y a supposé 


que f(x), aussi bien que f'(«), soit continue entre les limites O et a de Tintégration. [13]. 
71. Au Numéro 65 de cette Partie on a trouvé la formule (242), qui devient par le chan- 
gement de p en 2y et en 21/y successivement : 


Ee » yon 2 5 yr 
Í et pllen)de = va ot (0) Í er olevde= va Aj 00; 


00 0 


où l'on a supposé qu'on puisse développer p(e) suivant le théorème de MacrauriN. On peut 


[13] Servömiren, Grunert’s Archiv, Bd. 11, S, 63. 
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intégrer ces expressions par rapport à y entre les limites O et p et changer ordre des intégrations. 
Alors, puisqu’on trouve Partie III, Méth. 1, N°. 2, que 


al 
0 
il s'ensuit qu'on a: 
NP epe g@m (0) 
tad: 2 LS NI Ee HA dere oo 90 Olo A o Luk 254 

[raf oe ey) dy VT In, (254) 
— 0 "0 

go p 5 gek par) (0) zn pr+! k 
|- freevn D= VaE El kr Ta Vn : gt (ker. (255) 


— 0 0 


d'où pour la valeur particulière lunité de p: 


Dn: Ee 256 
|- afs pBepdy= var ERE: Ee Tan (256) 


oo 0 

„a 0 4 
| erde fe (Zev y)dy = Vas Le Ei eteatetee (257) 
— 0 0 


72. Si Fon change l'ordre des intégrations dans les deux intégrales doubles suivantes, qui n'ont 
aueun cas de diseontinuité, — ce qui pourrait rendre une correction nécessaire, — et qu'on suppose 
f(y) continue entre les limites a et c de y, on aura: 


. “Cospe Cos. p «. Cos. ay Corey, \ 
| get afs nor [0 „fr eet | 
0 
® Sin.pw s © Sin.pa. Sin. zy 2Y Aen 
| peer in.r yd =| afs Ep 
0 


on peut y faire usage des intégrales définies, trouvées Partie III, Méth. 9, N°. 


| q Cos.p t. Cos.yz 


egen drm gemeden ey Sp 


“0 
7 
sci (era Je-PI)e1 , pour y > Pp, 
7 
== — (1 + e—2PI „pour y =p; 
4 | 4 p 


[14] Drenorr, Journal von Crelle, Bd, 46, S, 119, 
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PgSin.pe. Sin.ya mr 
/ Ere dp as (YI —e 3) , pour y Zp, 


7 
= le enPI)e VA ‚pour y >> p, 


TT 
mh (1 — e-?P4) ‚ pour y =p. 


U faut done faire attention ici à la différence p — y,‚ car les valeurs de l'intégrale employée seront 
différentes, selon qu'elle est positive, négative ou mulle: mais on voit en même temps que cette 
dernière valeur se tire des deux autres, quand on y suppose que y et p soient Égaux, de sorte que 
celles-ci valent respectivement pour les valeurs de # <p, et de y >p. Il faut done distinguer 
trois cas dans l'application aux formules («): 1° p est toujours plus grand que you au plus y est 
égal, c'est-à-dire > que sa plus grande valeur ec; alors il faut faire usage de la formule première ; 
2° p est toujours plus petit que y, ou au moins n’est pas plus grand, c'est-à-dire que p est < 
que sa plus petite valeur a; alors il faut employer la deuxième valeur des intégrales mentionnées ; 
3° enfin la valeur de p est telle, que y devient tantôt plus grand tantôt plus petit que p, c'est- 
À-dire, qu'on a a&p<&e: alors on doit diviser lintégration Àlégard de y en deux parties, une 
de a Àà p, où il faut faire usage de la première valeur des intégrales, puisqu’on y a toujours y < p, 
et l'autre de p à c, où la deuxième valeur des mêmes intégrales doit être employée, puisqu’on y a 
toujours y >p. Done: 


EEP Se Cos. y d Teri ; He W)f(y) dy , pe 258 
ee ydy ==? e9u = ' PON ARS 5 29 
|rt froonsrar ige fort emsma v>: (255) 

a a 
7 C 
== nr eeh | EADE OCH ENT SE EE (259) 
ER// == 


a 


7 P 5 g 
= je eP1 flertemre di Hr (epdHe—P9) jer dj gere fees (yv) dy + 
q J if d sl 
7E pa 


p 8 7 
tf esmee ii erperr fearwanif emee dy,ag< pe; (260) 
q q 4 mT 5 
a a 0 


PSin.pede (° c 
| EE | /0Simev ay 7 oet [er —emrw dy PPG eetl CALI 
0 ‘a a 
TT Cc 
iere fera DION eee (0) 
, q hd 
a 


Page 173. 


HAVEN 99475. THEORIE, PROPRIËTÉS, FORMULES DE TRANSFORMATION, 
7E p TT Cc mr c Î 
SE eren leser dy + A (er—erofevso) dy = pn (era — fees (y)dy + 
4q tg 1 
a Pp a 


pe z [levr—an) fy)dy gp IP) | ruf dy [ (av — €24) fp—y)dy,a<p<e;.(263) 
ĳ/ Â q f d 5 7 
La réduction successive des formules (260) et (263) est très-facile: en premier lieu l'intégrale 
entre les limites p et c est remplacée par la différence de deux autres, avec les limites a et c et 
a et p‚ suivant la formule (18, P. I): alors on obtient une intégrale entre les limites a et c, et 
une différence de deux intégrales entre les mêmes limites a et p, qui peuvent entrer par conséquent 
sons un signe d'intégration unique: dans cette intégrale prenez p —y — 2, done — dy — de, avec 
p—a et 0 comme limites de z, et vous aurez la forme définitive des formules (260) et (263). [75]. 
73. Dans les deux intégrales doubles 


Pr Cos. pa ED tn c PyCos pe.Sin.ry  \ 
Í egen 4 ffonsmevar = [rw | de 
0 a a 0 


eer g+? 
ARK AE (2) 
Si « Sin. p x. Cos. 
ie e pe 7 Onnar= frs ee 
“0 / 


on a inverti ordre des intégrations, parce que la supposition de f(y) continue pour toute valeur 
de y entre les limites a et e, rend impossible un cas de discontinuité de la fonction intégrée ; 
done il n’y a pas lieu de considérer la correction, qui n'est nécessaire que dans un tel cas. 
Maintenant il faut employer pour la réduction de ces formules les intégrales évaluées Partie III, 
Méth. 9, N°. 17 


®« Cos. pz. Sin. 
| T Gos p Ken 


TE 
Cen 2 4. ei (e0 — €19) d pour y <P 
qe 
0 


== 7 (er He-Pi)e-W , pour y >p, 
vid 
me ) pour y= Ps 


® p Sin. p xv. Cos. 
| zn. po. Go Taa — Zeven Her) ‚ pour y<p 


gee 


0 


‚(e-PA— eP9) er , pour y >p, 


—2pq ‚ pour y =p. 


= & 


[15] Senvömreu, Grunert's Archiv, Bd, 11, S. 174, 
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La valeur de y —p doit de nouveau nous guider ici dans les discussions: car selon qu'elle est 
négative, positive ou mulle, il y aura une autre valeur Àà substituer pour Yintégrale définie à 
réduire: mais ici le cas où y est égal à p n'est pas réductible à ceux, où y n'est pas égal À p: 
par conséquent, outre les cas du Numéro précédent, il faudra encore distinguer ceux, où p peut 
devenir exactement égal à une valeur de y. Donc il ne faudra employer que la première valeur 
des intégrales citées, lorsque p est toujours plus grand qu’une valeur queleonque de 4, c'est-À- 
dire, lorsque p est plus grand que c, la valeur maximum de y. Au contraire il ne faudra faire 
usage que de la deuxième valeur de ces intégrales, lorsque y reste constamment plus grand que 
p; alors p doit être plus petit que a, la valeur minimum de y. Mais lorsque p est égal À c, 
alors lintégration par rapport à y, qui contient la première valeur des intégrales citées, ne saurait 
atteindre la limite ce, parce qu’alors cette valeur ne serait plus légale, mais devra s'arrêter à la limite 
c—e où e est une quantité, qui après l'intégration doit converger vers zéro: mais encore faut-il 
ajouter alors une intégrale singulière de c—e à c qui doit contenir la troisième des valeurs de 
Fintégrale définie citée. De même lorsque p est égal à a, l'intégration par rapport à y, quand 
on emploie la deuxième valeur de ces intégrales, ne doit commencer qu'à la limite a + «; tandis 
qu'il faut employer la troisième valeur dans une intégrale singulière de a à a +e, qui doit être 
ajoutée au résultat. Lorsque la valeur de p est située entre les limites a et c de y, il faut diviser 
la distance de a à c des limites par rapport à y dans trois parties de a à p—e, de p—e À 
pe et de pe à c: dans ces trois intégrations, dont la deuxième est une intégration singu- 
hère, il faut substituer la première, la troisième et la deuxième valeur des intégrales définies citées 
respectivement. 
Ainsi Pon trouve les formules suivantes: 


Pr Cos.p x c C 
Í 5 En de [rw Sin. rydy = inf (e-U — U) f (yy) dy MOED Eda ae (264) 
1 ar N, 


a 


= Eter) Í e-ufdy opa (263) 


a 


= - e—P1 (ew — U) f (y) dy + 5 e 2P1 [rw dj == inf (eu — €) f (y) dy + 


a 


7 C 
+ 5 e= PA eren GN DR ARE EE (266) 


2 


E - (eP1 He PI) ferm dy + 5 e—2p1 [”w dy =— . (evt J e-P1) | vr dy + 


ate a 


at: 
== zi fe? — el — et} f(y) dy ,p=a;...... (267) 
a 
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= zie (CAY — 41) fly) dy Hert [ro dy + — (erpen P1) fera dy, 


Pt: 


== 5 er + e-P9) [ ef (y) dy Ri if gela + els—p)a} fy) dy — 


He 
md (ers + e-71) |= eaf (y) di dj +5 — e?p4 [fo dy\ . . (269) 


If 

En fan: pais ape 
=H ep) | muf dy fe Wp — dy + 
0 

gE 5 Ve (fp) —f PH) dy je [C (le) fp) du al 

0 zz Í 
| ee de [rw Cos.rydy — zene LeW)f(y)dy PPG een (269) 
— (em — €P9) fera BL Oele (270) 


a 
7 


== —eTP1 [ enen jen [sad Ger fer teef )dy + 


a 


- 


” 


tier Wasmann UD OENE Eat 0 (271) 


(Pte) | rw waden [oe = zere ae af (49) dy + 


a: 
+ á ft feta Ferg figjdy Pag. (272) 
a 


D= IT pe ET c \ 
e=P1 | (eV He) f (4) dy + zer [7 dy + À (71 — en | ef (y)dy | 


a Es pe 


siem g fe (ely-p)a + ep v)f(y) dy + 


zr 
EN 


ï pt: 
sb zer e=P4) |= ef (y)dy + Eem [fo dy\ -- (273) 
sl { 
Pe pt „ape; 
== 7 (em — eP1) Í Uy) dy + 4 fen Hef (p—y)dy + 
| Â 


a 


+5 Í en (pi) dy HZ em Í Oef (pH) du. 
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La réduction de quelques-unes de ces formules ne donne pas lieu à des diffieultés; dans les for- 
mules (266), (267), (271) et (272) on a réduit la limite c—e ou ate de la première inté- 
grale Àà la limite cou a; de telle sorte on acquiert en outre une intégrale singulière de c— 
à cou de a Àà ate, qui en conséquence de l'égalité des limites peut se réunir à l'intégrale sin- 
gulière, déjà présente dans la formule. Dans les formules (268) et (273) on a transformé Yinté- 
grale de p 4e à c dans une autre de a à ec moins la somme de deux autres de a à p — « et 
de p——e à pe; alors on obtient le second résultat; dans celui-ci, lintégrale de a à p—e 
est de nouveau réduite À la différence de deux autres qui ont respectivement a et p, et p—e et 
p comme limites; maintenant on réduit encore les limites de p—e Àà p et de p—e Àà pt éaux 
distances O à « et —e à « par la substitution de p—z ou de p +2 pour y, comme il suit de 
la forme de chaque intégrale en particulier. 
74. Passons aux deux intégrales doubles 


C Í ie ® Cos. pz. Cos. « 
je 08. ED def f (4) Cos. Ey dy == | f (4) dy | ens dr, 
0 u a 0 


gs v° 

IS ® Sin. pz. Sin. 
Lase fre Smardy = [sar en de 
fe qe? 
0 a 0 


et employons les intégrales définies de la Méth. 9, N°. 19, Partie III: 


Í Cos. pa. Cos. a y 
da 


q_a? 


== 5 Sin.pq.Cos.qy , pour p > 4; 
q 


- 


ü 


7E . 
= zg Ceep a. Sin.gy ‚ pour p < y; 
q 


=S 2pI ‚pour p= y; 


® Sin. p z. Sin. 
Í rg ging ‚ pour Pp > y; 
TE : 
in EED, Cos.qy , pour p < y; 
&g 
— Eng ‚ pour p=. 
4g 


Puisque ici les valeurs des intégrales définies pour p égal à y peuvent se tirer des deux autres 
valeurs des mêmes intégrales, valant pour un p plus grand ou plus petit que y, il y a ici 
exactement les mêmes observations à faire qu'au commencement du Numéro 72; nous ne les répè- 
terons pas ici. On a done: 
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Cos.p 
Í ged AET paf qd PZG vanen. (274) 
0 
1 4 Cc 
= ern [ro Sinqydy ‚PSA; vs. (275) 
a 


reke Ds TES Dre TE c : \ 
Tú Sin. pg. | Jy) Cos. ay dy + 2 Sin. 2.pg. ĳ» fy) dy + 23 Cos. pg. Í fw) Sin. ay dy 
a pte | 


= 2 pg. fren Mate zj ) Sin. {y —P) 9} dy — 


gn 
ne p re pre . (276) 
agter [7 Cos. gy dy + De 2 pg. | f(y) dy 
pi ams „ape: 
7E 
Er Sin, fo adh fenn gydy 
+ og S-P | [ Cos. pg — Cos. {q(y + p)}] fy +p) dy; 
Sin.pz 
je DE id dkar Copr fr) Sn YU GP Eed (277) 
0 
= re Sin. ef. F(y)Cos.gydy _‚p SOisesnn. (278) 
ze pe md pre zei helle \ 
En Copa ff) Sin. qy keen [fo dy, Sterf fy) Cos. gy dy , 
a pe 
c 
gg Ceep | fY) Siny di + ge ae f@) Sin. {y — p)4} dy + 
a pt: 
7 . (279) 


8 pe 
—- Ne on pa. [Ìo Sin. gy dy — 5 Sin. af f(y) dy 
/| wq 
pe pe ap<e 


Cc 3 Cp 
TE 7 Cos. pg. ij f WY) Sin. gy dj + ze fy + p) Sin. qy dy 
2g 
a 0 


7E ps rn 
ar Cos. | [2 Sin. pg — Sin. {q (y + p)} Wy + p) dy. 
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75. Encore a-t-on les intégrales doubles 


„5 x Cos. En 
q° 


Pz Cos. pr. Sin. zy 
qe? 


tE, 


id y) Sin ay dy = [roa | 


Pe Sin p c c ® x Sin. pz. Cos. a 
Í pnt [ran oonevag = [fran f  , 
Erk ar 
0 a a 


q en 
0 
auprès desquelles il faut faire usage des intégrales définies de Méth. 9, N°, 19, Partie ILL: 
Pz Cos. pr. Sin. zy EUN, E 
| EE = z Sin.pa. Sin. gy ‚ pour p > y; 
“0 


Se = Cos. pg. Cos.gy ‚ pour p SY; 


= — 502 ‚ pour p=y; 


| 


je x Sin. pe. Cos. zy p 
ee dr 


7 

7 B — DOE Cos. qy ‚ pour p > y; 
TE A 

== sE So ‚pour P <9; 
TT 

Eend 700-200 E) pour ID y. 


Bens ; Ev 
Les circonstances sont ici les mêmes qu’aux deux Numéros précédents. Done les mêmes considé- 
rations conduiront aux résultats suivants: 


C 
ik Es) DESd te franse aydy = a CER PT TE RRT (280) 


c 
=— e Cos. pf f (y) Cos. qy dy RD ORS NRN (281) 
7E C—E E TL c JERS 6 D 
ek Sin.pg. | f(y) Sin. ay dy — zceerza. [fw dy —= ssire [10 Sin.qy dy — 


C 
3 | Csroasinop + Centra ‚PCG reren (282) 


CE 
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= — 3 Cos. [sw ) Cos. way Cos. me). Fey inn 5 Con. fo ) Cos. gy dy + 
a+8 
nm (4E 
+ zl (2 Cos. pq. Cos.qy — Cos.2pg)f(y)dy „p=a; ren. (283) 


TE 
== g Sin.pg. [ro ) Sin. gy dy — 5 Cos. pa [faro pg. [ro )Cos.qydy \ 
Pt pe 


= 5 Sin, pg. |rosn war free {4 (y — p)} dy — 


pre 
pe 7 p+e . (284 
== 7 Sin pg. Í fy) Sin qy dy — q Cos-2 pg. | fw) dy nel 
pt pe „ap: 
Inr € : ed of (Kl 
Sr Spe f-sW Se fro+n Cos. gy dy — 
a 0 
TE fS ê î ! 
ri N [Cos-2pq + 2 Sin. pg. Sin. {q(y + p)} ]f(y + p) dy; | 
—E 
® zr Sin. pz c 7 c 
Í TE dae f f(y)Cos.aydy — — 5 0on.pa. fs Cos. qy dy GN een nd (285) 
a Es a 
— 5 Sin. pg. jro SE ID erp Ont Gerkens erste (286) 
7 C—E 
geerd. [ror Jos. ad, Cos. zor [7 Wdy = — 5 Cos. pg. frou gydy + 
C—E 
E 7 2 Cos. pg. Cos. qy — Cos.2pq)f(y)dy ‚pC «ere (287) 
C—E 
= 5 Sirs [700 Sin. qy dj — 7 Cos. 2 pg. [ws y= 5 Sin pq. [ro Sin. qy dy — 
ate a 
nn fate 
B | (2 Sin. pg. Sin. gy + Cos. 2pg)f(ly)dy ‚pas eenn (285) 


a 
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7 Pians 7 Bes WE at (ee , | 
Ee Cos. pg. |_f(y) Cos qy dy — zi Cos. pg. f fly)dy + Sinpa.| f(y) Sin. gy dy \ 
a E { 


p— p+e 


== 5 Cos. pr. f fy) Cos. ny dy + 4 [ro Cos. {a Wv —p)} dy + 


pt: 
7 pie 7 pts - (289 
— 5 Cos. pg. |_f (u) Cos. qy di — ä Cos. zo| f (4) dy en 
Pant pe „ape, 


7 c k ze TT Gld 
In cpa: | fly) Cosy dy HS | f(y + p) Cos. gy dj — 
a 0 


== | [ Cos. 2 pq —? Cos. pg. Cos. {q (y +p)} fy Hp)dy. 
== 


Dans ces quatre derniers Numéros on a supposé que f (y) soit continue entre les limites 


a et c de g. 
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CONSIDÉRATIONS PRÉLIMINAIRES. 


1. Lorsquon veut Évaluer une intégrale définie queleonque, c'est-à-dire en trouver la valeur, 
soit sous une forme finie, soit, sous celle d'une série, il faut s'adresser nécessairement Àà la Partie 
Première, où se trouvent exposés les principes de la théorie de ces fonctions. Fn effet on en 
a déduit plusieurs méthodes toutes plus ou moins indireetes, et entre lesquelles, éparses par-ci 
et par-là, il n'existait aucune. sorte de lien ni de conséquence logique: quelquefois même elles 
semblaient être en contradiction. On a déjà eu différents exemples de ces méthodes dans la 
Partie Deuxième, mais dans cette Partie-ei on va les réunir et tâcher d'en faire en quelque sorte 
un corps entier. Il s'ensuit déjà que le but et la méthode de la Deuxième et de la Troisième Partie 
diffèrent essentiellement: 1À, le but principal eonsistait dans les résultats, d’après lesquels se réglait 
la division, et Yon n’avait pas besoin de faire attention à la méthode, qui y avait eonduit: ici au 
contraire ce sont les méthodes elles-mêmes, que nous avons à considérer, de telle sorte qu'elles 
doivent régir la division, et que Ton n’aura pas besoin de savoir quelle espèce de résultat elles 
produiront: or, il arrive souvent, que la même méthode donne lieu tantöt à une expression finie, 
tantôt à une série, suivant les circonstances particulières de chaque application spéciale, 

Pour obtenir quelque ordre dans ees méthodes si différentes, et pour en donner un apergu 
bien ordonné, il fallait absolument les ranger sous des titres distincts. Il m'a semblé qu'on 
pourrait convenablement admettre les Sections suivantes: on y a rassemblé les méthodes, 

Section 1, qui sont directes. 

„2, qui ramènent à des intégrales définies. 

„8, qui réduisent à des intégrales définies doubles. 

„4, qui mènent à des séries. 

„___5, qui donnent lieu à des Ééquations différentielles. 

„__6, qui font déduire de nouveaux résultats d'intégrales définies connues. 

„7, qui n’appartiennent pas proprement aux précédentes. 
Il ne reste encore que les méthodes, qui font Évaluer une intégrale définie par approximation : 
mais comme ces résultats ne sont pas des évaluations proprement dites, en ce qu'ils ne sont jamais 
exacts, j'ai ecru devoir les supprimer ici, d'autant plus que ces méthodes appartiennent plutòt au 
calcul des intégrales indéfinies. 

Mais ces méthodes ne donnent pas toujours des résultats finis: car par exemple dans la Section 
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Deuxième Tintégrale définie, dont on se proposait de chercher la valeur, est réduite à une autre 
fonction de ee genre: lorsque la valeur de celle-ci est connue d'une manière quelconque, on a 
atteint le but proposé; mais lorsque cette valeur m'est pas connue, on a obtenu une relation entre 
deux intégrales, et ces relations souvent ne manquent pas d'utilité. Wneore se peut-il que l'inté- 
grale, à laquelle on est conduit par la réduction, soit de tant d’'importance, qu'elle constitue une 
transcendante particulière; et alors il y a aussi évaluation, pourvu quelle soit une de ces transcen- 
dantes, dont les valeurs sont déposées dans des tables calculées: mais il n'y a encore que peu de 
ces fonctions, qui se réjouissent d'une Étude particulière et profonde. Ce qui a été observé ici À 
égard des intégrales définies, auxquelles on est ramené, vaut de même des intégrales doubles et 
des séries, qui se trouveront d'après les méthodes des autres Sections. 

2. Mais avant de passer À I'étude de ces différentes méthodes il faut que nous fassions pré- 
céder deux remargues. 

La première concerne les valeurs multiples de eertaines fonctions; et c'est ici surtout qu'il 
faut diriger l'attention sur ces fonctions, puisque en général elles ne se trouvent que dans la valeur 
d'une intégrale définie, et qu’alors il faudra décider de la valeur qu'il faut attribuer à ces fonc- 
tions, comme il sera plus amplement exposé dans la Méthode Première. Contentons-nous ici de 
donner les résultats des recherches relatives. On pourra consulter à se sujet: CavcHry, Cours 
d’Analyse Algébrique. Paris. Debure, 1821. Próliminaires. Chap. 1, 9. — Le même, Hxercices de 
Mathématiques. T. 1. Année 1826, p. 1. — Tse même, Legons sur le Calcul Différentiel. — Lie même 
Exercices d'Analyse. P. 1, 3 et 4. — Tie même, Journal de Liouville, IT. 11, p. 813. — Brörmxe, 
Act. Stockh. 1845, 1847, 1852. — Le même, Grunert's Archiv, Bd. 9, S. 383. — Tue même, 
Grunert's Archiv, Bd. Il, S. 39. —' Tse même, Grunerts Archiv, Bd. 21. S. 1. — LAMARLE, 
Journal de Lsiouville, T. 11, p. 129. 

Soit 7 un nombre entier queleonque, positif ou négatif, zéro non excepté; q une quantité 
finie réelle, positive ou négative; Écrivons la valeur générale multiple pour un 7 queleonque entre 
de doubles crochets, d'après la notation de Cavcuy, la valeur ordinaire entre des crochets simples, 
où done r sera zéro, alors on a: 


((r))7 — z4 [Cos.2rqa HiSin2rgal, RN NIE (1) 
((e),1 = a1 (Cos. ((2r +1) ga} Hi Sin. ((2r H1)g zr} bree (2) 
((1))1 — Cos. Arg iin. Ang TIF, ve a enerton men ven ene eee (3) 

((— 17 = Cos. ((2r + 1jgz} HiSin. (Ur H1)qr}=etrtdami, (4) 
ME rr hennen ee ERE (5) 
(2) =laat (Brel 1rnivanrdsr- ens Suman nd de Rie B te oe (6) 
BIES Bbeviepl oan, aótord Am) dap, veelen. el ore vaer ett, (0) 
Al al el Wv B EE RRS (8) 
Arcen. ((£)) = 17 F (—1) Arcnn.a, —l Lel; an ene oedenddente alef (9) 
= (Uri) hil{e dy (rtl) , Ia. (10) 
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—=(2r— ijz il {et (et —1)} , —o el; .... (U) 


Ancon) LEAD e= Ale B arn or toad belen oil (12) 
Ar EEE VE TNS VL EE. on ome ree (13) 
—= (Url) Hil {rd (re? —1)}, ENE EA ten oo (TEN) 
Anctang N= KT ARHAN GE Ras ans Nef vete hee Deh BE, OMEN (15) 
aen Ake or OR RON Tec Mere a Bere (16) 


3. En second lieu observons que ces résultats sont intimement liés aux valeurs que ces 
mêémes fonctions regoivent pour des arguments imaginaires, et même que \étude de ce dernier cas 
conduit aux résultats déjà notés. Mais dans les transformations il arrive fréquemment que nous 
aurons besoin des valeurs mêmes pour des arguments imaginaires, et Àà cet effet nous les ferons 
suivre ici. Les observations et les notations du N° précédent valent ici, et l'on pourrait citer 


aussì les mêmes auteurs. I’équation fondamentale est: 


ztyi=g(los.p}iSin.g) eer e= HV (2 +4°) Tg. =3, Cos.p =S = TIG (17) 


par suite: este PU Sal (Goptamoke Winzip) Pe Lent Ene AMT Zed. a (18) 
EREN yi) HJ (edy) 7 El Cos.q p EEn Cos. q p. Cos. p elen (9) 
2 o1 ul 


(e—yi t—(etyif  Sinqp Sing. Costp 


Ij F E 
tl 01 21 


((ed-yi))? = 07 (Cos. q p +iSin.q p) ((L))7 = 97 [ Cos {q 2ra4p)} HiSin. (q(2rz-g)} |, . (21) 
(Gah yi))? = 01 (Cos.qpHiSin.gp)(—1))7 = gaf Cos. {q(2 rad-g)}—iSin. (a(2ra+0)} |, (22 


(GEN) a WOLLTE EIN len ECH on MIGR en TE (23) 
eeen INNER HN (24) 

eli rp USIN Ad SEN IN ne de (25) 
ETEN BOR ie AM TA Wear ed, (26) 
En (27) 
es (28) 
Ume ERE de en eden (29) 
Ve VN Saen IE ed ea re eet (30) 
ME ern Ela ni denn (31) 
Bg) BE be ne rd el ate (32) 
Sin.(e + yi) — Fe He4) Sine + ji(e!—er4)Cos.e, .. (33) 
ID NEN ed od A OE (54) 
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1 1 
Cos. ( + yi) = ze + eT1) Cos. or — ot (=S Ee, ot. eere (35) 
k 1 

Cos. (yi) = IG CTA) EE AEN en ER ra RT ek ARRA (36) 

z j 2 Sin. 2 v 4 4 — TY 85 

UN TEE AT 7) 

T. Rink. 39 

ang. (yî) = Er penne eri fn PE (39) 

2 Sin.2r ey — eV 

3 mee eee eee 39 

GEEN Ey He — 2 Cos. Za VU He — 2 Cos. 2x 09) 
p „14e 

Cot. (yi) = ENA Naden textiel (40) 


Pour les formules suivantes admettons les quantités auxiliaires : 


En yr (ey? 124?) Bg let" lt (et Ht 49°}, 


alors on a: 


7= geletgt lk (eht); LES ee (a) 
Arcsin. (u + yi) — Arcsin. Sti ü en OE KANE ‚… (41) 
Arcsin. yi) = illy vg HIJ, oee brl ten Bled sla ere elek (42) 

ie eelt BE ea EEA 5 
Arcsin. ((z + yö)) = ra + (—1) | zin Zp it| +) tapa) ene (43) 
Arcsin. ((yì)) =— ra +(— ril (y Hv (y° HI}, «eee een (44) 
Arcos. (1 + yì) = taoi (et rk PE Wb WEE (45) 
Arccos. (yi) = ee {yr V(y + Hi) hbe OR reen nefe Beroe otras (46) 
Areceos. ((@ + yi)) = Urn t Larzcoo, — il (« +45) ON ad IT (47) 
Arccos. ((yì)) = (art ;) nmrilytvygHIj, eee se (48) 
Arctg. (w +yĳ) == Arctg. y zi 5 en En brad reed lee ane (49) 
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| 
Arctg.(yí) =H „ley <iegrt gi (UE RO) (90) 
1 
Arctg. (@ + yi)) = rar + Aretg. rt EE Ee ie eene, 6) 


ll, 1, 
Aret) rak Eler (ert)e m4! ee Sy oor) (92) 


ee ES 


Arceot.(e + y?) — Arccol. y nn SEE ne de (53) 
1 
Arccot. (4) = ark en <y<l), —zi Ed Zy Zo),. (54) 
(lg) 


Arccot. ((w + 4) = rd Arcot.y + ril + (L49)? ’ 


Arccot, ((y1)) = (ent) ati, Aal —ntiln Bf Ey). (56) 


yt-1 


> 
- - oi A A = 
„ Exprime que le signe de doit être le même que celui de 4. 


Dans ces formules la notation 


Les relations trouvées entre les fonctions logarithmiques et les fonctions cyclométriques imaginaires, 
peuvent encore être écrites comme suit: 


Ul 
Area li (B) tn RE B alen (51) 
d 
Arc Pe 1, ) Ardi 2 (58) 
Antos mt dE Le EE CE 58) 
14 wi jl 1 he : 
Ardy = zi Ee Em ten Ti EE NUE EEE) (DEN) 
1 ) Ì 1, rd? 
Rane OE 5 en Zar Ze), (60) 
On 27 3 ri 


où toutes les expressions ne sont imaginaires qu'en apparence. 

d. Comme dans les transformations le développement en série joue un rôle principal, on 
trouve ici les développements les plus simples, qui ont été déduits à la page (indiquée entre 
les crochets [ J) de Semrömrren, Handbuch der algebraischen Analysis. 2te Auflage. Jena. Frox- 
MANN. 1851. VIII. 2. 344 S. 8°. 1 Taf. Les limites entre lesquelles les formules ont lieu y 
sont toujours indiquées. Dans la suite on renverra à cette table sous les numéros des formules 
entre les crochets (_), qui les devancent respectivement, et avec l'addition de (C. P.). 

» afl 


(61) (lt pr= |, lere ents Pe el seiko 0d 
0 ‚) o 1 
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(69) 


(71) Cosec.p 


(13) Tang. ptp 


(75) 
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(62) kn EE py ‚p? <1; [150, 151) 
Akke) sf  zal. 

PE PE kr dn 
CE idd VE eK a 

(en) Rs rei Een 5 TE de 


cor 
(65) bart [160] 


(66) UHP) Ep „pt <1; OO 

(67) Cos.p= Sn pr, [174] 

(68) Sin.p= 2E pen 

Cot.p = e- Re = Ser 22n Bani, (70) 
E En =S ot Ee 1 Bani, (72) 


0 [2S1—285] 


EE 
r(2nHl)a*—p? 12/1 
1 ao (— jl == 
Sec.-p = ten 
2 1 (@nH1)? zp? 
el? pintl 
5 gn an H1' | 
db) let 
78 Arctg. Se gon, 
A Te a: 
(79) (trie oled) = Elio | 
kr 


1 
pen! Ban, (74) 
» nn 

EL gen Ban, (76) 
1 ij 


(77) Arcsin.p = 


p? <1; [182, 184] 


4 


(50) (pt) (adrelg.p)= É—a, Ct „jee: 


5 ge pir 
(S1) (Arcsin. p) lr ET el p? al; [255] 
82 1 p ea n=—l p2n 
Ke) Sin.p $ ganyr Bant sp <7; [274] 
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me arl? an —2 


(83) Cosap== En mn p)"‚ (a par), 


[244247] 
Ee 1)r/2 (a — 1 
84 =— Cos. p (at) Eil la — Sin.* p)", (a impair), Ces formules 
( ) 5 12n/1 l Pp ent t 
valent tou- 
(a 4 1rl2 (a — Inl? : enn jours lorsque 
85) Sin.ap —=aX 5 — 1)" (Sin, p)?rt, (a impair), 2 
(85) p= 5 L2nil ( Viel’ P) ( pair) ee B 
Cos.p ‚ant? qnt1/—2 eN 4 
(86) TT a En (— Ir (Sin. p)?n-t1, (a pair), 


2 
erst): 2e 
a 

— 1) Tang. m)2n+t1 
L ) Fang. p)antl, 


(89) 22alCostap = 


5 | 
0 
a (Zal 
(90) 22aCos2atlp —= E ej | con (Za 1—2n)p}, 
o\ mr [218] 
a 19/24 
ol) al Sin2 tp = Ee (—ljnte Za— Er ’ 
(91) u. ak In ') co {(2a—2n)p} Ve) | 
a 
(92) 2Sin2atlp — E (— Inte Gele | se Zat l—?2n)p}, 
0 
TL 1 & 
(93) Co zel) Oe Cos.np, [235] 
2 2 o \n 
1 1 2 
(94) (2u) SD -[/ ‚| Sin np, [235] 
I= — Ì 1 Cos. {(a— 3 
(95) p Cos.q— pp“ Cos.ag + p*+1 Cos. ((a—1)q} = 2 Be Cann | 
1—2plos.g + p? 
Sin. q — p* Sin. Hl Sin. {(a — Si 
(96) paun.g—p 2 En ene [le 1) 25 p" Sin.nq, 
=p 0s.q J- p 0 [232] 
1 — p Oos. q 5, 
U) Cos.nq ‚p° <1; 
En) l—2pCos.g Hp? gE Li, 
Sin. EA 
(95) es = Zp" Sin.ng ,p? <1; 


1_—2plos.g dp? 0 
Cos.aq —p Cos. {(a— 1) 4} 
1 —?2pCos.q + p° 


T'où: (99) = Spr-elos.nq , p? 41: 
a 
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(100) Sin.a q—p Sin. {(a— 1)q} te \ 
1 — 2pCos.g + p° 
101) AAtahe BEN si 2E S- n p? 1: 
1 —2plos.g hp? EE El + De sena RR 
(102) el An abel Hp?) S pr Cos na}; 
1 2pCos.g + p° A ) gen 


(103) _epCos-7 Cos. (p Sin. g) = 5 Le Cos.nq, [137] 
oere 


> pt 
(104) erCosa Sin. (p Sing) — Em Sing, [137] 
0 


ePpSin.g Jep Sin.g Pe 
d'où: (105) TE Cos. (p Cos.q) = al JE ni Cos. 2nq, 
epSin.q— ep Sin.q En p2n+t1 A 
(106) EN Cos. (p Cos.q) = A 1)” ve Sin. ((2n + Ig}, 
epSinafen ras 0 
(107) 5 Sin. (p Cos. Vm a ID er ir {(2n +14}, 
ePpSing— e-pS.a eo 
(108) ni re esi (p Cos.q) = zi En Sin.2ng; 
B 3 : ge (—p)' JL : 
(109) SU H2plos.gtp)=E Cos.ng ,p <b [239] 
2 1 
11+ 2p Cos. 2m part \ 
Pee) ER (@n+1)g 
4 1—2pCos.g dp o2nd 1 pls 
l -1 2 p Sin. 2 2 nl é 
OE ee ne ee 
4 l—2pSingdp? 0 Und 1 | 
p Sin. q % LE N 
IE Sin.nq . p* <1; [240 
(A12) PR od m.ng.p 5 [240] 
1 2 p Sin. > p2n+ \ 
d'où: (113) 7 Arelg. DE dee 7 Sin (@n + 1)q}, | 
== o?2n 
il 2 p Cos.q Ee { Pd 
(114) Ae == zi NE Co (&n Da} 
3 p Sin.q a la Á \ 
(115) (142pCos.gtp*)ie Cos. GAN =| |p"Cos he 
+p Cos.q 4 8 p: <1; [234] 
5 


S 
(116) (A42pCos.g-p*)ia Sin, (« wege) Een Je Sin. za 
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SECTION PREMIERE. 


MÉTHODES DIRECTES. 


$ 1. MmÁrHOoDE 1. DÉDUCTION D'INTÉGRALES INDÉFINIES. 


1. Dans la Première Partie on a trouvé la formule (6): 


4 d. F(x 
[re dre = F(b)—F(a), où CNN on BEREN (a) 


EN 


Elle donne lieu à une méthode directe d'évaluation, mais seulement dans le cas peu fréquent, où 
Pintégrale indéfinie est connue: encore celle-ci est supposée continue entre les limites de l'inté- 
gration. En général cette méthode ne donne pas lieu Àà des observations, sauf les cas, où F' (z) 
appartient à une classe de fonctions, qui ont une valeur multiple. Car en général la valeur de la 
fonction intégrée, et par suíte celle de Y'intégrale définie, sera complètement déterminée; donc le 
second membre de Y'équation (a) doit être déterminé aussi, et il faut absolument de quelque manière 
lui Ôter son caractère de généralité, qui ne lui convient pas. Souvent ce caractère se perdra comme 
de soi-même: quelquefois il faudra avoir recours à quelque artifice; on ne manquera pas d'en trouver 
des exemples dans la suite, 

Mais il se peut aussi que f(x) soit elle-même une de ces fonctions à valeur multiple: alors 
il faut exprimer le résultat de telle manière, qu'à chaque valeur de la fonction intégrée corresponde 
une valeur déterminée dans le second membre de \'équation (a). 

Il va sans dire que premièrement il faut toujours prendre la même des valeurs multiples dans 
les fonctions F(e), F(a) et F(b). Comme ensuite 


il peut arriver de deux choses une: ou la quantité indéterminée (r), qui caractérise les valeurs 
multiples, ne se trouve plus dans le coefficient différentiel; et alors on peut prendre quelque valeur 
de r à volonté; — ou cette quantité se trouve encore dans ce coefficient, et alors cette équation 
(b) doit servir à déterminer la valeur ou les valeurs, qu'il est permis d'employer. Bt eomme ceci 
vaut de même, soit que cette quantité r se trouve ou non dans la fonction f(w), on pourra encore 
faire usage de cette méthode dans lobservation précédente. 


1 8 
2. De lintégrale |= dz. On a: farde = aPtlda 4 C. 
p+1 
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Done, tant que p+1 reste plus grand que zéro: « 


jve EN ne ME eest: 1, N° 18) [U 

/ oen ek aak 

car pour p plus grand que — l on a OP+I —= 0: lorsque au contraire p devient plus petit que 
— 1, on trouve F'(0) = en = ite == — @: alors pour —p au lieu de p, on a: 


ph1T prio 
1 
fre=f ee el (C.2, N°. 1. 
X, 
0 


Encore a-t-on: 


“ard r Nei Le (1) 
LUPUT Se Petert We Welie veele we eaten se 
je p+l 
2 er: 5 8 
done — 0, ou = Ei selon que p est impair ou pair (T. 17, N°. 5, 6). (lei p peut être 
p 
positif et _négatif). 
Encore : 
de 1 
Í Ee er EE On ande era 
x 
‘0 


car pour p positif, on a F(0) == @,et pour p négatif F(o) == oc. 
Il nous reste encore le cas de p — 1; alors on a: 


d 
TUN HC 


done: 


b 
fire y=") pg (ori Ar la} {U la?} ==; (T.35,N°.20,21) 
a 


puisque a et b sont tous deux positifs: lorsqu’un des deux est négatif, la fonction devient dis- 
continue pour la valeur intermédiaire zéro de z, [2] mais si a et b sont tous deux négatifs, on 


a le même résultat 
—bd b 
Í ERE OE et (5) 
a 


Kij 
—a 


On voit que dans ces cas la quantité arbitraire r est Éliminée de soi-même. 


[1] Rappelons, que la notation T. N. renvoie à une intégrale définie, qui se trouve à tel numéro dans 
telle Table de mes Tables d'intégrales définies. (Verh. Kon. Akad. Deel IV). 
[2] Voyez Méthode 2, N°, 2 
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Ë 6, da de dl zes 
3. De lintégrale nee On a he Tt = zi ane done: 


Pp de | P\ 0\, 1 Pp \ ] p 
=—=—j Arctg. [2 |- — Arc eN == ret Arclg.= — rm — Arctg. 0} == Arctg.—; . (f) 
[mre q Ng a) q q EE? q 


(pour q — 1, on trouve T. 34, N° 1). Ici de même comme au N°. 2 les deux quantités rr se 
détruisent, et # ne se trouve plus dans le résultat. On a encore: 


je de ] | Arct | 5 Arct ;l Ei tg.q (5) 
—= — JAretg.— — Arcig.=f — — | Áre == —Arctg.q, .. …» (5) 
See Beg q ke g\2 75 q 
rd 1 0 
2 En edt (OREN 2) 
get gl gs 2 


Quelquefois on peut déterminer la quantité r par l'intermédiaire d'une autre intégrale connue. 
Par exemple on a: 


1 de 1 ech zr rad jen 1 

= li id — == E _— (5 == fr er 

les: ati f 12? retg. ((_eo) rctg. (( )) 7 4, 
0 1 

Mais d'un autre côté: 


L_ de 2 ld Ied 5 Ee 
rees: TS n= | 
út) Ot 5 Ì 


wd 0 + 1, done #'=0 
—_d.- — nd gs 
ef s <| Pe 
1 


et par suite: 


1 dr Go d. 
nk Ni Lap dE Sh, de), 
re 4 
0 l 
résultats que l'on obtiendrait aussi par les intégrales (4) et (5). Toutefois, pour déterminer r, il 
faut donner la préférence à la méthode exposée au N°. 1 


Lorsque g est imaginaire, de la forme + p + qé, il est: 


2 == L [are Ae Era == 
(Eptgijt He? tptgi Aere) Arg ei 


1 bp — bg Í ap eed 

= —__— [Areuyg. [e Li | Ars in in |. 

Ep tail TT A RET 

Employons la transformation (C. P. (51)) d'Arctg. ((w + yê), alors on trouve ici pour le premier Árc{g.; 


+ (2 TE) 
ig) ib tettert iP TA TI. 
4, 2 EN CE b? b rr) 2 2 
(lg bip" Hlottrat Hbo) ineen 


Page 193. 25% 


HI. Mee, 1.N°.5. THEORIE, PROPRIËTÉS, FORMULES DE TRANSFORMATION, 


et 

bp Hbgt(p? 40°) Hv bpr Hb (pt 40°) } Ab p(p? +9°)°| 
+ 2bplp" +9°) 
bp (pied) 


Arctg.y — Arctg. 


done, dans le cas de b== oe, la seconde valeur du logarithme devient, 12 pr: En 7 = 0, et la première 
valeur de VArctg. est Arctg. (dE ) —= + ze par conséquent : 

Arae p? Ee ie Ezi nn Ki 
Pour a ou b — Ò au contraire, la première valeur du logarithme est zl Er: ark ir i == 0, et la 


0 
seconde valeur de l'Arctg. devient Arctg. apt +0) == Arctg. 0 — 0, donc: 
g 


q2) 


ap ‚ —4agq 
rage 7 KAT nl =rnt0 F0, 


Par suite on trouve: 


Ek MEN Fn SEE Dt 
Eptg)' tet tpi) UWptgi) 


ce qui revient À dire, que dans T. 19, N°. 2 (voyez plus haut), q peut être imaginaire. Mais 
la dernière formule, comme toutes celles qui renferment des imaginaires, correspond à deux autres, 
car la partie réelle de lintégrale doit être égale à la partie réelle de la valeur, tandis qu'à la 
partie imaginaire de lintégrale correspond la partie imaginaire de la valeur. On trouve done: 
lorsqu’'on rend les dénominateurs réels: 


ja v°Fp*—qF2pgi ze PEN ame. zo Fp*g? pre 
zp gtje H(pe 402)? pt Hg°) at HA pr 0e HP H0°) 


EE (tas, Ne dij eeeee E l 
AE Aen er [ atH2 (prat Hp? 40°)? Upd 
0 
e de 1 
d'où: be - Sr (I. 25, N°. 22) 
Nd —0°)e De ot Gr Pd 


oe ba EE 
ET TEE TET 
0 
Page 194, 


ET METHODES D'ÉVALUATION DES INTÉGRALES DÊFINIES, III. M*‚ 1. N°. 4,5. 
4. On vérifie aisément les intégrales indéfinies (où Pon a omis la constante C): 
2 
heten IGE A fran Er AED 
lis 5 Sn er Cl iel ST t opp? La? )}- 


Comme elles ne devienment pas discontinues entre O et oo, on peut les prendre entre ces limites ; done: 


ee da 2 id 7 
WE rn gn dre pazari O tE) reen Eu U 
0 


page p°dg° 2p p+-q* q 


pede Eu Arend 45 Tij p Aretg.(O)— Hij = 5 Ë E\ (8) 

rc 0 rc == —pTn=_—=gt= |. 
en ee) p Arctg oee an 
0 


DO #2 dz 1 fs il 4 IN 1 et er 
Eg —= Dg q°loo —pgAretg.(( oo) + P lo —°04-pgArcig.(0)—op lp |= .(9) 
0 


puisque on a vu dd (( )) — Arctg. (WO 5 Les formules (7) et (8) pour q —= 1 se 
trouvent T. 24, N°. 3 


als 
De Mabon ond II zig . On | == EEE Pen 
prgetrat OU Iga Tv Apr”) apr") 
S À 1 Art — — Áp 1 
HC (Apr >9°), = pe OEE En (äpr<q°); [3] done: 


V(q— Apr) 2re dgtl (q° — pr) 


| de 2 (a s Arg pe q 
arr nnn enten AI eN 
ee rd) TL (dpr—g) Re 


2 VV (4pr—g®) 
ennn CU nn ER NE 10) 
PE rolg TER prog (10; 
ferdgt(g? —4pr) hetere 


(ge —Apr) Lerdgtr (g? —4pr) qd (q*—4pr) 


1 2 (gt —4 
Re Werp he eel Ze Apr <q; tte Lie (11) 
VO (g? — Apr) gp (4 — Apr) 
Er 499 


La réduction des Arctg. n'est permise, qu'autant que Apr >l,e. à d. 2r(q + 2p) 20, 


ou, r (et done également p) étant supposé toujours positif, SLS 2p.— Encore trouve-t-on: 


[3] Voyez F. Minpine, Sammlung von Integraltafeln. (Berlin, Rermarus, 1849, VI et 186, S. 47.) 
S. 60. Taf. 52, : 
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ed dr 2 í q 
EE JE Arc. — Ardi. | = 
pj etaetre r(äpr—g*) | Lr (4pr—g°) 
2 (apr —q°) 
EEE EE RT 12 
ETD g prog (12) 


aL leek ini 
1 (ie vig tn 


vats ler gg Apr) g°—Apr) q—vq Apr) 
on D dz 1 ad a Sin. d 
ne vente ee Oh 8 
ble: Jr tE ZeClos.Ader* Sind EO oen 
1 da 1 Sin. À, Sin. À 
De tn MEN 
len Eat TE Le Sin. nn ( ) 
0 
1 Ì Ì 
Mais pour chaque signe en particulier on a: Arctg. (ero. 5 1) = zh ou Arctg. (cuz) == 
Js 1 
= Aveg. (Tang, E-: 1} = 25 À; donc: 


EEN ae = (14 
| eo heen a A te ) | 1 2alos.h ta?  2Sin.h ) 
0 0 
De même: 
rd de dj sl la â Sin. À PE Sin. À ae 
| 142aolosht-a? Sind reg (en per el a Te CE 
l 
mais dans le cas de chaque bn en particulier la différence des ee se réduit à Arctg. wig In 


il 1 1 
— Arctg. | Tg. À == zh ou à Arctg.(—Tg.A)— Arctg. | Cot. 5 —(a—l)— setje 
AP 3 gl ) 9. 5) 


| 1 
== —n— -À; done: 
2 2 


LE : TE (16) 
14 2 Cos. + z? 2 Sin. À 
7 da n—Â 
bj (11) 
1 2vlos.hH-a? 2 Sind 
1 
Enfin: 
5 da Sin. À 
en SR SEE ne dt Tang. à);. (18 
| 1E 2x Cos.h Jax? et À (are 0 dE Cos. À Rini Jen Sin Are (nge 


or, iei on a pour les deux signes Arctg. (+ Tang.) == k ou — mn —àÀ, donc: 


[4] Pour la vérifier, on pourra substituer dans l'intégrale (14) z et 
y 
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ë de h_masNes,f de 5]. (P.25, N°. 2) 
| 142eCosAhte? Sin.’ Rn | 1—2elos.h Az? et (6): Ì 
0 0 


Cette discussion fait voir qu'il faut être prudent dans la réduction des Arctg.; on aurait pu garder 
Pexpression générale d'Arctg. ((z)), pour arriver aux mêmes résultats. 


. de dz (le 
6. De Vintégrale f— ORE Shar Area, 5 + C; done: 
vr (g —e?) (ge?) a) 


— Arcsin. El — Arcsin. ((0)) = L, md (— 1 Arin) — 


| alg) 
9 
ren NE eid k 
— {rar H(— Ir Arcsin. 0} — (— 1)" Arcsin. = Arcsin. , Q Pi «se (19) 
q q 
puisque Yintégrale, où la fonction intégrée reste toujours positive entre les limites, a elle-même une 


valeur positive (P. 1, N° 12): (pour qg=l. T. 34, N° 5). Done on voit que le r arbitraire 
sélimine du résultat: on en déduit: 


Ì de 
MT RE eeh [ep: rr Saer (0) 
j (g° —z°) q 
0 
re ede T. 12, N°. 10 
nn z°) Te ( ) Pake { ). 
( o 
Pour q< etn Aran See aone 2 Tse iet Ptio 
our © on a: e= — Arosin. =| k ò Da Es : 
q ln nin C El one À Yaide de ( ) 


els Ran resin, (4) resin, d 1 T TT dae 
ND E)- Gi Elâs d |: ke ; ak q 


1 dt ) en A 
pg EN GE VAR ek 21 
de 7 EE q<i<p (21) 
[5] Elle se vérifie comme la somme des intégrales (14) et (17). — Onm, Die Auswerthungs- Methoden 


bestimmter Integrale, (System der Mathematik, IXter Theil), Nürnberg. Korn. 1852, XILet 437 S. S°., la trouve 


(S. 13) égale à 


==) IAS jn ze 
KE puisqu’il prend Arctg. (—2) = —). Par ce qui a été dit au N° 12 de la Premiere 


Partie il est encore évident que ce résultat est fautif. Car 1—2xCos.h Jr? est toujours >lAxJo?, 
done >>(l—z)?, done positif: or, une telle intégrale, où la fonction integrée reste constamment positive 
entre les limites de Fintégration, doit nécessairement avoir une valeur positive, d'après le théorème cité, 


[6] Au moyen des substitutions #? —= 1—y? et g?=1l 4p? on en déduit: 


Û — ydy 1 l xda ej | Arent 
TANTE TRE TRR rcsin == ATCCOL, PD. 
AA dee [nen [7e (pz? Aj 
(T. 16, N°. 6). 
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d 
7. De Vintégrale vre een Poura = pgs rs, b=g rs, on a: 
BFN (ptgetre) 
p de —_l fr (pt-gedre®) Ha 
Ee te USED AG ENE TE EO 
lens ral es Fo) E20 
1 EEDE 2 (ptgetre?) 
== eneen en en = 
DRE resin ETI (ag 0),= 5 EU sa SOL. 
Done: 
EE de hierheen l EENS et LENS ee ESS ] +rst Dogs; (22) 
Aan an ane a nn ne al it 
EE 1 {2ptq2r4g)s}V pp IW (pq), 
TE Arcsin. [ Nn Ugo prs) [pret <9s;.(23) 
= Vp vVlptgtr) NE 
rn — Ts SS UL  OR OR ne t FA In Ere = 
Pour q = 0, r = —r, on a: 
dr 1 a pt plprs) 
gn ECT An a 
a eet Lp ER s prs (p—r)(p—re?) zj} hes 
Une ok onPekrdppllpsr) 
zz Á Nn lr Re dings D 
En resin ESTE v (rs peers ; (26) 
ef El en 
Shi A En NN en (27) 
Pour p = r = 1, les deux premières donnent : 
de 1 1 Hv (1—s?) 
Re rt NE anr 
Bee) be oe Tr se: 
0 
mm) Sns 5 bfs el) 2 2 6 
EES hdi 5 vab Lamein alek 
Supposons s == —s, ce qui est permis; la différence des résultats donnera enfin : 
dz 
EE NEEN dk EERE a TMA Heee 
Pt ei (50) 
0 
ak An (31) 
Ur (s° —1) 


[7] Voyez Mixprxe, Samml. von Integraltafeln, S. 97, Taf, 11, 
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ou pour s==: 
DP 


A ENTER LE TEEN 2 ZZE (32) 
ht? inh eer dt SH \ 
0 
u ee (33) 
S. Exercices. Fonctions algébriques. 
Sd Lard 1 
== ‚pl, «(0e <p<l), (T.81,N°. 3,4), — == — Arcoot. q, . (34) 
a pl ge He? q 
I 0 


q de Jr (35) dae z EE 15 Ne 1 » dem ke 
ke Takt ó | Er EN ae te 


Er ijl 2 aan KC 
| D EE ii en 5 stol ero (37), / ie ee PS B AE (33) 
En eng p 
dq pg ‚ 


—r 


je da e 1 (39) a ade 1 1d 
rid Arr? Cos hat Ar? Cos.d „| ri dra? Cos. 2 Hat Tr ) 
0 


0 
1 d, 5 90 de 5 
Ne (41) 
lede? 81/8 lede? SL 8 
0 1 
P de 27 LE d 2 a dv 27 
ng EEN NI ee (48) 
1adez? 81/8 JolSerr 98 latr? 38 
0 ĳ 
pe da 4 E L_ Cos. 3 res 1, TANS 
Dr kn Rt » > LN an ’ Ee) A9), 
| en 88 Ee ENE se en | / 
0 0 
1 Cos.h 1 l d jen 1 
NE 1) — Oo (45) 
} 1422los.lda? 2 14-22 Cos.h + r° 2 2 
"0 
WN 1 pg L “da Le ve! 
= IE (T.3‚N°.9), SAS =H Cork (AH 
ee MP en Heem 3 ess Eken 
0 
Pp vdy ® vd; ® rde 
== 0, .. (42), eea Ne. Aj; EN heit et (43) 
q° — xr q° En zm? qg° — Pd 
il 0 0 


eds 1 en ee rd 1 ee d 1 
Er, of en. BD 
a(l tet) 2 e(l +2) Pp phgertt rg 

1 p 0 
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pl d - wo Ren 1 el E 
| en =| EE de (TON sang LD 
(ap) gf Ep) F4 / Lr (le?) 
q rde rd 
ede EED ED RNC 
dr 
Zi ah W35,N.0 | 115 (53 
[en wt) nge sede 
“0 


ne vl) VOLE) HV(L-g) Vv (lr) (1—p) 
P 


en de 1 Vv (p-—g°) 
ee Arctang.—— ( — 
piesen over) 700 br 
Ì gg 4 de (v vi) 
== == L = T.28,N°.9,10 == 4 JS), (54 
en p ec la va kP Ce 
1 ps rn) Er NA 
Vn: =de els en eenen ee (OA 
imp DE if ‚ (pour p= 1 12, N 5) (55) 
da DDA Zar ooo he MN Le (56) 
EE LE 2 pr tg 
td ae Oan tgeen 57 
| EE == En | pn Ta |: ee lees (57) 
es EO ag D ‚ (T. 35, N°. 1), 
OGER BAN PON (149) 
an Ae Pp Vrt) ag 
ferret ett! he ek onhe (58) 
as „pt? (rt) Pp vett g ie 
|- der (p4qe°) = WARE TE Nn ante (59) 


0 
Plusieurs de ces intégrales nous serviront dans la suite. 
1 kk 
9. De Vintégrale | eEprde. On a Í etrrde = re epe + C; done, dans la supposition de 
Pp 
p_ positif: 
b 1 
| ent dp — = (ebP — PP), «ve ern ee eee ee eee (60) 
p 


a 
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en Les 0) L (ep 1) (61) 

e Di ik IN A (AN) ECE Ee ) 

i p p 

0 

0 1 1 

[eeens Ae ol alt: GM EER esn (62) 
Pp p 


Pour p = l les formules (61) et (62) deviennent: T. 4l, N°. 6 et N°. 21. 


ej 1 1 1 
[r de = ——(eT® —e0) = —-(0—1) =-. (L. 36, N° 2). 
jd p p 


pz 
Encore Fintégrale plus générale joe — ed +C donne: 
(DE 


EEE ENE al, N°. 5 

Kaat be rrrnd ) 
(te) 

nd RA GE ee PONG 
plg pla’ é à 


o 
puisque q° est infini, lorsque q est plus grand que Yunité, tandis que pour une valeur inférieure 
q° sévanouit. En général p ne peut changer de signe dans ces réductions, sans que la validité 


du résultat s'altère. Lorsque p devient imaginaire, on a encore: 


j- le AG epe (Cos.q re —iSin.q 2) +C — 
AT 
(p Cos. q à —q Sin.q 2) —i(p Sin.ge + q Cos.qr)} HC 
=p le ge—gSin.ga) qe dq Oos.g2)} 


en y substituant la valeur de hare imaginaire En P. 24). Done: 


| e@Hrde == (ee) Ir ER Cos. 0 — iq Cos. 0}. 


0 


Dee 


Or, la fonction e-” est zéro, fandis que son coefficient (.…) qui ne dépend que de Sinus et de Cosinus 
ne saurait devenir infini: par suite ce terme s’évanouit; dans l'autre terme e-® et Cos. O sont tous 
deux égaux à l'unité; donc enfin: 


pad = (I- 30, N° 6), [8] 


Ee ren 
forse is nn 
p° +9 ptgi 


0 


pe 8 
[8] L'évaluation des fonctions imaginaires donne : 


br (be gntsdeige de = B, 
Barr? 
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de sorte que la formule précédente (T. 36, N°. 2) vaut encore pour un p imaginaire, pourvu qu'alors 
la partie réelle soit positive. 
On a encore: 


b 1 Ì 
Í ride — yk defi —= — (ebt — va, nee. Bk (65) 
qî ge 
a 
eN 2e ni 1 - . 2, 5 
d'où | ee Md (a mn Me BAE A EE LE . (66) 
qe g 
Za 1 5 
et | ddr (TS enk RAE Erin as mkasechm au ke Mered ris (67) 
ï 
0 E 
en DOLT MENEER nin te eee EE EE TEEN (65) 


Lorsque dans Yintégrale indéfinie | e-(P+gì)z on prend q négatif, et qu’alors on ajoute ou soustrait 
les résultats, on pourra exprimer les exponentielles imaginaires en Sinus et en Cosinus: cela nous donne: 


p Cos. qa — q Sin. qr p Sin. qe +-q Cos. qe 
pdf’ Pijhade 


formules, qui nous donneraient aussi les intégrales de la dernière note. A présent nous les intè- 


| e-Pr Cos. gard == — e PT 7 Í ePrSin.gadu — — EPE » 


7 à 3 sa 5 
grerons de 5 à oo; alors il est évident que pour la limite supérieure de z la valeur s’annule, 


puisque le facteur e-P2 —=e-? est zéro et que A) quoique indéterminé, reste en fini 


et même toujours plus petit que Ee : done il ne reste que la valeur pour la limite 5 de 7: 
oo Si 
f resin qe de == een KE ede mar EE, (69) 
A pig 
ij Cos. qr — q Sin. 
| e-P£Cos.qade — eiP7 ene EERE, HOVO, AEN (70) 
L Piard 
2 


et la séparation des parties réelles et des parties imaginaires nous fait trouver: 
0 


| e-PiCos.garde = 


f orrsnavan del (T. 218, N°. 9 et 8} 
0 


B, et 
p.4q® pe Hg? 


On déduira ces mêmes intégrales Méth, 4, N°, 11, sans Vintermédiaire toujours épineux des imaginaires. 
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10. De Pintégrale | (e-p)dr. On «|. (edp) de= (ap) (l((24-p)) —1} HC, done (C.P. 5): 


1 

fetmae=a+n (UA Hp)Armi lp (Ip rn lj (lp) (1 Hp) pip dri (71) 
0 

Ici se présente le cas que la quantité d’indétermination r n'a pas été éliminée, et qu'il faut la 
déterminer séparément. A cet effet différentions : 


d. d 
ze HP) U (2 4 p))— 1} + C] == zie te) Ula dp) rail} +C] == 


1 ; 
ln an al Pe mh 


et comme cette valeur doit être Égale À la fonction intégrée L(e + p), il s'ensuit que la formule 
(71) vaut pour le logarithme général sous le signe d'intégration: tandis que pour sa valeur réelle, 
il faut prendre zéro pour r, c'est-à-dire : 


[lernen (LH p)l(l Hp) —plp—l. (L. 42, N°. 9). 
0 


On tire encore de cette intégrale [re +gr)de = (+5) U(p 4qz) — er HC, done: 
d 


/ qr 
fo+ona=r teton HEEE Raud br zit ema (72) 
Á 1 
11. Ezercices. [er de = oo, (T. 36, N°. 4), [ee Dn (LE EM INE 15) 


i a 1 +1 qe —l 
ELS CN ora AUB e-Prdr ——eipz,... (74), [ore == Ta (75) 
ie Pp 


|=, 


e qep 
oo 9 U 
r dadl 
[r- de = AEN (76), (pour p= 1, 75 et 76 se trouvent: T. 41, N°, 11, 10), 
(OU 
ao 1 8 kr . 9 p 1 
| ent idar =S 6E NEN5) [er dik ITN AN AE ee teke He een lee (17) 
Ze q 2 
a —im 
go 4 p oo 1 
e-Pt Sin. ouda — eTPT — De N79) [— Cos, ade — —e iPF — ‚« … « (79) 
| p +1 n Pad 
2 2 
| ePr Sin. gridr = pe, ono des (80), bns = DE VED (81) 
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a dr 1 IE q dz 1 2 de 1 

ee of = —=l(l—pe-1), (33), ne am SU(ISS Pp) (84 
MEE ene hk ni Up), (SD 
0 0 
Ed En 5 ee 
|= nde RNI N25 delpta =p + q)— ze .… (85) 


0 0 


} 1 
12. Des intégrales | srrear | Cos. paxdz. Comme f sevzas = Er Cos.pr + C, 


1 
fcoorrar= Sin pe + C, on a: 


Ì 1 Jl L 1 1 
| Sin.pedr= — (Cos.p—Cos.0)=(l—Cos.p), [ gren eg eran Sin.p, (T.95, N°.2, 1), 
Pp p P 


o 0 
et aussi: 
7 Zj 
AR 1 il 2 nk 
Í Sin.padv = — k -— ed ard Gi (86), | Cos. prdz = 7 Sin de (87) 
p 5 
0 0 


Ces deux dernières formules valent pour un p quelconque ; mais lorsque p est un nombre entier, il se 
présente quatre cas, savoir p —= da, = dal, =4ad-2,ou —4at3, (où a est un nombre 


entier): alors on a Cos.lprz=—=l, =0, =—l, ou —=0, Sin. ipn=0, =l, —=0, ou =—l; 
de sorte que nos intégrales auront pour valeurs correspondantes : 
a 
Ei 1 1 
Sin.prde = 0, = ‚== Buken te lede 
Aal  Zatl 4a+3 
0 = 
ee 
‘Oihda — 0 Ì 0 en T. 53, N°. 5—8) 
os.prde — 0, = ‚ = 0, ou = ‚(T. 53, N° 5—8), 
| 5 Aal | 
0 
Dans le cas de p —= 1 on a en particulier: 
7 dl 
2 2 
fl Sin. ode =1, (T. 58, N°. 9), Í Cos-ade == 1, (T. 58, N°. 10). 
0 0 
Ensuite on a: 
on 1 Ì N 
| Sreas = —— (Cos. pr — Co8. 0) —= —(1—Cos.pn), „ares eee (88) 
8 p Pp 
, 2 eer 
= 0,(p nombre pair),...... (89), == — (p nombre impair), ...--«« » (90) 
ke 
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7 Ì 1 
Í Cos. pe de — —(Sin.p rr — Sin. 0) — bna, .. (91), == 0, (p un nombre entier). . (92) 
p Â 
0 


On voit qu'ici les cas Àà distinguer diffèrent chez les formules (388) et (91). Lorsque p est unité, on a : 


7% 7 
| 'smrce re (ES Nel); | ooezas U WEN (93) 


0 0 


de 
13. Del'intégrale — L'intégrale indéfinie a une valeur différente, selon que p< 9,4, >9- 
pq Cos. v 


— E ara (7 De Fijter zen, 
rn enen di an 5e bel 
NEEnn: q° 9 J- pq p q 
EN 
p 
n 14-79. en 3 
ER id +Cp*<g* pz O0 =p) = Cat, +0 qg=—p)[9|. 
wg”) |, Rene Ee p 
® 2 q+p 
Donec 
7 
2 dy 2 pq 2 q 
| ee Arctg. Gre EE min =p 245) 
Cos. 2 
Treed nets) pg pr (1-5) p 
7 p 
1 LO (qd-p) +1 (q—p) 1 gtr (gp?) 1 
EE: EEN Ee TEE FAA zi q —,( == U) 
GPP) WGH) (gp) ge?) IE 


oke 7 
== 0, (p= —g), (T. 65, N°. pet Oer 
O8. © 8 
Aap 
(ISI ND EED ee (PER ne err eene es (94) 


; q: 
Toutes ces expressions valent de même pour p négatif; c'est pourquoi on a mis pl” (1-5) 


au lieu de 1 (p°—q*), afin d'exprimer que cette expression devient négative avee p. Comme la 
substitution # == Za y donne: 


A de 27 dx @at1)z da 7 da 
| | p Hg Cos.’ | pHg0ose | p +q Cosa’ 
Aar 0 2ar 0 

on a en général: 


[9] Baörne, Grunert’s Archiv, Bd. 21, S. 26. 
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a7 de 7 de an 
Í TE eee EER anr (p* nq) . (95), == 0, (p? E q°) ï (96) 
Cos. Í Cos. 
hen hed ir ed py |t 4) 


(Pour a — 2 on trouve: T. 88, N°. 9—12). Luorsquw’on substitue z =y Jaz, on a: 


(ati) dax 17 dea 4m wi sd 
Í Ts) UE ed. p + q Cos.x 
0 0 


an 
dont la valeur se trouve exprimée plus haut: qu'on Yajoute à Yintégrale (95), (96), on a: 


aes dr a 1 
Cos.r 2 
p+g EE 1-5) 

p° 


1 Rm ad Chem de) 


== K rn kk Ee (95) 
vg) p À 
14. Ces intégrales donnent lieu à quelques corollaires intéressants. On a: 
Cos. a dar d do ä 5 
ee — en 3 dane 
NEET | ú bij 
TE 
2 Cos.edr 7 p q 
EEN me PCR CT A Dn OREN BEPRACH SIT REE Á (99) 
laa RR or gvd 
5 eN 
A EE Er (100) 
ey Me) p 
n—_2 
= 24 Sg A € (101), in Pe eek: (102) 
TCosade 7 pr 3 
EET *>g°), (108), ==, (p*<9°), (104), =— oo „(p*=q*).(105) 
ps pigbome 0 nor? 21 q 


Lorsqu’on suppose q=t2r, p=ldr?, onap?—gt=(lr?)t Art (ler), 
toujours positif, donc: 


7 
5 d 2 1 
et Arctg. en ak Ur enekele ots Se (106) 
1E 2rCos.o Jr? lr? 1 
0 
id 
= À 1 1 a Ir 
En = tE f- heeg. Ee |, NR, ‚ (107) 
1 + 2rCos.e Jr? rk lr lr 
“0 


7 dz 2 lar 
TE nn ern oo 
| 1 & 2rbos.a Jr? l—r? NSE 
0 


Page 206. 


ET MÉTHODES D'ÉVALUATION DES INTÊGRALES DEFINIES. HI. Mé‚ 1..N’. 14, 15. 


En 
lei est toujours positif lorsque << 1, et au contraire toujours négatif lorsque 7 < L; done: 


Er 


7 dz 2 7 7 
== — == 5 Toei (ns 84. N°. IR 9), 
1 2r Cos. + r* lr? 2 lr? 
0 
U —r 7E 5 
A ET 2 mi Keek ((1s 84, N°. 2), [10] 
zm Cos.ado + 2 
os. « da Let dae es jn TT ea CTS BANENE. 10) 
IE 2rCos.e tr? ar Tlerr2 lr? 
0 
En lr? 1l—z bii 
== EE = IE El maken Ht 108 
2r l—r*r 2 EE ad ie A 
dr da 
Wom Derbintsgraleij armen On Ue 
5. De Vintégrale EREN na eee 
1 tn 2p ( pg) 
== ee  ___ Arctg. | Tang. te. ——— |+ CO, (p* a 
pra lptg0ore tipt 0") DE ptalt ae 
1 + Tang. 3 Mn 
nn (pt <4) 
gp \etglosr 1 (q* —p?) gp 
I= Tange ln EE 
Kij 
E de LE zn 2p Ls nel 
Done rr ei AA = 
(pF 900) pr Up Tp) pt 
L nt p 1} 
en ie Arco Os Pp gj (10) 
Pm 4) p 
iik HÈ Ee Ee 
gepre Vg pt) Vg tp) (gp) 
Sel en Beer 
GP Pe) p 
7 de 1 mp pr 
n= Od == 2 hagon 
EI ad Bren vpt) 'P ke ii 


6 


[10) Déduite d'une autre manière Méth. 31, N°. 7, et Méth. 32, N°, 
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Comme dans le N°. 13, on aura encore: 


El de Zap ng (113) 0 rg (114) 

ES dE de MOD EN EI ‚ P en 
Cos. a)? 2) 

Bt De 


Lorsque p devient + q, V'intégrale indéfinie devient infinie, done toujours: 


s de 
Ne is tons hbe (115) 
(1 ErOosra) 
0 


dx 
—. Cette intégrale indéfinie a des valeurs différentes 


pt Cos. e + r Sin. « 


16. De Lintégrale 
suivant que p? est <, >, ou=g? +r?, Cest-À-dire, quand on suppose a=(q? 47°), Tang. i= a 


EEE ta. VT ed de C, p2>g*+r°); 
| pq Cos. adr Sin. v zh 0e (7) rctg. ang | RE ’ q JE 
p* 


zÂ\ ap? 
1 1 + Tang. En 
== 7 UN C‚(p°<g? +r°); 
NAS amd ee de Tren 
\ 2 adp 


1 ad Lie ad 
EE Pe eg En CiP er 
(telen Hin afte tr [UD 


Intégrons depuis 0 jusques à 5, en employant en premier lieu la formule Arctg. cy — Arctg. cz = Arectg. 


ec (y—e2) 


1e? ye’ 


N EE EN ne CEL Boen NS 
dors on ouse: 79. zi) g.(— }3) Tenten EN g. (— +) 


1—Sin.h—Cos.h 7 1— Sin. + Cos.À 7 3 
ar rare ef Tyla m Col Oo) == ar nn 
TE Goris oe ) ge 5 | 14 Sin.ù + Cos.À ee 5 À | ee) —1+Sin.A + Cos.d 


Lorsqu’on fait usage de ces réductions et que Von substitue ensuite a Sin.) —= r, a Cos.h == g, 
on obtient : 


kid 


Ee 
Ni EE ger? A pgr ) PT 
Ì pr |t p° Ì 
ke par (g? rp?) 
engl TED RET 
er (ge-tri—p) TD kek (117) 


[11] Bsörmxe, Grunert’s Archiv, Bd. 21. S. 26. 
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5 dr 2 
ner 7” grt (gt Hr?) ET art en ae 
0 
2 2 „2 
EE nn 
Mais cette dernière ne vaut que pour un r négatif, puisque autrement pour 2 == À la fonction à 
intégrer deviendrait discontinue; car alors le dénominateur — 1” (q° 47°) + q Cos.à + r Sin. À 


serait zéro. Dès-lors on a: 


2 da 2 
= INE 
ij — vv (q? Hr?) Hglosa—rsSinr qr (gt Hert)’ [2] he) 


0 
Te 
E de 120) 
Í ER ers olh CL An A EED (120) 
0 
> 
Pour lintégration de O à zr, on a: Tg. {4(z — à)} — Tg. (—} N= rk 
in. 
et Tang. (3 —d)}. Tg. (—1À) =—1, done: 
Ee Se 2e (e=) | 
e= Se Arcigj pg? dr? >0;-(123 
qe tr° dd or? Kitr el 
EE 
p 
. 2, EEn | 
= = [adve pz lnnrt (124) 
ne ay 
Ll 3 
I rt rt pj | 
Ee EE Frees 
Lr (q* +r*—p?) rt (q? Hr? —p?) ‚P <4 En ’ ( 5) 
2 
Eg r)r 05126), =op lg er 0. (121) 


Quant à la différence entre les valeurs (123) et (124), elle vient de ce qu'on trouve r pour le 
dénominateur sous le signe Arctg.; done son argument devient positif et négatif avee r. Quant à la 
valeur (127), il s'ensuit de Yintégrale (120) quelle est infinie pour v/ (q? +?) négatif, mais ici la 


(12) Prenez r négatif dans (118); et combinez ce résultat avec lintégrale (118) par voie d’addition 
et de soustraction, vous aurez: 


TE 7 
2 q Cos. —r Sin. z q— 2 da 2 
En eten gls 2 Sen Ae | » REGE EE TTE En Mi heee 2 
| (q Sin. z + r Cos. z)* ú qr GEE) NE qr LED 
0 
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fonction devient aussi discontinue pour e=am—d et / (q°+r*) positif, à cause de + / (q° +r°) — 
9 Cos. h + (—r)Sin.h: done Yintégrale (127) est infinie, que (/(q? +7?) soit positif ou négatif. 
Lorsqu'on veut intégrer de O à 27, on a: 


2E dz 0 — dy RE dy 
i pgCos.etrSiner ennn ik | pq Cos.y—r Sin. y° 
ud 


ud 0 
où lon a substitué y — 2m — z, donc: 


ie de ent Se BR GN get ee 
| pg Cosa Hr Sine Í p+gCos re + r Sine + } p + q Cosa —r Sin. a 
o 0 o 
A Taide des résultats (123) à (127) on a: 


a B) ee OENE 
er Ne f Arclg. Bie) H Arctg. A dr ml (p gei í == 
Pp+gCos.+rSin.a qer?\ | r —_r 

0 pv (1 5 
E Ll 
me (gtr?) (T. 90,N°.1,5), = prees | TES 
2 eN ) V(g?r*—p*) e= WOS de 5 


ger? 
dee 


cilia eN | 1 4 
Ampere en Il herma U Be NE date a LO LS): 
Eran zegen a 


—=o, (p* =g? +r°) (T. 90, N°. 4, 7). 
Il ne faut pas s’étonner, que l'Arctg. sélimine dans la première de ces intégra- 


les: car si Ton emploie ici la valeur multiple de Y'Arctg, la formule aura pour valeur 

2 - 
Es 7 TE rm, où 7“ est la différence des deux quantités 7’ et r” dans chaque intégrale 
dl p° 


do 2 


id 
(123) ou (124). Or, ces formules-ci tonnent f Re AE EI 
0 


d du 2 2 3 
nae ze: donc notre intégrale < ————— ==, 
p + q Cos &—r Sin. « ge dr? Pe 2 

e, Pd Pv {it EE 


et dès-lors #“*— 1, comme on a trouvé ci-dessus. Quant à la dernière intégrale, il faut remarquer 
qu'il y a iei plusieurs cas de discontinuité: pour p — — (q? 47°), auprès de « — À, ou de 
t== dad, suivant que r est positif ou négatif; de même pour p= + WV (q° 47°), auprès de 
Tnt d, ou de # — mr —Â, suivant que r est positif ou négatif. 

De la même manière qu'au N° 13 on aura encore: 


247 de Zar 
een El (pq? r?)j=0, (p2q* r*), (T.94, N°6,7), 
| P+ Cos.r 4r Sin, w 7 -e) > +r°) p*<a* 4r°)( 
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8 pr—gt rt? — a Sin. (rx — À) ge dv edi 
Cone formsomsrnea pa Cos. (er —À) lana: 
“Jes formules (116) à (120) nous donnent: 
2 5 rn . 2 rg er?) 
2 de A Eel q BE ee, Aret d EN pag? +r*,(129) 
(p+qCos.z +rSin ©)° (p-qipar (pgr) vp gr pq tr 
"0 
zer? lgr ‚ r „(q? rape n 9 Î 
REE if jd Asse B. Le pogoen desk Epa rt 030) 
prlprgt rp?) 2lgt rt p") pgr rip) 
SS ene eg dep torn Gaat d Ero eROVO” B onor dto e (131) 
da 1 1 4 Fang. « v 
We On allen ze es z de (1 —p*) us 7 en A, 
1 + p? Tang. » l—p 1 + p* Tang.* w Lp? 
p d. p Tang. z Tr p 
== == =— Arctg. (p Tang. x), done: 
1 Eon + p* Tang.” « lp? 1—p? ee Plane 
TE 
2 da: z 1 1 4 4 
es en Eee — Da z—Artgol pe. zE EE Ee, 
14-p?7g?r 1—p?\2 lp? | l—p?2 lp? 2 Lp) 
a 
(T. 66, N°. 2). Mais par la substitution de # == z —y, il vient: 
ud TT Id 
NN: 2 — dy md dy Ee de 2 de 7 En 
ne Ln ==. (182) 
lp? Tg. 14-p? Tg 14p°Tg.*y 14-p? Tg. 14p?1g?e 1+p 
0 T ij “0 0 N 
2 
Sin. ad. T Sin. @ da 
Encore a-t-on: ee == —V (lp? —2p Cos. «), en Ee 
V(l4-p?—2plos.a)  p Vv (lp? —2p Cos. 2)° 
—1l — Oos. — B 
Nr ru 2 zel Sin. vd —= ie CEG nt: 
PV (lp? —2p Cos.) vl + p? —2pCos.e)° p? Vv (Ll +p? —?2p Cos. «) 


Fintégration depuis O à zr devra toujours rendre les quantités irrationelles positives: donc il faut 
avoir égard à la valeur de p pour savoir si /(L +p* —2p) est l—p(si p <1), ou bien 
p—l (si p > 1); alors on trouve: 


z Sin «d, 1 ze 1 seg 
pO 413) 

VL p*—2plos.z) p Pp p phat p 
0 

7 Sin. w da —l ie 1 2 p<1 —] EN 1 gn 
| Vo (Udp-—2p Cosa)?  pll4p) | plip) lp Ê 2 p(l+p) plp=l) pe 

2 
oo te (7 36, NT 810) 
plot —1)' ? 5 
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3 pn 1 
Re 
7 MEE — 2p Cos. 1) Pulle) p (Lp) 


sti ld RE 
2 


0, p<l, 


p'(L4p) ppl) Pp 


18. Ewercices. Fonctions circulaires directes. 


‚ p>t) , (1.36,N°.11,12), = cx , (p= 1) . (134) 


Ed 
2 dr 2 de CAE) 
ETB Ne BON ne ten a (EEN 
Er Ee k blu ij GBE) 
0 0 0 
d gn en De 
fe 5 4 o 7 
iN Tk ee tE | tied 
be: En hers Tanga 1l—p? La Re Ce ee 
5 : 0 
7 Tana? 
EE ede Ee DE Ne 1), he 6 B LR a 
RE k p° + Tang?  ULdp) 
3 1y* ed i 1 3 d 
2 Tg. rda ri 2 dr 
Rs ‚„(T.66,N°3),f Tg.vdr —= -l2,(T.46,N°.1 mm 2), (141 
0 0 0 
4 dz Ö dr 7E 
ie ee ON NR Ö E RAAS 145 
DEE (142) (lans U(Cot.a Tang), a E3 (143) 
0 a 


ee — 2 (Cot Za— Cot. 2 b 144 zede NEN, 2 —1) . (145) 
Sin.? w. Cosa ot. Za— Cot. 2b),a & Ze ( ef: ET —l(r 2 . 
% 3 


4 


19. De en Ona fa Ji de == zr ler++0 == zitt 2raij2ptl +C, 


lorsqu'on y substitue la valeur multiple de Z((z)) (C. P. 5). Quand À présent on différentie le 
da 

second membre de cette Équation, il vient (le 42r7ijP —: donc il faut prendre le zéro pour 
T 


r, ou il faut éerire sous le signe d'intégration 2r:rile au lieu de lx, afin d'obtenir l'égalité 


des deux fonctions. On a donc ars dr = REE Ls: J 2rsrijptl HC, ou bien, comme 
il suit facilement de l'intégrale primitive ler ab de = + La)ptl 4 CO, où q peut être 
p 


à présent toute quantité imaginaire ou réelle,. Donec on a: 
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© 


fee =n [ ((s))p+1 —U((0)P+1] PRK OEE (146) 
[= EON eis 


Kd 


aast [Us 4 gptl (le HP}. (T. 189, N°. 14). 
È 


Pour p négatif, ces formules valent encore, à moins que p ne soit inégal À l'unité négative: 


s dt 1} 
| zl((e))P oel kep Ü (OY — LON}, RN Horre opd GR (147) 


n dr 1 
Í EEE DE {(q Als) —(q HUP). (148) 


Pour p= —l dans lintégrale primitive on a | == ll((e)) +C. La différentiation 


zl((z)) 


prouve de nouveau, que les deux valeurs générales de l((z)) valent pour le même r, et encore, 


En de 
que lon peut éerire q +lz au lieu de ls: c'est-à-dire En l(q +le) HC. Done: 
z(q + lz) 
He Md gls s de L((s)) 
nt (Sr EN kek == DRR wo 149). 
[zm get | Era ej 
t 
Arctg. tg. )) 
20. De Tintégrale ke AN On a: Are OD, = Arctg. ((z))P+t + CG 
le? 14e? pe 1 


u 
= EL {Arctg.z 4 ra}Ptl HC, après la substitution de la valeur multiple d'Arctg. z. (C, P. 15). 


Lorsqu'on différentie le second membre de cette Équation, r ne s’élimine pas; donc il faut, tout 
comme au N° précédent, prendre r zéro, ou il faut éerire rar + Arctg.r sous le signe d'inté- 
gration au lieu d'Arctg.: encore peut-on mettre une quantité q Et au lieu de #7 simul- 


Arctg. «)P 
(q + Arctg. z) rege ee 


tanément dans lintégrale et dans sa valeur: [ (q HAretg. o)P+! g C. 


1 42? Te 1 
Done on trouve: 
| Bean de — ar [Arctg.(@))P-tt — Arcig OPI}, (150) 
/ 
heen re es, (rn Arp tl ld a (151) 
| en er HBP (rr HH aPtl}, bre pe (2) 


1 
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edn In | nn (rar H bm)Ptl — (rzo)Ppl},. (158), (pourr =0: T. 265, N°. 21), 
Kern a RE î [(q + Arctg. syptl — (q + Arctg. tje}, (154) 
t 
ER De a (z 2 ere). (T. 265, N°. 22). 
Dans toutes ces formules on a — oe <p<—-l, —l<p<e. Pour p = —l1, on obtient: 
ar Lat = l{Arctg. ((2))} + C en = En L(q + Arctg. «), 


ce qui se déduit aisément des considérations précédentes. Donec: 


s 1 dr Arctg. ((s)) s 1 dr g+ Arctg.s 
en 6 e= len (Ù 
Í retg. ((«)) 1 +* Arctg. (1) ° en) | q + Arctg.r 1 +? q + Arctg. t es, 
t 

Tad dl de Ar +1 Ee el de ArH2 

Na —=l Ea e tants =l a Weer 
| Arctg. ((#)) 1 + z* Ar * Ge) Í Arctg. ((@)) 1 4e? dr dl (3e) 
0 l 

OT de Url ee, ART de 2qg tr 

== —= 5e reren == (nee (HON 
Í Arctg.((x)) 1 4 z* 2e 0 E50), Í g+ Arctg.a l 4? 2q En 
0 


On voit que dans plusieurs des formules de N°. 19 et de N°. 20, la quantité arbitraire r se trouve 
encore dans la valeur, et qu'on satisfait ainsi au caractère de multiplicité, qui doit lui appartenir. 


verde er 1 werde e 1 e— 2 


Be Ee ‚(E. 112, N°. 5); 
WAT Ts PE jn oe ) 
0 
À 1 1 
8 ip, hao! Tof Kd 
fosemaeae (Sm arte Cos. qz), done: « Sin. gede —= rn Fia Gos. 74 mm, . (161) 
KU 
7 
ij Si d Es C : (162) 
Ton geradt == MN, — een ee TE on TP, och Bronte en 0; Mepre vane 
) q 7 7 24 q 


= 1 
«Sin. gede — —Sin.qn— Cos.qr ,. . (163), — „D jol, q entier, (T. 244, N°. 2) 
q q 


0 
7 


1 8 1 1 ge 1 
| a Cos.qeda = 7 (Cos.ga Hg Singa), done: | « Cos.gade —= 7 Coza | Tag 
0 
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tol À 


pn 1 
Í zCos. gade = GE = 5de gE OUTE ITN tore ee (165) 
q 2qg 2 


0 


7 1 1 
Í x Cos. gerda = — (Cos.gr— 1) + ESin.qr, (166), = 7 {Clt}, g entier; (L. 244, N°. 1), 
q q 
0 


2 n 
done la valeur de cette dernière intégrale est O ou — —, selon que q est pair ou impair. 
q 
el! d ip dz Lp 
(167), Lr 0168) 
‚@ (qHlep z lp’ EES Td 


tn de L(q + Arctg. zo)? z pil 
| (q+leyp 5 5 0, . (169), il 1 He? dr —= P+1 Ll +5) gen}. : (170) 
9 0 


D (gt Arctg.o)P ptl z\p+t! l 1 de Agt 
He lt 7) —(1+i) pornf Ae) 


1 Hz? g+ Arctg.a l dz? dg 
r 1 d: 4 2) P zd —P 
MEN Ti nd en 
gt Arctg.a 1 Hz? Aq (L—z) 1—p 
0 
kul ku 
4 dr 2 7 
| «Sin,ade rn of MSA EN seen ((1816))5 [ winde a et (177) 
0 0 0 
% ud 
4 2 EN) 7 
| zona asf zConede (1208 NJ f «Cos. rde =—2,. (179) 
0 0 ‘0 
Z 7 
4 ede 7 je xda ol 
ilt, SIENE DE ders MOES BEG 180 
Í Cos. 4 ee ) Sin.* ART) ae 
0 gel 
2 


23. Lorsque dans Yéquation (a) de N°. 1, F(z) est de la forme F {p(w)}, où p (w) est quelque 
fonction multiple de w, et que p(e) change une ou plusieurs fois de signe entre les limites a et 
b de zr, (où en général les valeurs générales de p(z) sont autres pour des z positifs que pour 
des z négatifs), par exemple pour les valeurs c et d de z, alors on peut prendre: 


F(b)—F (a) — F(b)—F (c4ò)HF (c—ò)— F(dH0)HF(d—0)—… —F (a), Lim. d —0. [13]. (C) 


[13] Raagsr, Journal von Crelle, Bd. 37, S. 356, ou le même, Journal von Crelle, Bd. 41, S. 54 (le 
même Mémoire). 
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Cette observation peut souvent rendre le calcul plus facile, lorsque dans ce calcul on garde ò 
et qu'à Ja fin on prend le zéro pour ò. Soit par exemple F(x) == Arctg. z, alors on a 


DN 


Í f(e)dz — Arctg. [vo @] +C. Lorsque à présent l'équation p(z) =O a plusieurs racines réelles 


C,, Cz +++ Cp, (toutes comprises entre les limites a et 5 de l'intégration, car les autres ne nous 
regardent pas), elle passe du positif au négatif ou inversément pour chacune de ces racines; donc 
on trouve alors: 


b mn) Cad b 
froe= [Foar [Fat + f(e)dz. 
a a ‘Ct d (eK) 


Mais comme Arctg. [((@(2)))| —=r zr + Arctg. [q («)], ou — rr — Arctg. [(— pz) |, selon que wp (x) 
est positif ou négatif, et que dans ces intégrales ces cas ont lieu alternativement, on aura en suppo- 
sant la première positive : 


[rme —= (arctg.[ ple, —ò)] —Arctg.[ (a) ]} + G-Arctg.[—o(e, —ò)] Te Arctg.[—op(e, +ò)}) +. 

a + {(—1)" Aretg. [(—1)r op (6)] + (— Itt Arctg. [(—1 "plend-ò}}: 

ou quand elle est négative: S j 
b 

[roa {—Arctg.[—o(e, —ò)| -L Arctg.[—g(a) | Dn Laretg.f ole —ò)]— Arctg.[ ole, +ò)]} da. 

Ô HC Aret. (Itt (OY + (It Aret. [Ito 


Mais on a + Arctg. [— p (er —Ò)] — — Arctg. [op (er + ò) |, puisque la fonction doit rester continue: 

par suite : 

if LO) de = (— It Aret. [(— 1) 00] — Arc [oa] + 

a + 2 {Arctg. [p(e,—ò)]— Arctg.[a(es +ò)] +HArctg.p Lead}; (d) 

ou —= (— Inl Arctg. [- Inl p wl — Arctg. [— p (a)] -- | 
— 2 (Arctg. [y (ce, — ò)] — Arctg.[ (e+) Arg. (e, |}: 


selon que p(e) est positive ou négative de a jusques à o,. 
24, Soit par exemple Yintégrale: 


en de ld } Ki) 
== —d&. ATCLY. ==; 
| zg* 4E Tj 


_—_r —_r 


ici le signe de p(e) change avec celui de z, done pour r >g: 


eh d. 1 
| Paar Ti (t Arctg. [wp (r)] — Arctg. [| — op (— 7) —? Arctg. [© (0 +} = 


„â 1 2 
= — Arclg. e + Arcig.=— 2 Arctg. 0 = — Arctg. 5 EE ON SRE (181) 
4 q q q q 


done : 
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q de Tr ai 2 el 1E 
(Ue) 5 == — Árccot.q,. (183), ==, 
Barre 84 dial nd en 
| —l — GO 
Soit encore: 


(T. 29, N°. 3). 


de 1 up | 2 Tp vV(p*—l) 
EN Ten CAAS ld a) 
ha vlp") 9 Ee hinne Ve) apt (pri)! 
le dénominateur de la fonction à intégrer s'Évanouit pour les deux racines # =p +1” (p° —l), 
donc, entre les limites O et 1, la fonction reste continue dans le cas de p? >1; elle devient 
discontinue dans le cas de p? < 1. Par conséquent on aura: 


1 da ji k l—p ge AN ; ò Ee 
Í rad a warn) + Ben 5e ll 


0 
1 Lp 2 (pt (pl) 
en AL Ir PES (LSI =S er Sp? >1) (185 
Er ie) (p* <1, (184) rn PEP WP? >1).. (185) 


en mn al E |+ aan) ) 
noore: | =d Aretg. oo — Arctg. | ————— nt 
| Ltpapat vl) Tr Ap?) Pr lp" 
0 


m_ D) eeen Ae 
Ô lers (186), = gil (p° > 1); (187) 


1 
==  HArctg. | 3 
(lp: 9 banen (pl) ph (p=) 


op? il 2e Sin. Lp. — 
On a: nd En dr ie rn relg. Brel ‚9 <p?r?; où Cos.p = ei 
p*H2ga Art 2Sin.Lp. rv” pr \_ pre? 


pr 


9 ad 
2e Sin. jr. pr TE p Blad 
le p (2) =S a trois racines: == —l/-,t=0,er= + L/-—, qui seront tou- 
p—re® ED r 
tes à considérer, lorsqu'on intègre de — so à oo; done: 
h5 pra? 


2 Sin. 3 p. or de =(— 1)? Arctg. [(—1)* pl c)] —Arctg.[ (— 0) | En 


p42get pra 
0 


WE [are [e — r en 1 — Arctg. [p(O 4 ò)] + Arctg. |, 1e ien ì | 


—2pSin.tp—2dSin:tp. rv” pr B 2òSin. Ly. Ee) + 
ppd pr—rò? p—rò? 


== — Arclg.0—Arctg.(—0) +2 (ore 


zi Avelh. en 
ppd pr—rd Í 
TE 
== — Arctg. 0 — Arctg. 0 + 2 (Arctg. oo — Arctg. 0 + Arctg. oo) =— Ardy. =d = Am, done: 
En pdre? 7 —q ie 
EN EN NN pr g EL pier «(188 
PER nn Sin. } pr” pr wenn pr IS WL) 
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Pour p =r == l on a: 
0 2 
(inrit tenen 
—o 
Pole gt 5 cette dernière donne, puisque Arccan| =(- ll == 5 Sin. |areros (+ 5) == 5 


ED Ee Ln n e Te? 
| he (E. 30, NL 1e, f en eee 


[14] Pour vérifier ces résultats on a: 


EE er Nen 
| l42ge? Haf ef 1H2gz? 4e eee 
er) 0 


Lorsque dans la dernière intégrale on pose # —= —y, elle devient égale à la piss : done 
a dn 2 Ee ol 142? 
ge a dd dr —=2 mf mider À de —= VS de +2 Lr Vn licl dr 
14-22 Het 142ge Art Mat ta! 142get Hef 
_— 0 


e= gan 


ee Jt S Wed 
Dans la dernière intégrale prenez # —=—, d'où dr — ‚ avec les limites correspondantes 1 et 0 pour 
y 


y, elle devient égale à la précédente; done enfin : 


o 142? 1 142? 
ne Ue A nnen 
142ge Art 142ga? Hi 

0 


—G0 


Or, ici les cas de discontinuité pour ===0 et 2 = & Kn en l ne tombent pas entre les limites de 


Pintégration. On trouve done tout de suite: 


L 14z? il 2 Sin. p 7 
19. ek 
Rn zr (tee Ee rag.0) 4 Sin. 4 o (91) 
0 
2 
B inne EERE 
142gar at 


d'après ce qu'on a obtenu plus haut. Donec ensuite: 


Kd 2 

A (193) 
142ga? Haf 2 Sin. Lp 

0 


et enfin Vintégrale (139). Partout ici on a pour lauxiliaire Cos, p = —g. 
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25. Exercices. 


1 zda 1 p 1 Zi 
lt? —__—— Arctg. | 1 |, p? <1; (T. 7, N°. 1), 
ET An ) 
0 
ie de Eel Et ; Ter 
Er == 2m, (T.30,N°. 15), (pour la première il faut considérer la racine # =—> 1 8; 
ler 34e 2 
1 Lel 2 
et pour la seconde © = st haar an tege (194), v=f Tnarg d(198) 
0 
ao 2 1 DTE 
NE, vo dort sdeordadede eo (196), Ab. de ==, (T. 25, N°. 16), 
le? drf 2 Soos 
bg À 1 En dis 
asen (D. 7, N°. 19), = EET STN IE). 
1? Let 2 lu? Het 
"0 1 


26. Il se peut encore que lintégrale indéfinie change de forme, selon que # a une valeur 
inférieure ou supérieure à une certaine limite. Alors il faut diviser la distance des limites en deux 
parties, dont une finit à cette limite et dont l'autre y commence, et pour lesquelles vaut respec- 
tivement la valeur qui est propre À la valeur correspondante de #. Lorsque à présent la valeur de 
lintégrale définie ne devient pas discontinue pour la dite limite intermédiaire de z, la somme 
des deux intégrales partielles sera la valeur de l'intégrale cherchée. On acquiert toujours dans ces 
cas un terme imaginaire, puisque en général la fonction sous le signe d'intégration devient imagi- 
naire d'un côté ou d'autre de la limite. Supposons, par exemple, que nous ayons l'intégrale indéfinie : 


frou=r@, (ape SE) se (ET je ee ee eee (e) 


et que nous devions calculer l'intégrale définie : 
b b a b 
[ro dz, où e <a <b, on aurait: [ro ij [re de + [ro db ortene (0) 
C / C C a 


Lorsque à présent la fonction f(&) ne deyjent pas discontinue pour la valeur a de z, il faut 
employer dans la première intégrale, qui se trouve au second membre de (f), la première valeur 
p(e) de V'intégrale indéfinie (e), qui vaut entre ces limites de w: dans la seconde intégrale au 


contraire il faut faire usage de la seconde valeur g(w) dans (e), puisque celle-ci vaut seule entre 
ces limites de w#; de sorte que: 


b 
[roa root EERE ANT (9) 


Mais en général, lorsque la fonction ne devient pas discontinue entre les limites c et b de z, al 
faudra que Pon ait p (a) — y(a); par conséquent: 
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b 
[ro do (ON pO) ede ee an ern (%) 


et ici Pune des fonctions y ou p sera imaginaire, selon que f(x) devient imaginaire entre les 
limites a et b ou entre e et a. [15]. 
27. De Vintégrale re Soit Yintégrale indéfinie Í Arcsin. ((x)) SN 
vl?) (le?) 
== Aresin.((e)).1 (lele la (2rtimin (22 Ir (eat (21) (21). 
Tei il y a une fonction gp(e) qui vaut pour #1, et une autre 4(w) qui vaut pour z>>1. Donc on a: 
rde 


ee) = l—0—0— Arcsin. ((0)) = l—ra....(197) 


f Arean ((z)) 
0 


Mais lorsqu’'on veut intégrer de 0 à p (où p>>1) il faut s’adresser à la formule (9), qui nous 
fournira: ; 


«xdr 
ren —[1-0]— [O—Aresin,( (O)]| + [pr —i) zi (p* DV (ppt (p—D)}]— 


[040] =p rr (Ari) ri (PPI pt (p/ (PI), PL « (193) 


Pour r == 0 on a: 


f Arc heel =l 199 
| TEEN Zr UF oafech: oren tan (199) 
p ede P 

[treiner Pt DD + (pt Ipv (pl), Pl . (200) 


0 
Ici Ton avait g(1) == (l) == 1, comme il a été dit plus haut; on voit encore que dans les in- 
tégrales (198) et (200) il se trouve une partie imaginaire, et aussi que 1” (1 — z°) sous le signe 
d'intégration devient imaginaire depuis rs —= 1 jusques à rz — p. 

28. Tuorsque les limites sont O et oo ou bien — oo et co, on peut traiter la transition des 
intégrales indéfinies à des intégrales définies d'une manière générale, qui en même temps nous mettra à 
abri de commettre des fautes dans les circonstances critiques, auxquelles cette transition est parfois 
sujette. Berivons la fonction à intégrer sous la forme d'un quotient de deux autres fonctions entières 
et rationelles : 

f(z) le). ERLE NOORDEN 7 tre 2 (é) 

1 (2) 
alors en premier lieu il faut que le degré de la fonction g surpasse celui de p(e) au moins de 
deux unités: car soit n Hm le degré de p(r) et n celui de y(@): alors la division nous donnera 


[15] Sur cette observation voyez Herne, Journal von Crelle, Bd. 51, S. 882; ce mémoire est un com- 
plément du travail de Puiseux, Journal de Liouville, T, 15, p. 385. 
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4 Dt B 
f(x) =—= Aam + Boml +…+ CH er + E + …, et l'intégration nous donnera une valeur infinie, 


à moins que les coefficiens A, B,...C, D ne s'annulent, c'est-à-dire à moins que mm ne soit = — 2 tout 
au plus; done, si le degré de p(z)est n’, et celui de y (w) est »' + m'‚m’ doit être plus grand que 2. 

En second lieu la fonction y(x) ne doit pas avoir des racines positives auprès de lintégra- 
tion entre les limites O et oe, car alors le facteur # —p p. e. la rendrait discontinue: et par la 
même raison, il ne se peut pas quelle ait des racines négatives, lorsqu'on intègre de — oo à oo, 
Encore suppose-t-on qu'il n'y ait pas des racines multiples, puisque alors la déeomposition à mentionner 
ne serait plus valable. Il s’ensuit dès-lors, que la fonction 4 (w) peut se diviser dans des facteurs 
de la forme: 2? + ged r?, et à présent, sous les conditions précédentes, on peut réduire suivant 
des règles connues la fonction f(r) à une somme de fractions partielles, à dénominateur de la 
forme z° 4 qr Hr? et Àà numérateur de la forme Qz +R, 


Qe tk 
a Hgeter 


où il faut que Ton ait EQ ==0, afin que le degré du dÉnominateur surpasse celui du numérateur 
au moins de deux unités, comme on a dû le supposer. On a par suite: 


ze Qer +R Ee ï 2 2 brie Bae Lel 
[rear ien oe ertoe [etat ne) Ì 


= ERE R—5gQ edig | 
=l EQ? ger) HE Arctg. ma ele 
8 ar verh) 7 Were Ee 


Or, pour la limite oo de # tous les logarithmes l(a? +qetr°)? deviennent == Oo On 
pourra done le mettre hors du signe de sommation, comme étant toujours de la même valeur; 
mais il reste alors comme facteur ZQ, qui est zéro d'après la supposition; done le terme s’éva- 


7E 
nouit pour la limite oo de #. Encore pour cette même limite VArctg. devient Arctg. oo — 


Done nous trouvons pour lintégrale entre O et oo: 


Bend wrs en Be Be 
from LEQIrt + Te Arctg. IEEE) 
2 102 
EQ E Ar rcig. ee een wesdaaelt: (a) 
Vr 59°) q 
Lorsqu'on veut intégrer de — co à + op, le logarithme devient égal pour ces deux limites: 
donc la sommation correspondante s'évanouit: on aurait pu considérer que ce terme s’évanouit de 
même pour la limite inférieure — co de & tout comme pour la limite supérieure + oo de z. 


TE 
Quant à l'Arctg. dans la seconde sommation, il devient +5 pour la limite + oe de z, et es 


pour la limite inférieure — co; done la différence en est zr et Pon a: 
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0 RS= 1 gQ 
ON EP hennen n 
VA hl Te e 
Toutefois il faut observer que les formules (m) et (x) ne valent que sous les conditions énoncées 
plus haut. 


\ 


29. De Pintégrale Appliquons tout ceci à un exemple, et soit f(x) — 


ade det 
Í 1 Hb 1 Jab’ 
done p(z) = ze, y(z) —= lab. Alors on a la condition a&b — 1, La fonction (z) n'a pas 
des racines réelles entre O et oo, et les facteurs en sont compris dans lexpression z — U” —1l= 
died E 
at 8 ‚ où Fon doit prendre » égal à 0, 1, 2,... jusques à 45 — 1 ou à } (b— 1), selon 
que b est pair ou impair. Or, on sait qu’après la réduction de la fraction f (z) en fractions partielles, 


qui toutes ont les divers facteurs de 4 (z) pour dénominateur, — dans notre cas, où il n’y a pas des 


racines Égales, — le numérateur, correspondant Àà une forme #— ec du dénominateur, se trouve être 
plc oe 1 1 : 
el ET | = zel —= —C4—b+H1, et que par conséquent une telle fraction par- 
7 (e) babe Te b 
. 2nd-l_ 
- ; 1 câ-ö+1 SE ! 
tielle devient ici 5 ‚odc—=e P ‚n= 0, 1,... Or les deux fractions, où les puis- 
ve 


sances de e ne diffèrent que de signe, et où donc les dénominateurs sont des fonctions imaginaires 
conjuguées, c'est-à-dire les fractions 
n+1 


(e 


nt (4 (int) 


ge 1 ( en ipel 
€ 
et 


1 
ri 2, ; TE An+1 ’ 
b Eli b _— an mi 


peuvent être ajoutées; alors l'imaginaire disparaft et, eu égard À la formule identique e* J- e= — 
2 Cos.z, on trouve pour leur somme: 
» Pp 


En x Cos. jet E gE d — Cos. rn Br 


e eraa) +1 


A présent on peut faire usage de la formule (m), où Yona: 


2 2n 4-1) (a+1 1 Ln 
Qc DEED zin =h te Ee zE arg toner 


On a done Ur=ll=0, et TQUr? =0. Ensuite 7” (r*— ras Ee), R—17Q = 


m, done: 


end zr bns peten Ti) 
, p q b 
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aio 2n1a F1) 

» gede mf b d 2n—bH1l \ 2 antal) À 
en Ee On ni 

| WE ki D 5 jeje 2n 1sinf 5 a 

0 

où la sommation doit sétendre de 2 —= 0 à n—= }b— 1, ou à n= L(b—1), selon que b est 


: En : Ri nn at 1 
pair ou impair. Soit cette valeur supérieure de 2 en général z et er: 


ige = if an +14} = bz [@nH1y}— = (2n1)Sin. {(2n41)y}. 
0 0 0 


rf 1at 
0 
z C et1)22 
Or, on sait que: ee ((2n+1)y} = ie 
z Sin. 1) 2}. Cos.y — Wz A1) Cos. {(e 1) 24} Sin. 
Z(2n +1) Sin. ((2n + 1)y} == zt {e+ ) 7} 08.y 5 = is ) BE { zE ) v} sij [16] 
0 “rn, y 
On a done après une réduction facile: 
ber sede db (22 —b +2) Siny. Cos. {(z +1) 2 y} — Cosy. Sin. {(2 +1) 2} 
gal 14e? 2Sin.y 2 Sin? y sale) 
0 
b (2e—b+1Sin.y.Cosy.Cos{ Zet 1y}(Re—bH1)Sin.?y.Sin. (2241 }— Sin. (2241 wb) 
“_2Siny 2 Sin? y 


On a besoin de ces deux transformations (o) et (p), de Tune dans le cas où b est pair, de l'autre dans 
le cas de b impair. Car soit b pair==2d,onaz=jb—l=d—l et 22—b 20; encore 


2 ‚2d 2H2)(at1 
Sin. {(24-1)2y} — Sin. | En dar) 


mes du second rumérateur de (o) sont Égaux à zéro et il nous reste: 


be ° zade eN 
| Iet 2Sin.y' pan 
0 


zl =— Sin. {(at+1)z} — 0; done les deux ter- 


[16] On a: *) 

ni 1 — Cos. {(e + 1)24} Sin. {(z 1) 24} 
Sin. {(2 mennen 

nn Elek 1 2 Sin.y 2 Sin. y 


ee que Von vérifie aisément de la manière suivante: développez les sommations, multipliez par 2 Sin. y: 
changez chaque produit de deux Sinus dans une différence de Cosinus et le produit d'un Sinus par un Cosinus 
dans une différence de Sinus: tout cela suivant les règles bien connues de la goniométrie: vous trouverez 
des formules identiques. A présent différentiez la seconde formule à l'égard de y et vous trouverez la 
seconde des formules dans le texte. 


J 5 Cha. U(2n+1)y}= 
0 


*) Veyez p. e. ScuLöMircu, Beiträge zur Theorie bestimmter Integrale. S. 96. 
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Lorsque au contraire 5 est impair — 2d—l1l, on az=—=l(b—-l)=dl, 2e =0, 
f2d2 tr I(a +1) 
L 2d—1 

dernier numérateur de (p) les. trois termes s'évanouissent séparément et qu'on a: 


Sin. {(2e +1)y} — Sin. | — Sin. ((a + 1) z} — 0, de sorte que dans le 


befertde b NI 
= —_,‚ b impair, 
A lat 2Sin.y 
0 
la même que pour b pair. Done toujours, en prenant a— l pour a: F 


DO pa—l 
| : Lach (T. 20, N°. I. 
mi b Sin 5 


Le raisonnement précédent se fonde entièrement sur la supposition que a et 5 soient entiers: 
néanmoins il est facile à présent d'étendre la formule au cas où cette condition n'a plus licu. 
Supposons at —=y, on a: cat-ldz =dy, avec O et oo pour limites de y; prenons en outre a == pe, - 


b == ge, et nous trouvons: 


Cette formule, identique avec la précédente, vaut à présent pour toute valeur, entière, frac- 
tionnaire et même irrationnelle de p et q, puisque la valeur de e est tont-à-fait arbitraire, et peut 
être irrationnelle [17]. 


er P eid 
aar f E E en CBS INE » | 
0 


a 
asid, 1 (2) 7 a<b;(201) 


pHge) bp\g 


142 Sin.pr gj se vam 
ke 0 Sin. — 

b 
30. C'est ici le lieu de mentionner une observation de Poisson [18] regardant le cas, où la 
valeur d'une intégrale définie ne dépend que des racines d'une certaine Équation et du nombre zr. 
Ceci a lieu lorsque la fonction àÀ intégrer entre les limites 0 et « est une fraction rationnelle, 
dont le dénomimateur ne contient que des puissances paires de «: dès-lors aussi dans le numérateur 
on ne rencontrera que des puissances paires de #, parce que autrement la supposition z* — y rédui- 

rait le degré du dénominateur et du numérateur À la moitié. Soient auprès d'une telle intégrale 


Cn 
heee 
0 


—_p*, —q*, —r*,…. les raeincs de Téquation y(x?) =0, où p, q, 7, peuvent être réels ou 


(19] On trouvera d'autres déductions de cette intégrale Méth,. 22, N° 12, Méth. 27, N°, 3 et 
Méth. 38, N°, 4. 
[18] Porsson, Journal de Liouville, T, 2, p. 224, 
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imaginaires, alors on peut réduire cette intégrale à la somme de plusieurs intégrales partielles, ayant 
pour numérateurs les diviseurs correspondants de y(e°); c'est-à-dire : 


ole), k Se EB St Er d dT 
Zn es ze Dani ek 
x(e?) | u dp? | ard? ij | er Jr: Li 

. “0 0 0 0 


où A, B, C,... sont les coefficients, produits par la réduction en fractions partielles, et dépendant 
de p, q, 7‚……. et des coefliciens de la fonction p(r*). Par l'intermédiaire de lintégrale au N°. 3 
on trouve: 


Suivant les raisonnements précédents cette fonction doit être une fonction symétrique de p, q, 7, … 
lorsqu’'on laura réduite à une seule fraction: done elle peut être considérée et calculée comme 
une fonction de y=p gr}... Par conséquent la combinaison des fonctions symétriques 
Ep Epg,.-. avec les coefficiens de la fonction y(e*) donnera lieu à une autre équation 
f(y) — 0. Puisque à présent y regoit d'autres valeurs, lorsqu'on prend p, ou qg, ou r,…. négatif, 
et que d'un autre côté les relations entre les coeflicients de y(@*), qui ne dépendent que de 
p?,q?, r?,.…. ne seront point affectées par un tel changement, et que par suite l'équation f(y) = 0 
reste la même, — il s'ensuit naturellement, que ces diverses valeurs de y sont les racines de cette 
dernière équation. Et puisque y= pgr... est la plus grande de ces racines, c'est elle 
qu'il faut employer auprès du calcul de notre intégrale. Remarquons encore que f (y) sera en général 
d'un degré plus élevé que y («). 

31. Comme application soit g(e°) =a® Jha? He met pet Hg?)(e* Hr). Alors: 


Ode 1 Ld & 1 ee Gl se 1 2 de 
[ en ne ap? ae arg? (pr Í er? 
0 0 0 ' 0 


í 1 iÌ 1 ke ien 


ee Rr) 


et de même: 


ls 1 7 15 de pq + qr + rp 
0 


2 parphalptrgtr) 2 


1e) PDN)? | ue) perd? 


toutes fonctions symétriques de p, q et r, comme il a été annoneé. Pour avoir 'équation en y, 
supposons y =p +q +7. En outre nous savons que p°4-q? Fr? =h,p"g pr Hg rt =l, 
pq r? =m. liminons entre ces quatre Équations les quantités p, q, 7, nous trouvons: 
Al=4(pg qr pr) —Bpgrlp Ha tr)= (par) (pt 407 Hr) — 
—Spgr(p tg tr) = (gt —E) — By m, 


hd - . . - 
pour Ïéquation, qui aura pour racines p+q Hr, (la plus grande, dont nous aurons besoin), 
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—PHgHrpgdr et pgr. Ona dès-lors (pt-g)lp-r)(gtr)=(p ddr) (pgdgr pr) —pgr= 
=yj(y* —k)—y/m (eu Égard à la valeur de (pg +grpr) trouveé ci-dessus), et donc: 


| de y mT 2de 7 TEN B ont A 
} ze) vry sl Le den yet) vtt 
( 0 0 


(T. 26, N°. 18—15), où y est la plus grande racine de (y?* —k)? —Syy/m= Al. 
Dans le cas particulier de k=l=3, m==l, on a y(z°)=(l42°)? et y*—6y* —Sy—3 == 
= (y—3) (y1)*, où yY=3,la plus grande racine, donc: 


9 de Sn (° «de mr ® rde 3 
_, e=, en  (T. 21, N°. 46). 
(LFae?)t 16 | (LF) 16 | (le): 16 
0 ons 0 


32. Voyons enfin comment quelquefois des fonctions plus compliquées se soumettent à notre 
méthode d'évaluation. 


Soit I= oen ESR Ent oe arl de. 
la Ee 


Posons aPlz —=y, d'où hi le Harder =(l +ple)arlde- == dy: alors 


d, L 1 - 
ie le gee ge eed 
es niee l—z l—-z 
0 Diet’ 


Pour les deux limites de z, la fonction devient indéterminée: donc il faut y appliquer les règles 
usuelles dans ces cas. 


1 
lx © ee la 
Pour © = 1: EE pe Pe Pour # == 0: 
1-4 — lr eP „ 
Ì 
if Kij l —a?P 


Lien l vl 
ee: welde = —1. (@. 153, N° 21). 
lg (L—a)* 


Soit | , nd tad | e_ de hers el ie! Mgt 
“0 0 


F3 () En 


N lar dtetjestaas). 
14e 
0 
Or, la dernière intégrale est la constante — A du Tuogarithme Intégral, (Voyez Méth. 12, N° 3) 
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et la première diférenee devient indéterminée: le calcul ordinaire nous donne ici pour z= cx: 


1 
© U T 
l en == —=0—0=0; pour z=Oiljg ken 
le (2 er get l4-z 
1 
lx zr (L— ez)? 
1 le )lem=ll HH =0 — EE 
— ll +) zl € ) id IE 1 nie En (le em d 2 
UL — eet 
me == 0. Done: 
kn Oan de 
| er) PA (T. 183, N°. 1) [19]. 
142 Fi . 
0 3 
$ 2. MÁÉTHODE 2. DÉDUCTION D'INTÉGRALES INDÉFINIES. 
CAS DE DISCONTINUITÉ. 
had 1. Dans la Première Partie N°. 8 on a trouvé la formule: 
d. > Ze cd 
fre F(b)—F(a)_—A,— — =f(e), A ffe; Jt Uk (a) 


ed 

lorsque la fonction devient discontinue pour quelque valeur c de z, qui se trouve entre les limites 
a et b de Y'intégration. S'il y a plusieurs cas de discontinuité, il faut calculer la correction A 
pour chacun d'eux, et enfin en prendre la somme. Cette correction est une intégrale singulière. 


ae, , da 1 2 1 
2. Delintégn wf — zeg) JC, 


: , 3 5 de 
‚ Elle devient discontinue pour z= F9, paie f EE 
x 


ie dh 1 
Il vient: Í Le ge 10 — A, dans le cas de 1 >g. 
og 
0 


Pour la correction on a: 


an di q 


gd d l de 1 /1—g\?2 1— 
nes rl) }=0,denef 2 =) lS GN; (1.8, N°3). 
® q 
0 


qd 


Enco LE —= E Ur + g)? —l Ege Al Sj 
zm r mmm _— f nd r $ 
re i zg 2 { q) ( q } „ LOrSque q 


7 


[19] Voyez une autre déduction Méth. 37, N°. 3 et Méth. 44, N°, 3 
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Pour le cas de « +q on a: 
gd 1 
af (UO) U) =0, 
ge 2 


gd 
et pour celui de #—g: 


+0 4, L 
Ee UO Ut} =O de mème. 
rtl 
qg—ó 


Done toujours: 


raed 1 zE 2 
| Ë rl) Ee (202) 
EN 2 \—-r tg | 


mr 


Lorsque q == 0, on trouve de même: 
1de 
| El ll ar 


puisque la discontinuité a lieu ieì pour la valeur zéro de z, on trouve: 


òde ad pd 
Aes Ts U 82) U{—d)*} — 0, done: | eld, co), f S= 0. (T. 85, N°15} 
Ne © Pp ® had 
—= —p ep 


d rk 
3. De Vintégrale ASR. On a: RS pes hed 
ga? Ee 


gt? eq 
continue pour # = + g. Luorsqu'on intègre de O à c«,il n'y a que la valeur +gq de z, que l'on 
ait à considérer; dès-lors: 


go rd grid * Ò 2g—ò\? 
sle mien De Bil AAS de Á aaa) Er ê |= 
Srl, &Ang) geet Aq dia mr . 
0 


gd 


en + C; done elle devient dis- 


1 Ea 
= ll =0, done: | es = 0. (D. 19, N° 4). [20] 
q 


get 
0 


[20] Cette intégrale a donné lieu à bien des difficultés et à des observations contradictoires. Quelques-uns, 
comme Porsson, Journal de l'Ecole Polytechnique, Cah. 18, p. 295; Crsa DE Pr Mémoires de Turin, 


1821, p. 209; Prana, Journal von Crelle, Bd, 17, S. 1; trouvent pour sa valeur 3 ALG 1); ils ont été conduits 


8 … f& ee 
à ce résultat parce qu’ils ont pris Í „= == ly et non — Lly*; or, tant que y reste positif, ces valeurs 


coïncident, mais ceci n’a plus lieu lorsque y devient négatif; alors, d'après ce que Y'on a vu Méthode 1, 

N°, 2, il faut employer la seconde fonction, et non la première, qui iei nous donnerait à tort une valeur 

imaginaire, — D'autres, comme Arxpr, Grunert’s Archiv, Bd. 10, S. 240, la supposent arbitraire, à cause de la 

discontinuité de la fonction intégrée pour la valeur q de «: mais on a vu dans le texte que la correction 

ZA pour ce eas de discontinuité s’annule ici, de sorte que cette indétermination n'a pas lieu dans ce cas. 
Page 228. 


ET MÉTHODES D'ÉVALUATION DES INTEGRALES DÊFINIES. IL M*°, 2, N°, 5—5. 


Lorsque au contraire on intègre de — oo À op, il y a les deux cas de discontinuité pour == + q 


e. pour & =—gq; pour la première la correction est nulle, pour la seconde elle devient : 
A 
B ETE ze mi) ag \—2gtòf 
Zg) 
1 bd, 
gj doner f en zj Ute (E29 NAG) 
4g qg 


Hed, di En —zl/8 
4. De l'intégrale ae, Ona als ‚Le 13, Arctg. Is |e 
ger? gie? 3? l2 zm dgehg* 27e 


elle devient discontinue pour & — q, done: 


OREL sl fd 1 
| gee? = 59° Braamt +5 Ul Hv 3 Arcig. eof+a= 


“0 

3g° TT a And 
Pe B sad be in Ei Tver j= 0, 
done: Er = En Ellien hetbdorersens ‚. (204) 
' 5. De A Faase On ene, = nn 


Le dénominateur 1— pere? devient zéro pour les valeurs p EI” (p*—1l) de z, valeurs 
qui sont réelles pour p > 1, imaginaires au contraire lorsque p <1, de sorte qu'il ny a dis- 
continuité que pour p > 1. Avec cette condition on trouve: . 


í de pi 1 ed je KE A= 
patat U (pt) ip pt-l) pt (pt 1) 
1 Ip (p? —1) 1 
en ENA all 
Dpt) Iep (pt=1) in ee 


[21] On voit que le résultat (T, 19, Ne, 12), que Plana a trouvé dans les Mémoires de Turin pour 
1520, est fautif: et cela parce qu'il prend ly au lieu de 414, ce qui n'est pas admissible lorsque 4 est 
négatif, comme il a été remarqué préeédemment, 
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prdV(p?-D dd 1 ò—2 0E A 
Mais A= 4 mn L(p z Ba n 


BV (p?—) I2prhat vpt pr) Up 1) 
Dd Mile 


E ie EER 


or (pl) L— eau rv (p-—1) 
c'est la correction à calculer ici, puisque l'autre valeur de z‚p +1” (p* — 1), est plus grande que 
Vunité, et par consÉquent ne tombe pas entre les limites de lintégration. On a done: 


ER np ep} pn (205) 
ln 2 (p: —1) {p Tp ‚P ed 5 
0 


Pour Yintégrale entre les limites O et + oe, on aura à calculer encore la correction relative 
à la valeur p + 1 (p° —1) de z; elle est: 
PdV (p-+1) dr 1 ò 


si 
en EEN LE Jem 
1 2pe ta? (pt) (—ò D enen 
p—òtV(p°—1) 


brl ED ansi 
nr en 0 re wa Au 40 (ind) U (pl) pr pl) 

en el ARES RR. (206) 

ue de Jb de 1 Ì gtr | 

6. Del'intigrale | __>_ Oa 2Ona: eld 
el'intégrale De Zag nafs ents Ted. e( pta? 


EB da A fl epa fe de l Ee en 
; =| del 4 ; ame: dr ee 
Poker abilij. \oes pret IJA ge! PEN UE rn 


Lorsqu'on veut intégrer de # =0 Àà # == oo, on voit que toutes les premières des intégrales 
partielles deviennent discontinues pour & =q; mais parce qu’on trouve au N°. 2 que la correc- 
tion correspondante est zéro, on pourra dès-lors les traiter comme continues. Ainsi lon trouve: 


» 2 2 
1 de 1 [lar mrt p* de? li md A1 (or areg nt +2 je 
P mm 


Ip te'g—e pH p be fp Hetge pH? 2 (ge) 
als da 1 «=p? ì 

Bs pn Eet at Bere een 2 A : 

|= EI ef 21 l(q—%) bg de 5 U(p* + N- Done: 
ate. da 1 fg q Lp 1 mgr sp 
ee |E Arclg. 0 + gllL reg ost iks neeh 207 

fi apar ge pra 77 q) p°49°\2 On 

fes eg dn d Arcee + SUP Arelg.0 e= 15 E20) 
ET ET eee alde ge rctg.0—= —q= 

Á ‘tatgr = an dd and me ek. 
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vels (cd 
nend te vk (209) 
re DN 


Pour q — 1 les intégrales (207) et (208) se trouvent T. 24, N° 4 et 2. 


AE Sin. ou Cos.x Sin.rxdex 1 1 4 Cosa 2 
7. De Vintégrale de. On a: == l Se 
Cos. 2x ou Cos.3 z Cos.2 v U 1— Cosy 2 


Cos. xda 1 gek ode Sen: Vg 


JE 
Ces intégrales deviennent discontinues pour #—= &—. In- 
Cos. 2 a NZ 1—Sin.ry/ 2 id "5 P 4 


tégrons-les de —a àÀ a, (où GUL ;) alors il y aura continuité entre ces limites; ainsi: 


+ 


on 1 5 + Cos.ay 2 5 J Cos. a1/ 2 


TE 
EK: == == 0 eo 
Cos. 2 x 22 \1—Cos.ay 2 1 — Cos.ay/ ) ES 4 (210) 


—a 


done pour a == 7 et même pour a> {a elle restera nulle: 
a Sin. «dz 7” 
ee ri ie ea ec IR Cd OP 211 
Cos. 2x Rn 4,” ales 
_—d 
aCos.e de 1 it emert av El 1 14 Sina 2 mT (212) 
Denn nnndt dE == Tae (21109 
Cos.2r WU 1l—Sinay? 1+4Sinay? VR 1—Sinay 3’ 4 
—a 
mais celle-ci devient infinie pour a— Jm et À plus forte raison pour a >> La, done: 
« Cos. de 5 7E 213 
00 Re BE eee 213 
Cos. Za 4 Ge 
—ú 
C, TE 
Sin.r de di Cos.° z Cos. a da 1 de an 
Encore a-t-on: : == ml AS, Comme 
Cos. 3 o 6 Goss r— Cos. 3 w Ur 8 


[TT 
Cos. [— + 
3 
ces deux intégrales deviennent discontinues pour # —= in on pourra les intégrer de —a à a, 


ú TT 
pourvu que l'on suppose a << dr et de-là on pourra décider pour le cas où a serait = ou > —. 


a Sin.eda 1, Cos.* a 1, Cos.*a 0 EN anaed en Z.(215 
DS 6 Costa? 6 Cosrat al ), done aussi = ‚poura > 5 il ) 


—a 


Ì TE 
í PE B (cos Ede G+e)| 1 Om (ge) 


Oos3e T 2: rn RDE EN 
Za ed zie on 5 + dl fe ae KO 5+te) 
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1 
Mais cette valeur est oo pour a — ge done: 


«Cos. xda 7E 
== Ts ED eN EA 217 
Í Cos.3 a gn: RE ie 
—a 
aid, Og, 
8. Erercices. ck 00 (LES Ne, zg a (Ear Ne 1), 
fo) Er 
0 il 
{de 5 ft de ne s 
| zeg =O ox f PE gi zo(L34N 9) Pr == ,(T. 35, N°. 11); 
nd 0 q 
Rih ale deden el eer man f LE (218) 
1-2pagp? 2 { p )} 2 (pl) (pv (p hp ‚{ ebjAN nf geet ie 
0 


0 


9. Il se peut encore que F (#) soit réelle entre les limites a et c de z, mais imaginaire 
pour les valeurs de z entre c et b, c'est-à-dire que l'on ait: 


froe= Fo)+O,acege, fra F@OHO, eeh. 
Alors on peut éliminer l'imaginaire en écrivant l’équation (a) de cette manière: 


fr de — F(e—e)—F(a) +F, (b)—F, (e +8, REED 


où la correction est déjà admise dans les fonctions elles-mêmes [22]. 
Pour donner un exemple de ce calcul, reprenons lintégrale du N°. 2, et écrivons ly au 
lieu de 5 ly*; alors on aurait: 


d. 
[zapte te Iro, =De, Se 


Supposons À présent q < 1, alors l'intégrale, prise entre les limites O et 1 de z, devient dis- 
continue pour # == q: done, pour les valeurs de w depuis O à g, il faut employer la première 
fonction F(x) =l(q—s) et pour les valeurs de # entre q et 1, la seconde F, (2) =l(z—g); 
ainsi nous trouvons: 


deg 


IE 
[ a —U{g(q 0} lg —0) HUL) — U qe) —0) =lelgHlg) kel, 


[22] Cette règle est en opposition avec ce que Prana trouve, Journal von Crelle, Bd. 17, S, 1. 
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tout comme dans le N°. 2 mous l'a donré le caleul ordinaire. Aussi pourra-t-on en général <y 
borner, et ne regarder cette observation que comme une élucidation du procédé ordinaire. [23]. 


$ 3. MÁTHODR à. PAR LES FORMULES DE RÉDUCTION*DINTÉGRALES INDÉRINIES. 


1. Il arrive souvent, qu'à l'aide de lintégration par parties ou de quelque autre manière, 
on parvient à réduire quelque intégrale indéfinie à un terme déjà intégré et à une autre intégrale, 
qui est plus simple pour avoir par exemple un-numérateur ou un dénominateur d'un moindre degré: 
c'est sur ce raisonnement que reposent arrangement et le calcul des tables ordinaires d'intégrales 
indéfinies: il peut nous venir en aide aussi pour les intégrales définies. Car lorsqu'on intègre une 
telle formule de réduction entre deux limites définies, il se peut en premier lieu que le terme intégré 
s'Évanouisse entre ces limites: alors la répétition du même procédé donnera lieu à un produit de 
fractions, dont les numérateurs et les dénomimateurs seront en général des facteurs équidifférents; 
par conséquent ce produit peut être exprimé par des facultés numériques, ou par les fonctions Gamma. 
Mais en second lieu il peut arriver aussi que le terme intégré ne s’évanouisse pas entre les limites 
de Tintégration, mais se réduise à une valeur déterminée: alors on obtiendra, par la répétition du 
même «procédé, une série, auprès des termes de laquelle les facultés numériques joueront un rôle 
principal. Enfin il se peut encore, que le même terme intégré devienne indéterminé ou même 
infimi entre les limites de l'intégration: dès-lors cette méthode ne sert plus À rien. Dans tous les 
cas, il faut absolument examiner si le terme intégré devient discontinu entre les limites de 
Yintégration: car dès-lors on doit y ajouter ume correction correspondante qui sera représentée par 
une intégrale singulière, d'après ce qui a été observé dans la Première Partie. 

2, Honctions rationnelles algébrigues. On a: 


d‚aP(l—at)e alde (p(l— 21)2— gallen} ar Ide (pHga)(l—e1)t— ga(1— 21) eN 


done, — puisque la fonction différentiée s’évanouit pour # — 0 et pour » — 1 — pour un a entier: 


1 ga qe 10/1 1 
ap l(l —aztjede = aes illa En ea [ ap—l(1 — 200 de —= 
ptga pt 0) 
0 0 0 
ge ]a/! qe ]e/l 


(T. 1, N°. 20), 


peten peur 
d'après la valeur de l'intégrale, Méth. 1, N° 2. [24]. 


[23] Suivant la règle de Prana cette intégrale aurait une valeur imaginaire: et ce résultat, fautif en 
soì-même, démontre en même temps que la règle mentionnée ne saurait valoir. 


[24] On aurait aussi: 


d.aP (1 —0)t = (Lat) de (part —(p + qa) arta), 
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ap—lde teen k —ade 
Plans Aar -|- mente hr (hae 


Ene apidae AP a—p fer-\dr 
i AE SE a |(4ee 


Or, pour les limites O et oc, le terme intégré sévanouit, pourvu que Op <a; car pour 


zp—l de arl de 
Seen Laer 


Pp <0 on aurait Ed oo et pour p>a on aurait == Go; donc: 


ZP | 
(LH 2de = oo 
Sap ds ap zit de edn ANS 


(leje a f (lep aat Ie 1e Sin.pr 
0 


après la substitution de la dernière intégrale, que l'on trouvera Méth. 22, N°. 12; ou, comme 


„0<p<a; 


résultat identique avec celui du N°, 2, mais disposé autrement. L'intégration entre les limites O et 1 fait 
disparaître la fonction différentiée au premier membre; donc: 
1 1 2 
a a a a 
Í zp! (lagel dx —= Pada i ap+a—l (l—atjel da == pt1 a pta ze „CEI zE Oee 
p P pg p+2g 


Ke) 
1 
x | aptngl (1 — zoje-t du. 


De cette formule de réduction Eurer (*) fail application ingénieuse suivante. Il remarque qu’on a tout 
de même: 


1 1 
f- ee EN ee B Le [ea — adel de. 
, s s+-q s+ 2q ik 


Or, lorsqu’on fait diverger n vers Y'infini, les deux facteurs aptng—l et ostng—l deviendront sensiblement 
égaux: done les deux intégrales dans les seconds membres des deux dernières équations finiront par de- 
venir identiquement égales. Dans ee cas les produits de facteurs équidifférents acquerront en même temps 
un nombre infini de termes, et la comparaison des deux équations en question donne enfin : 


(ode deg) erg) pe fera 
pleHga) (ptq)(s-Hgat0) (pt Z9)(eqa +20) / 


1 
Í aPpl (1—a9)a-lde — 
“0 
Ponr s =gq on a: 


L en 1 1 
| (latje! de = sr d.(l — aje = —,(T. 1, N°. 24); done: 
ga qa ’ 
q 


ì 
Í apl (1 — wga! de —= 


0 


1 l(ptga) Wpdaata) MptgatAD od (arg) 
ga platl) (ptq) (at) (pt 29)(a +3) 


Pour a == et pour q = l on trouve respectivement FT. 10, N° tet T, 1, N°, 11. 
q 


(*) Eurer, Institutiones Calculi Integralis, Vol. primum, Sect. I, Cap. 9, $ 360. 
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(lpt T (lp) = T (a+ 1—p) (N°. M formule A) et T (p)T (lp) = al (Méth 
N°. 6, form. B, Note 43): 
ik aP-ide  T(a—p +1) (p) 


‚0<p<a; (T. 18, N° 12). 


(LH zet EK zel 
gnl — gatpl 1 -_p—l)aetr? da 
Encore: En ne dE Dd Pour 
(1 + zj? (Za—l)(l Haat Zal (1 + z)2el 


®==0 le terme intégré s'évanouit, lorsque a4-p—l2>0,et pour z — oo, lorsque atp—l Zal, 
d'où p <a. Done: 
telde  atpl DO patpde (adp— ll f“ap-l de 


Ae Zal U Hapal (Zal! (LF oe 
o 0 0 
(afp ldl (pek IN (Ir 
Re aall Lal! Sin. p 7 


par la substitution de intégrale précédente: mais (ad-p—l)/l=ptal.pta...ptl.p, et 
(pal) — pat l.pat2.….p—l; or, comme les facteurs respectifs y sont de la formep +q 
et p—g, (le facteur p de la première faculté en et comme ae/l, le == 12a—l/l, on trouve: 


bate el del pipe lp pt — (de) a; (T. 18, N°. 19) 
(A 2e __ Sin.pr Een PS ‚18, IN. ku). 
Onkarak2oil zn == be sl @ En El en a<b—1; done: 

pgeP get \n geben ’ 


LL aeader a (— p)" _ en ne | 
Bi a Rn dn ann 


Pour a=—=b—l le terme ‘de la sommation, répondant à la valeur zéro de rt, regoit une autre 
forme puisqu’il devient indéterminé; la règle ordinaire donne: 


| eraa Eg í) en ei Red (221) 
(pdga) p gel inj rz pg ) 
Ki en gerda x 


Em da EE 2 d ace 
(pg (pdga Aen pgr Mheen 
dr de 
d ) == 
ze fel ade tornen zat DE genen Ge tqe°e laven 


2 de Zal Lel? Ede. Je/2 mT (222 
EE pgr? Jel Zap | EEE je =mt ptge? (2pelel2y pg” ) 
0 0 


Encore a-t-on: 


[25] Minpine, Sammlung von Integraltafeln, (Berlin, Rrrmarus, 1849, Vl et 186, S. 4°.) Abth. 1 
Wats 5 
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d'après Méth. 1, form. (38). Pour q = 1, voyez T, 21, N° 3. Ensuite: 


8d bl —a.2gede gbl 2 d. 
Weer rn 1 rn er 
bn 


gatje (ptge} pasje (pgr) er 
done, pourvu que a zd De 
este dl Bd 1u 1 ús de 
pfgerpert zag ED pgee (ebt IM (29)? Í tre je 


ou, ei on substitue l'intégrale (222): 


0 adr 152 Jab? m 
a bie AE DRS 223 
| (pHgaztjerl 1a/1 gat gepest py k me ( ) 
ar lde z9 — hq car! de 271 ag—l \ 


fn ln Pak 
ptge)h  (ptgee)! pdga) ED nfae{ pgak S(ptaaf 
donc, puisque le terme intégré s’Évanouit pour z—=0 et encore toujours pour » — so, pourvu que 
ge, on trouve: 


Olde dg P aglde (egel fPat-lde(e—g)ile. 1 Lp 6 ze 
| ptgett chp Í ptge) LM ! ptger IML (cp)'p Nen ne 
“0 “0 AS le or 
c 
à aide de la formule (201). 
On a [26]: 
ene ANNE Ee « (ac—edgae 1 aol dr Re 
ptge)tt geo pptgaepn ball, (ej (pet-g)P zet 


Tei le premier terme, où « sous la sommation est un produit de coefficients d'un binöme, 
sévanouit pour la valeur zéro de w. Lorsque @ devient infni, le plus grand terme sous la 
sommation est celui qui correspond à la valeur a— l de n, et qui par suite a pour dénominateur 
(pt ga)pett, où le degré devient >> 1 d'après la supposition b +1 >a: done la plus grande 

ì d f 1 35 k og 
valeur de la fraction est pgr Soni dans ce cas encore le terme correspondant pre 
sévanouit pour # — oo ‚lorsque g < c. Tuorsque cela arrive pour ce terme maximum, il va sans 
dire que les autres termes, à dénominateur d’un plus haut degré, seront nuls à plus forte raison : 
et encore que les ecoefliciens constants, que nous avons omis dans la discussion, ne changent en 
rien le résultat. Donc: 


g 
D gaetgl d. v_ (ac—otg)a En „alde gege Len | al 


| raar HL Bell (eq) prgaepart IM epbregep\g Si li 
0 Cal. 


par la substitution de la dernière intégrale (224). 


bag (225) 


[26] Minvise, Sammlung von Integraltafeln, Abth. T, Taf. 49. 
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3. Fonctions algébriques irrationnelles. 


ad ann aal de ze |= —(6—I)g de 
pe) pr ° =ef; each (phat | pg’ 


uade p (ede Le/1 2p\° a da heal 
F pt (pF gort “gab In lg | (pHqePtt (23 \q (p4gePt 
0 0 


]e/1 gatl 
7 (25 — Wet? etl pad 


done, pourvu quea < b—}: 


„agbt, eee (226) 
lorsqu’on fait usage de l'intégrale que lon déduira Méth. 7, N°, 


feerer—erma eye Ha (pre ede)=e (pr et 


— a fax U (prate pt (pta)? ; done, puisque le terme intégré s'annule tant pour 


«==0 que pour =p: 


[eere ner 
0 


ap 2 


ak 


É der” (p° — aje? 


Tei il faut distinguer entre deux cas, suivant que a est pair ou impair; car pour a pair = 2 b, on a: 


p ket Billen Lln bre 
d he 2 2 pn? | de == pbti(T. 33, N°. 6); 
Í Vlam Tena Í TT ae ) 


"a 0 
mais pour « impair — 25 —l1, on trouve: 
p == nn 25 
LN ESSA) 
ab P ob 7 [ze at) IL 203 


0 
à l'aide de Méth. 1, N°. 6. 


(b—1) fab 2de ry (prat? — of do {pr ab 2 (pretje ar (p-—atje} 


ad 2 


= al (p? — tat [bl KE — ete (— Zed); done: 
ebde (p* _— == bl TED Le Tab (pt — nt )ede, 
aHbH1 
0 0 


parce que le terme intégré s'évanouit pour les deux limites de lintégration. Dans le cas où 
est pair, et qu'on doit bien distinguer de celui où 5 serait impair, on a: 


We pees A É p? fr orera 
8 AE dk En kt EN 
0 


Page 237. 


UL M°“. 5. N°. 5,4. THÈORIE, PROPRIËTÊS, FORMULES DE TRANSFORMATIOS, 


et done, suivant les intégrales précédentes, dans les cas différents de a pair ou impair: 


o5 5 aen 14/2 16/2 1 en E 14/2 16/2 pete 
[vaar wreede ern far or peen 
0 0 
(T. 33, N°. 11 et 10). Lorsque au contraire b est impair, on a: 

p 2b 2(b—l1) k p 

abel dl, VE a mp TP ee 2 fl rde 2 
|= Te PETE ET i bar ) 
0 0 


Lg pritarn [21]. (T. 38, N°. 9). 
: (a + pn” B [27]. (T. 33, N°. 9) 
aide 


Piste ZEE EPA (pr ej pr pt a—l)at-2de, 
(pt =—e*) p ) | p )(a— 1) 


où la dernière intégrale vient d'être trouvée entre les limites O et p; donc: 


p xadae Pp 
En (ef ge-tde (pt — t°}; 
0 0 


et par conséquent : 
pd Le/2 jn i zaal de Lai 


V (pret) mige” pt, (T. 34, N°. 10 et 11). 
0 


rv (p? —r*) gal? 
‘0 


1 Ip =4l 1 
A, Erercices, | oPr1(l —2)P-l de = pn (Ed, N6)f sd en de = 
| (pt Ie 
0 
en ® gpld T (a— TOR 
ie En N23, f e= Eee FDT nd me (228) 
get IN Atam Left gp 
0 
Lapl dae mr 1 zaf2 1612 
ne 6. bd 1 — 22e —= —_— 2e, (T. 1, N°. 18), 
| 14ge gPSin.px' EN Va nj rk 3) Latb+1/2 ) 
0 0 
le Ee Jai21ël2 7 en 16/2 To, N°.7 
de ie 2 e= F 
ada (la? Pe ST Eenden: IN fr de (le?) = Ten? zl N°.7) 
SE 0 
22b+1d 2a rn bt > PabHide/(l ete ee 229), 
2 la{ (La? je Taipan ‚(TAN fe zv/(le e= en RENEE b, (2 


0 0 
1e/1 


EIN, 1e) 
(ap 
‘0 


1 
raro) fsterraey Ae) =p (B 9 N°. 6), 
0 


ee Car on a par la substitution de z* — y, 


p rbi” fd pet 

: sen een —y! let —= 22 
favor eres. [er ike DRS ett HE (227) 
0 o 
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1 ate de 1/2 a 1 p2al dy 14/1 

ie ‚(P. 12, N°. 12), | n= 20, (1. 12, N°. 13). 
Lo (la?) lell getl V(l—2?) 3e 

0 0 


5. Fonctions circulaires directes. 


On a: foorvae =— Cos.t-1 7. Sin.» — [se @,‚(a— 1) Oost? z. (— Sin. ede) — 
— Cosa1 r. Sine (a—1) Í da (Cost 2 Cosa? 2), et de même: — | Sin.tade—=Sin.elx. Cos.n— 


— foe @, (a— 1) Sinar. Cos. rde — Sint! z. Cos. a + (a —1) [ee (Sina a — Sint). 


au contraire Cos.r — 0, les deux 


wol a 


Comme pour # == 0 on a Sine —= 0, et pour w = 


TT 
termes intégrés s'annulent pour lintégration entre O et 5 et lon trouve: 


7 


5 3 a—l 3 , a—l 5 , 
| “Costade —= 8 Cosa dr, Sint = Í “Sint? pda. 
a a 


0 0 0 0 


On voit de suite que leurs formes les plus simples diffèrent selon que a est pair ou impair; l'in- 
troduction de cette distinction donne, à l'aide aussi de Méth. 1, N° 12: 


z lar (Z Lef 7 5 5 
fFomee nde —= zel der —= ES zi Sinar de, (T. 53, N°. 16 et ijs Cos.2al 7 da — 
(0 k 0 i È 0 0 
gal? 7 za 2 gal2 
= ik Cosade=, rp [28] (T.53, N°. wf Sinat pda —= ger 3 Sin. Ht „(E 59, N°13). 
0 0 


Pour la limite zr de w on a encore Sin. z — 0, done les termes intégrés s’évanouissent et l'on trouve : 


7 12 rz JE [2 e On 
| oeemzar SE | u == Ee en (UL 78, INK Ne = | Sin2aader, [29], .... (230) 


0 0 0 


[28] La supposition de Sin, — y, Cos. dr — dy, avec les limites O et 1 de y, donne: — 


1 gaf? ga/2)2 
fare EN 4. 


3al2 12a-1/1 
0 
(29) Les deux dernières sont déduites d'une autre manière, Méth. 5, N°. 6 
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ga? 


0 


7 ga2 (A 
Costatlrdr = | Gos tmds 0 (Tr LAS NE Hess 


Sman, 


gai2 gal ° 
on «: [sn n2atl yder —= ze | Se mijm) gala’ o 18, N°. 3), [BI], 
0 


0 
à Yaide de lintégrale (93) et de Méth. 1, N°. 12. 


(afl) [ Sint x. Cos) ode — Sina! z. Cos.t-la— fSinatl wr. (b— 1) Cost? 2. (— Sin.xde) — 


= Sin4tl a, Cosb-la—(b—l) fde (Sina z. Cos.b à — Sint zm. Cost? £); 


; 1 b—l 
done: Í Sint, Cost ade —= Sinat. Cos.t-le d— — f Sina. Cost rde. 
atb atb 


Quant À la valeur de b, on voit qu'il y a ici deux cas À distinguer, suivant que b est pair 
ou impair. En premier lieu supposons b pair, alors £b réductions successives ramènent notre inté- 


grale à fSintede: or, d'après les résultats précédents il faut de nouveau prendre a pair ou impair 


séparément: done il y aura deux cas distincts. Pour les deux limites 0 et 5 de z le terme intégré 


s’évanouit, par conséquent: 


(5 ies Li? Te 
Sin.ax, Cos®Yode = 2 Sina z. Cos U-2rde —= ——— |“ Sintxda, et par suite: , 
at 2b (a + 2)4/2 
0 0 0 
XK 7 
ks Tann gal2 1/2 
2 Sin? Bad ==, 12 SinZarl Bn (TK ° 4 
Sina w. Cos. bade —= genk | Sin2al w, Cos. B vde —= SEL (T. 56, N°, 1 et-4), 
0 0 


d'après les résultats précédents. 


[30] De celle-ci on aura une autre déduction Méth, 4, N°. 11 et Méth. 5, N°. 6. 
[31] Pour == 2y on a: 


(T. 53, N°. 24); 


tel 


relij? 
2at1 2 
\ Sin2at1l2ydy — 2 teel TE 
0 
celle-ci devient pour Sin,?y — 2, Sin, 2y dy =de, et O et 1 pour limites de 2: 
(141)? 
Í (L— 2e vede —= Laat’ (REIS ANS (6), 


expression identique à celle de N°, 4 
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Lorsque en second lieu b est impair on a: 


5 : 2b/2 Z 2/2 
0 9 1 LR led ij A 35 ORK 

Í Sint w. Cos2br1 da Eee a Sint . Cos. # dz a Inr [32], (T. 56, N°, 8), 
0 0 
d'où en particulier: 

ME 7% 

5 Le/2 25/2 E Ja/t 16/1 

2 Sin2a mv. Cosbtlede —= POE ee en 
| Sine o. Cos rde Ba Hier? | Sin. x. Cos. ede : 
0 0 


(T. 56, N°. 3 et 5). 
Pour la limite mr de w le terme intégré dans la dernière intégrale indéfinie s'évanouit, donc: 


7 10/2 3 7 Le/2 18/2 
Sintr, Cos Padre — — rf Sintads, d'où: f Sine o. Coa Brdo — — ms … (282) 
(a + 2)U? gardl2 
"0 "0 0 
zhu ga2]t2 
| Sin2atla. Cos rde = pna tre fl Arle (233) 
0 
7 21,2 7 
et, Í Sint. Cos2bt1ivde = (a + 32 [sere Gos. ds 0. [33] et. (234) 


0 
(Pour a — 2a—l on a: T. 78, N°. 23). 


de | 1 
On a encore: [ror 2de fTge-?e 5 [uren Tyela fm ada. 
: EE 


0s.Ì a 
7 RTE : 1 
Pour # —= 0 le terme intégré est nul, pour z =H il devient nnb donc: 
A 
7 2azd, À E + L (lat (De ie Den S= EZ 
WILL ne 5 =(—1l)t — haren 
| Ant Bal aas es md f Ke Ee. 


0 0 
(T. 46, N°. 3), lorsque a est pair; mais lorsque a est impair, on a: 


TE 


en 2alad. en L ie E Li Dn Ne | raed ef neel Se see 
| g- v TE Zag Vat Ea ) oe rf gt t= ) 2 kn Jan ’ 
0 0 
(T. 46, N°. 5), d'après Méth. 1, N°. 18. 
5 lana 1 
[32] Puisque jose m. Cos. vd = Zan | Sinatlz = Zit BER dos ond (281) 
0 0 , 
us il 7 
(33] Parce que f'see x‚ Cos. ndr = | GEUR Ne UBB vvo Pedro oale d (235) 
at 1 
0 0 
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6. Ona: — esin ax. Sinta de —a Sinds. Cos. ar —a foe ar. bSind-1 #. Cos. ode = 
a Sinta. Cos.aa—bSin.az.Sin.d-1a.Cos.2+b iN Sinar. ((b—1)Sind-2. Cos.a.Oos.r dr —Sin.t—12.Sin.zde} 


—aSinba. Cos.ar—b Sin.aa.Sin.t—1a. Cos. —b | Sin.ar.de{(b—1) Sint z—(b—1) Sint +Sinta}; 


aCos.aa. Sin.b a—b Sinar. Sin lx. Cos. re (b—1) 
ba 


done [smar Sintrde —= za fe: ar. Sind? xdr. 


De la même manière on trouve: 


àCos. az. Cos.PzHbSin. ax. Cost-lz.Sin.r  b(b—1) 


[ Sinar. Cosb adr = Sin. ar. Cost? xd, 


b2 —a? br 
k — aSin. ax. Sind —b Cos.ax. Sind! «. Cos. —l 
er me me 
b-—a? Di 
— aSin. ar. Cos! ”H-b Cos.ax. Cos.t—1 z. Sin. lil 
| Cosa. CosÌ ar da = Ee rE kad Es ONE et Cos.ax. Cosù—2 ade. 
— a 


. a 7E . - . . - 
L’intégration entre les limites O et — fait évanouir partiellement les termes intégrés, puisque 


en 


ENE 5 4 der 
Cos. gi 0, mais au contraire Sin. ae 1, done: 


v 


NE a Cos. tar a b(b—1) 5 
Sin.ax. Sinbadr == ®Sin.ax. Sinbad, …..... (a) 
b2—a? — a? 

0 0 b 

= ii 

5 — b(b—1) fz 
| 2 Sin. ax. Cos) ode — n — En Í ® Sin. ar. Cost 2sde, (b) 
0 0 

Z en Sint NDE A5 
| ? Cos.ar. Sint da — - RE 5 + Dr | 2 Cos.ar.Sinb-2rde,...... (c) 
0 

5 b(b—1) 
[ren an. Cost ode = 0 ei Cos.ar. Cosb2ade...... (d) 
0 


A Vexception de la dernière toutes ces formules de réduction donnent lieu en général à des séries 
assez compliquées, puisqu'il s'y trouve encore des termes hors des signes d'intégration; mais les 
résultats deviendront beaucoup plus simples, lorsqu’on assemble ces termes: cela se peut en effet, 
quand on pose a impair dans (a) et a pair dans (c), mais la formule (b) ne sy prête pas. Dans 
ces cas spéciaux on trouve À l'aide de Méth. 1, N°. 12, pour & pair en premier lieu: 
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on Bn, 2b(2b—1) (5e 
js {(2a 41e}. Sin®%ade = bbr (Bet Dt | Sin, {(2a +1) a}. Sinb-2 ade — 
0 0 
2b(2b— 1) (2b—2)(2b —3) 2.1 


en ee tej vende 
0 


1211 1 
IE EEE ENE (AD AN eb) 
{R2(aH 12} {A2 (Zal) } {Abt —(2at 1} Za +1 k 

5 2b(2b—1) (5 
i Cos. Zar. Sin. bvd —= ee) * Cos. 2 ae. Sin.b-2ydet = 
_—Ágq* 
0 
1261 2 


rd (2240?) (A24 a?) (4D2— Aa?) |” coszavas =O a rbe (erat Neej 
. “0 


car sì a était << b, un des facteurs dans le dénominateur du coefficient serait zéro et lintégrale 


deviendrait 0: 0, c'est-à-dire indéterminée par conséquent. 


TE 


5 1241 en 
“Cosar.Cos.b2rdae == | “Cos.ardae —= 


gd 2bLb—1 
S Cos.arx. Cos. Varda == ee TND EEn 
(La) (Aa) (dba) 
"0 


4b2—a? ï 
12611 


Wet 
— (22 —a?(At a?) (AB2—at) 75 Sin, ja 7E. (elis 55, N . 19). 


Celle-ci a lieu toujours lorsque a est impair; mais lorsque a est pair, il faut que a > 2b, puisque 
pour un a <2b, il y aurait dans le dénominateur hors du signe d'intégration un des facteurs 


qui s’annule: alors la valeur de lintégrale est indéterminée. 
Soit en second lieu 5 impair, on trouve [34]: 


[834] Car on a: 


TE 


2 2 1 

| Cos.ax. Cos.ada — 5 ['e [Cos {((a— 1e} + Cos. {(a + De] = 5 Oos. Zar. (236) 
—a 

0 0 

5 LNE 
[se {(2a + 1) a}. Sin. ode = 5 [ee [Cos.Zaa— Cos. {2(aH1)e}} =0, (237) 
"0 0 
d'après Pintégrale (87), et encore suivant l'autre (86): 

ed kzal 

E E 1 f2 ' ; 1 
| Cos. 2 ax. Sin. dr — a de he (Wa HI} — Sin, (la l)e}] — en (233) 


0 0 
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45 7 

5 % 1251 5 
Í Cos. at. Cos.2b +1 ïde == Be'}.52at} {20 1) —a?) fi Cos. ar. Cos. Kij dr = 
0 0 


12611, Cos, La 4 
(ar }{B?—at}{(2bH 1) a} 
elle vaut toujours lorsque a est pair: pour un a impair, il faut qu'on ait-a>>2b 41. (T. 55, 


N°. 20). 


[se Zala}. Sinte de= 


0 


12611 


Xx [se {Bat 1)e}.Sin.rde =O, ab; (T. 54, N°. 4); 


car pour a<b, un des dénominateurs devient nul et l'intégrale par conséquent” indéterminée. 
% 
| ° Oos. Zaa.Sin2bl ade — 


12b+1/1 z 
5 fFomvensnade == 
0 


(32—4a?}. (52 Aa} {(25H 12 da 
0 
12611 
TT (lt—da?}{B2—dat}(2bH It — aat} 


Mais lorsqu'on omet les suppositions spéciales qui annulent les termes intégrés dans les 
équations de réduction générales (a) et (c), et qu'à présent on fait usage de \'équation (b) aussi, 
on acquiert des valeurs plus compliquées; les voici: 


(T. 54, N°.12). 


kl 

= 120/1 4a? 

NNU IED MN =| en is Ei 
| ER EROT ame 

da?.(22—d4a?) ___ 4a?.(2° da?) ((2—2)*—4a°} 
OER L2U1 IJ: OE 

FK 

ò 20/1 ahl 
OCE ET RB 

(22(lad 12} (AP —(Rat 1) (4D —(Zat1)*) Zal 2 


0 


NE le Cn a EE AN md eeN (e40 
1.2 1.2.8.4 12/1 


XK 
3 Sin. 2 av. Sin 2bl ode —= mf se Es een ZaCos. ar. [+ Le 
(1? — 4a?}. {32 —4a?}… {(2b 4 1)? — da? } 1.2.3 
0 


{12 —4a?}. {82 —4a?}… ((2b—1)? —4a°} ĳ 
Pe eme 


+. 
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5 12611 
Í Cos. (Zat 1e}. Sin2Ptlade — {12—(2at-1)*}{8*— (Zal)? } (Rb 1) — (la 1)2} lee zo 

_ f2at-1 12—(2a4-1)? U2(Zat 1)? 13 (Zat 1)? Jl (21) (Za NJ 
Sin. (ee) + tre rg es B Ie 


Dans les intégrales (239) et (242) a doit être >b, puisque pour a << b, il se trouve dans le déno- 
minateur général toujours un des facteurs qui s'annule et qui dès-lors rend Fin: égrale indéterminée. 


Ee, zi : 2D di ‚ a? at.(22—a?) 
Í Sin. ar. Cos. de = Braber a) a [eos an H- TR en En 
0 
at {22—a?f.{(2b—2)—a? 
go de. (T. 55, N°. 4). 


Elle vaut toujours pour a impair, mais lorsque a est pair, on doit avoir de plus a>>2. 


5 12611 
[se ag. Cos btlyde —= 


0 


12 —a* 


(12 a} (3*a? Jl (2DH 120} [sie ter—ef1t TE 


{12 —a?} {82 —a?}l(2b—1)—a? rd 
reke Be 5 1 (T. 55, N°.5). 


Celle-ci vaut toujours pour a pair, pour a impair seulement lorsque a >2b 4-1. 

1 faut observer encore que ces intégrales valent également pour un nombre non-entier p, quand 
elles sont exprimées sous la même forme que les intégrales (289) à (242), si Ton y substitue 
ce p respectivement pour Za et pour 2a + 1; et puisque alors aucun des dénominateurs ne peut 
s'évanouir, il n'y a plus de conditions entre p et 5. C'est pour cette valeur p qu'elles se tronvent 
(Db 4 Nee 6,p 08 eetl Ad [B5]]s 

7. Fonctions algébriques et evponentielles. 


On a: —pfePtatde =ePtgt— fePravt-lde; done, comme pour & — 0 et pour 
x= oo le terme intégré s'Évanouit, pourvu que p > 0, on obtient: 
[35] Raapr (*) déduit encore ces mêmes intégrales entre les limites O et oo, et aussi entre les 


TT 
autres Pi) et co: mais celles-ci ne sauraient valoir, car suivant la Partie Première N°. 78 les expressions 


intégrées dans les intégrales indéfinies au eommeneement de ce numéro deviennent nécessairement indétermi- 
nées pour la valeur oo de z, Ce n'est que pour les limites 2 xk (où Lim. == ce) qu'elles s‘annuleraient. 


(*) Raarr, Differenzial- und Integralrechnung, Th. I, S. 237, 
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00 a (® Jell © í Lejl 

e Prada —= — GNS EPE dr kee Le Need) 
Pp p° past 

0 0 

suivant Méth. 1, N°. 9. [36]. 


Ld 
Encore: —2g? fet ade = ale dr \ et (a—1l)ae-? de, done: 


ce 99 Li 1 5 2 9 
jee == Ed e1t ga? de, 
q 


0 0 
puisque le terme intégré devient nul, tant pour la valeur O de z-que pour l'autre limite 2; 
mais on voit, que la réduction successive donnera lieu à des intégrales finales différentes selon que 
a est pair ou impair. On trouve donc: 


El Ai ga2 Es rat f° 3 zeil 1 

| ete gatlde — | el adem | MT ede TTE (T. 114, N°.9), [36] 
q ve 

0 0 0 


[36] On a tout de même: 


0D ken 1 D 7 ils 1 cl—1 oo 
Í e Pr getal de = ga Í CPE pltI dr = Ce Í ePiagi-ldr, 
4 zo De d 
0 0 
Or, on a par définition: 
0 
jer de ig) (TRAS NS), 
0 
d'où, quand on pose == py: 
Do In @, T (a 
ePr alt-l de —= B), (T. 113, N°. 5), et aussi: f ePrzttdlde = EEE) 
pi Pe 
0 0 


Mais cette même intégrale est à présent suivant la réduction précédente : 


qelt T (9) 
pete © 


kes] 
ain de = (le ISN 
0 


et la comparaison de ees deux résultats donne la formule: 


T (ag) — gel! T(q), .…..... vere Mete sene 


qui exprime une des propriétés fondamentales de la fonction Gamma. 


Ee —l f° 1 
i U gde = en ten (Le LAN, 
[81] Puisque Ik «de BP Í de og ( ) ‚. 
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ie 3 Le/? be Dl da 2 
| et padre (27° El Eve ree zr, (T. 114, N°. 8), [BS] àlaide de Méth. 4‚_N°. 7. 
galg? 
0 0 


On a: — (p+-gt) jee de — e-(Ptg)rge — jens ata—1ide. Or, pour w —= 0 le 


terme intégré est nul; pour # == oe, son facteur e-4ti — Cos. gr —À Sin. qa est indéterminé, mais la 
valeur numérique en est toujours plus petite que 1 +; l'autre facteur e-PT z® est nul pour z= x, 
comme précédemment, done le terme s'Évanouit tout-à-fait, pourvu que lon ait p >>0. Car pour 
pO, pe. égal Àà —s, le facteur devient ets za, et la valeur à présent en est infinie pour # — %, 
parce que l'autre facteur e-4ti est en général indéterminé pour cette valeur de , comme on vient 
de le voir. Dans le cas de p égal À zéro, le terme entier est etri z4, dont le dernier facteur 
devient infini, tandis que le premier est indéterminé; sa valeur done sera encore infinie en général. 
De telles considérations se présentent fréquemment, et d'après les discussions précédentes il faut 
bien se garder de prendre un facteur de la forme e-P=tarf égal À zéro, lorsqu'il n'est pas certain 
que p soit positif. 
Tei lon a: 
PD p _ a Go 1e! 
ePHIE ze dr — ADS 
| p+qi | (pH) 


‘0 0 


(T. 113, Ne. 16), 


d'après Méth. 1, N°. 11. Donec lintégrale T. 113, N° 4, vaut encore pour un p imaginaire. [39]. 


[38] Voyez une autre déduction de cette intégrale Méth. 44, N°. 2, On trouve encore par la sub- 
stitution de 2? —=y et q? =p: 


5 dy 14/2 bd 
jer = Een (LLS 0 NEA 
by | Gps / p 


[39] Maintenant on peut développer les fonctions imaginaires suivant C. P. form. (18), en écrivant 
al au lieu de a: 
& As zkr q 
ePe(Cos.qa—i Singer) valde — la-ll ga (Cos. api Sin, ap), où 9 = V/ (p° +9), p= sn, 
0 


done par la séparation des fonctions réelles et des fonetions imaginaires: 


7 Lal q o Lel! q 
ePigelCosqrde=———Co8.| aArctg.=|, Í ePrrelSin gerda =p eÏn. adve) 
vp +g°) P) Vor Ha) Pp 

0 
(L. 386, N°. 12 et 13). Plus tard, Méth. 33, N°. 5, nous déduirons ces mêmes intégrales sans la con- 
sidération des imaginaires, Sur les mêmes intégrales, (mais pour le cas, où la puissanee a de z devient 
fractionnaire) voyez encore Méth. 18, N°. 2, 3 et Méth. 26, N°. 2, 
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S. Fonctions Algébriques el Circulaires Directes. 


On a ‚fecensras == Cos alg, Sn fsin ode {Costala—r(2a—l) Costa? z, Sin.r}= 


1 s 
— wv Cos?ta-l x. Sin. z + DE Cos2ar + (Za—l) | du (Cosa? xy —Cos?ar). Pour V'intégration 
Za 


entre bar et ez, le premier terme intégré s’évanouit, parce que toujours Sin.r == 0; il en sera de 
même quant au second terme intégré, où Cos.24x sera pour les deux limites toujours égal à 


jl 1 
unité positive, de sorte que la différence des deux valeurs respectives Ted sera nulle; 
a Za 


done il vient: 


Cc 


id Val CF 142 er le? ec? —b? 

2 eek, MD nn er 2 re € 

© Cosarde —= TE | xCosta2yde = aal i mid == Se TER: (T. 255, N5 2). 
bm 6 


ba 7 


Ì 
Encore a-t-on: jr Cos.qrda —= — at Cos. (qe + Ea) + 7 |= Cos.(qe + Lr) de. Cette 
q 2 


Ae 8 a Irll (a nt 1 
réduction, a fois répéteé, donnera enfin: fx? Cos.gada =— E Ge Cosa: + zl : 
a grtl n 2 


Lorsque « est zéro, tous les termes de cette série s’évanouissent, excepté le dernier pour » égal à 
, 1e! (a al Lail fa a+1 
a, où il n'y a plus de facteur ; sa valeur est: —l \Cos. g.0H en == | Cos. rt ”|. 
qe \g 2 ger lg 2 


Lorsque v est Qb, ce dernier terme de la sommation, correspondant à la valeur a de z 


al al 
regoit la même valeur, puisque Cos. (2-2 bar + En :) — (Cos E ‚); donc on trouve zéro 


pour leur différence et la sommation pour # = bm ne doit s'étendre que jusques Àà a — 1; par 
conséquent : 


vd a—l 1! a\ n 1 E 
|= Cos.gr da = — ee rr 5) (2 brrc)a=n Gos af (REDEN el) 
0 


9, Fonctions Exponentielles et Circulaires Directes. 


On a: fe Sin. pede — qt Oos pe— [Coapear lg de, et: pr Cos. pr de — q* Sin. pr — 
— sere qelgde; d'où: {p* + (l9)*} jr Sin. pr da —(—p Cos. pr Sin. pe.lq) q*,et 


{p* + (lq)*} Ír Cos.pe der — (p Sin. pe + Cos. pa. lg) q*; done: 


—pq Cos.p + qSin.p.lq + p 


2 (lg) ‚ [pourp =Zan: (T. 298, N°. 3)],. (243) 
Pp q 


1 « 
| q* Sin.prde — 
0 
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Wee RP Gepslg — U me 
att nn um ze (244) 


0 


Ona: refer Sintadr == — perrr Sin? a a aSin.t—lw, Cos. da —= — pe Pr Sinta — 
— aeTPE Sin. x. Cos. a Ja ferPrda ((a— 1) Sint? z. Cos, w. Cos. e — Sin.tl x, Sin. ld 


== perPr Sins — ae PT Sinal r. Cos. ntefer da {(a — 1) (Sina? a — Sina z)— Sin tw}; 
et tout de même: 
p? [ e-PrOost ede —=—pePrCos.azhaePtOos.tle.Sin.rda | e-Prde{(a—l)(Cost2r— Costa) — Costa}. 


Dans ces deux formules de réduction les termes intégrés s'annulent pour z — oo, à cause 
du facteur err qui devient zéro, tandis que les autres facteurs restent indéterminés. Pour x — 0 
ces termes sévanouissent dans la première formule parce que Sintx — 0 = Sina-lx: encore, 


4 7 
piste pour w — On a Costx = 0 — Cosal w, les termes dans la seconde formule s'annu- 


lent également pour cette valeur de z. Donec: 


es co 
: a(a—l a(a— 1) 
EPE Sin. trde — ) epe Sina ede, fe PTCostede=— De Cosa? zv de. 
p*+a? 
0 ar SE 
2 2 
„ Dans ces deux formules il faut distinguer les cas de a pair ou impair, car: 


zi LE Ì 2a/1 


ge ESin ndr „fe Pidy == e 
OLED) (bdp2)aldat Hp°) (Bp dp?) (dat App 


L(T.219,N°.1), 
Ü 


Rn 12a+1/1 2 1 2a+-1/1 


„Pr Sin 2atlade — —PiSin ade = ————— — Eh 
| i EA Banen Er {12 Ap?}. {32 4p?} ((2a+1)*+p*} 
a 0 


(T. 279, N°. 2), [40], où dans la première intégrale on est renvoyé vers Méth. 1, N°. 9, dans 
la seeonde vers Méth. 1, N°. 9, Note. 
A laide des formules (74) et (70) on trouve encore: 


hed 1 24/1 ze 

f rronsaae NE A en Fn [ras er] 
/ E2Hpt)- Ap?) (dat 2) |, 
12e/l 


OST q EN 2 En ji (T. 298, N° 19), 
(2°Hp?).(APHp?)ltat Hp) p 


[40] Méth. 22, N°. 3, nous trouverons d'autres valeurs pour ces mêmes intégrales, , 
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o 12aH1/1 el 

e-Pr Cos2atl rde = rem wreetre mert enk me he 
E (B 4 p2}(5* Hp} {Za 1)? Hp} 
5 2 

— 121 
== Se eier, (T. 298, N°. 20). 
(12 4 p2}(8? Hp°}l(Zad 1)? + p°} 

Si lon prend dans ces mêmes équations de réduction d'intégrales indéfinies w —= —bm, et 
= Jem, ou —= —íb— ia et —= (e+ I)ar respectivement, les termes intégrés deviennent 


nuls encore: car dans la première Sin.(—b zr) — 0 — Sin. (+ car) (et leurs puissances de même) et 
dans la seconde Cos. {—(b — IJ) zr} — 0 — Cos. {A (cd 1) zr}, ainsi que leurs puissances, Par 
conséquent : 


cr a(la—l) Cr (etl) a(la—=l) fC+D)T 
| e-PrSinaads — en | ePr Sin4-2xdr, Í e-Pt Cosaardr — zl) e-PT Cosa ode; 
Pp a Pp p 
—_br 


dis —(b—A)z : —(b—A)7 
et pour a pair et impair séparément, à l'aide de la formule (69) pour les deux premières : 
ie p p Pp P 
epe Sin Zand ee (245) 
mik A er Er ennen SOR Non de 
ze R2Fp?).(dttp?)(dat tp) p 7 
par Ade 12a/l elle — e(eHIpr oh 
ePz Costards —= - nn 
Jù (22 Fp)(4t 4p?)…(4at Fp*) Pp 
(br 
epe Sin2a+led ilk tpm Cos.b =O 247 
Pr Sin?ttlade = — EEC pr Cos.bn — e-PT Cos.crr), « « (247) 
e in xda Op) Bp). {eer Hp} (e os. br 7E) . (247) 
—lr 
Gene le [2e melt 5 8 ä N. 
—PzOos2arlpdy — — = - — (ebprOos.bn—e CPT Cos.crr)e= PE. „(8 
1 de ETON CEE neder Re 
(bir 


Mais on peut encore employer les mêmes formules d'intégrales indéfinies, sans que les termes inté- 


[41] Puisque l'intégrale indéfinie de Méth. 1, N°. 9, donne: 


in. qge— p in. Cos. 
| de | reina 


pd pio 
et par conséquent: 
Cr 1 
ePrSin.adz — — — (elPF Cos.bar —e-tPT Cosa), «oare s (249) 
1 stp 
—b3 
(ct) 1 
e-P2Cos.aode = Tp eipT (e-PT Cos.en —eÖPrCos.br) . .... (250) 
2 
(bir 
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grés s’annulent, seulement les résultats se présenteront en forme de séries. Ainsi lon trouve: 


Te Te 
2 — pe EPT ll) (F2 
e Pr Sintrde = ee ee ) e-Pr Sina? vdo, 
Bila apt BS Ur 
0 0 
7 
2 —Ìl) f? 
| ePrlostade =—— B En ee) e—Pr Cost? ada; 
À Ps am, p* Ja 
et par suite pour chaque cas de a pair et impair en particulier: 
Te 
2 12e/1 p? 22? 2 
e-PrSin?txde — = IE |: — CT iP7 ls ee GEER )L 
(PFP Hp?) (dat Hp?) p 1.2.3.4 
0 
p-.{2? (2a—2)+p" 5E 
er Bee Nemen dl Ee (251) 
7 
E] 12a+1/1 


Sn he dee Ek ej 
Kk PE Sin Kij 3 {1*-p?}. {8*4p?}. {(2a1l)4p} 4 | sh 1 As 27 
0 


PED EEE 0 ACE ES ee, 


L2at1/1 
TE 
1 2a/l 


2 1 p°  p-{2°Hp?} 
=DE a, == ne Sl sid Sl 
la Ee TA a Ed 
“0 


p.{2* Hp} (222)? Hp} 
Inn 12a/1 | 


7 


5 12a+1/1 1 í 
rn RAE lan 
| eP? Cos VAD [12 Fp:}43 dp? }{(2a1) Hp} d ne 


en (12 +p°} (32?) ie DE . Ke: 


0 


Pe . (254) 


[42] Car on se trouve ramené aux intégrales: 


id 


1 —eipt 
Í GU SA ORN Iek . (255) 
p 
0 
(d'après Méth. 1, N°. 9) et 
TE TT 
9 : 1 —peTiPr 2 ip 
| epe Sind — NEE ‚….. (256) Í vr Oos. ade vn HEEL 
1 
0 


0 
d'après les intégrales indéfinies de la Note précédente. 
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Enfin il est: 
err Sinaade — EL a(a—l) 


3 ies a-2rde, 
ppa pp 
TT 


| 


p a(a —1) 


ePrCosarde —= e-Pr Cost? adr; 


pt a? p? Ja? 
0 0 


où de nouveau il faut distinguer les cas de a pair et impair; alors au moyen des intégrales (74), 
(18) et (79), auxquelles on se trouve ramené en dernière analyse, on obtient: 


is 2ajl 7} EDE 2 
| rsinavar Lee pr tiet (22 +p En 
mT . 


(Hp? tp?) (dat tp? Ee en 
TO Jala Ep: i, ek (255) 
5 9 12a+-1/l 1? -p? 
LSNA rd ne 
p= Pr ‚Sin. „ar (Ì2a-p:}{8* Pp} (Ra)? 4pr} PC är [+ nors Ei 


{Lp} {32 tp?} (Zal)? p?}] 


AEN En berner .. (259) 
En 1 2a/1 IL p? p°.{2*+p?} 
zr Cos.2a == se, ee En) OE 
|- EE EE +; ER 
ah EEE SL cd id, (T.279, N°. 3), 
gans 2a EN GEN DE Epi 
|- eee 2 E pan 
1 
el. -H Ute te tr, (r 279, N°, 4). 


10. Ocecupons-nous un instant d'un cas intéressant des formules précédentes, et prenons dans 
la première des intégrales indéfinies du N° précédent — pi pour p,‚ alors il vient: 


(a* | evi Sinta dr — eri (piSintr — a Sina-l o. Cos.) Ja(a— 1) | e= Sina? x de. 


7T Id . . . A 
Intégrons entre les limites 0 et zi le terme intégré s’évanouit pour z — 0 et devient eli pi 


mT 
pour @ — 55 alors la supposition «a — p fait Évanouir le premier terme de \équation précédente 


et donne ensuite: 
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TE 


DRR 
Í ePzi SinP2 xda — 
“0 


— pi —i 
BP eiPri, 


plp—l) ps=l 


ou, comme — it — CTÄTL lorsqu'on éerit g+ 1 au lieu de p: 


7 
Pp 1 
| elatDezi Sinal de — — ela, (T. 287, N° 1). [43]. 
5 1 
Dn ì AE f (Sin. z)de 
. De quelques intégrales le 7 IT EPS 


Legendre nous donna la formule de réduction: d. (Cos. x, Sin ?a3 z‚ 1 (Ll —p? Sin? @)} = 
(2a—3)Sin?aAr (1 4p?)(Za—2)Sinta-2e p?(Za—l)Sin?er 
Rp EN (lp? Sin? e) (lp? Sin? x)° 


[44]. Intégrons-la 


B) 
entre les limites 0 et — 5 Z alors la fonction différentiée disparaît au premier membre, pourvu que a et 


et nous aurons: 


TE TE 
(243 2 Sinta-Arde L4-p*(2a—?) 2 Sin?a-2ydr En Sin2axde 
—=(Za— dens a—2 
) L (lp? Sin.) pT ‚pin! ne ofz (lp? Sin? 2) 
0 
TE 
2 de 
Or, on a: (70) ELLEN) 


(lp? Sin? w) 
0 


par ee et ensuite: 


7 id d 
Sin? edr 2 de 2 de 
== = = 1—(1—= 2 A == _ 
„| vv (l —_p? Sin.” x) LV (l—p? Sin? sj )} Í (lp? Sin? z) 
0 0 


5 
ai der (l—p® Sin? 2) = F'(p)—E'(p), aussì par définition; 


[45] La séparation des parties réelles et des parties imaginaires donne: 


TE Te 


on lead 2 ie Re 
| Sial. Cos. {(q + I)z} dr = — Cos. Sqn, | Sin4l x. Sin. ((q + 1)e}de = — Sin, gi 
5 g 5 q 
(T. 54, N° 8 et 1), comme on trouve encore Méth. 14, N° 8, 


[44] Lraenpre, Exercices de Caleul Intégral, Tome 1, Partie I, N° 8. 
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Sin? adr 1 
j F'(p)—E DAD AN ETS 
done Ei en pe Pe); Eron mj: 
par Bene comme différence des deux dernières intégrales : 


kof 


2 Cos? da 1 lp? 
Ne ON LI 
Een er TOO EO Fe) (1.75, N12) 

û 

t encore: Ee EB) EE (p) 0 15, Ne 4 

et encore: EN ENT (p) — p' 1) ate 70 Nene). 
0 


A présent nous pouvons faire usage de la formule de réduction pour a == 2. Elle donne: 


TE 
2 Sins ede 


Ef 
(A Ja —p? Sin.” 2) 5 (lp? Sin? 5) V (lp? Sin? 2)’ onc: 
0 
TE 
2 Sint ade 2 SE Lp? En 
(lp? Sin?) 3p* Bp) 3p' ING): 
0 
Par suite aussi: 
7 C iid 
2 Sin. z. Cos.* zda E de ap’ hea 
De lS Rt inte), ies 
eet Ea ie 3p* E'(p) 3p' (260) 
0 0 
zi ki 
2 Costade Ze de 5 EE 
men Behr: Î hl ed * Sin. me) BT een 
0 
ap: — HPL), 
mi Erp Er AE 26 
3p' 2) en alam 3p' F'(p) (261) 
lincore: 
ze 7 
2 da lp? B 2p°—1 8 
| ie led | vû-p"Sn? ER 


Ki 
(B 185 NS A) dal 

7 T 

2 147: 
| Cas.* orde lp"Sinta) =| (lin. tu)dar (lp? Sin.) =—— E 
“o ‘0 
(LA N 15) vet 
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Te 


me 262 
À , — p' Sin. = rd 262 
| os. 2x de L- p 3 p? p) Sp? (), (262) 
0 
TE Te 
2 f 2 fe p Zp? Ine 
| de r (l—p® Sin. 2)? ij (lp? Sin. w)de rv (lp? Sin. «) el En F' (p). 
0 ï 0 f 
(T. 72, N°. 10). Partout ici on a p? <1. 
d 7 
2 2 
12. Exercices. [ dry (Lp? Cos.* z) == HE (p), (263), | Sint vdry/ (Ll —p? Cos? 1) = 
0 0 
ZE 
Ve ml do 2 hee E 
Ep: B (p)— 5p° (p), eon f Cos. rday/ (lp? Cosa) = Bren On ee (p), (265) 
0 
= Tt 
2 Up? lp? 2 de 
de (lp? Coste)? = EB (p)— oF (p), (266), == F'(p), (267 
f dev apr ntar SEROSEr OBO en =O Bo) 
Ko) 0 
7 7 
Suede 2 Qos.? mda Ì 
ee En 268 [en M(p)—E! 
| v(l-p' Costa) p? Ee hek En 4 v(l—p? Cos”) pe ee 
0 
5 4 ( 2)( S 
2 Sint rde nd ON 2—3p?)(l—p*) : 5 in.? w. Cos? edo 
er ner Eee 
Vv (lp? Cos.° z) 3 p 3 p V (lp? Cos? 2) 
0 
, TE 
dn dn hm A 2 Ledel ZED lp? 
== E' (p) — 271), F'(p)— 2E! (p). 
TD PO ED era oe TOE) 279) 
0 


Partout il est p* < 1. 


$ 4. MÁrHODE 4. RÁSOLUTION D'UNE ÉQUATION OBTENUE. 


1. Quelquefois on réussit par différentes réductions Àà obtenir une Équation, où une intégrale 
définie à caleuler figure comme inconnue, et d'où elle peut être tirée. Commengons par le cas 
le plus simple d'une seule inconnue, et nous verrons que les moyens de trouver l'équation requise 
sont très-différents, 


7 
2. Soit I =|" Sint ada et posons # =n—y, de == —dy avec les limites zr et O pour y, donc: 
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0 7 7 7 7% 5 
I= | (a—e) Sinax(—de) =7 Í Sin.t zda— | a Sint ede =n | SinaadaT, d'où I= Lm | Sin.axde: 

7 0 0 0 
ou suivant Méth. 3, N°. 5 


5 . ij 14/2 7% 
| sSin?erde — pi DE PEN UE | rsmeerrzar et ie En Ee (274) 


gaj2’ dez 
0 0 
on E 
Boer T/= Í x Cost de, cette transformation donne 1, =(— 1)? zr | Cost dr le. 
0 
Lorsque à présent a est pair, on trouve par Méth. 3, N° 5: * 


7 1 5 less za 
fr coma TE ; fee arde = ae Dee de (275) 


0 0 
4 Z 
mais lorsque a est impair, on a 1, —= — | Cos?atledetl,, de sorte que Von ne saurait 


0 


7 
en tirer I, ; seulement elle nous donne | Cos.2arlzdz == 0, (T. 78, N° 7), comme Méth. 3, N°. 5 


0 
ud 


7 
5 2 
3. Soit I= | LSin.rde. Posons zjn et nous trouvons : =| l Cos. da, dont la somme 


0 


est: afk (Sin. x Cos. x) de =|" (L Sin. 2e —l2) dz. Par la substitution 2er== y on trouve en outre: 


0 
id 


9 5 1 Tj r 1 
| Sin. Zed = àl USin.rdr —= — fi 
2 2 
0 


0 0 


of 
2 


Te 
Sin. edet Í USin. z ae), où nous avons divisé la 
E 
2 


ol : 7 7E 5 ex 
distance des limites dans deux parties de 0 àÀ 5 et de 5 À zr: substituons dans Ja dernière 


intégrale zr —y au lieu de we, d'où de —= — dy, et = et 0 les limites de y, cette intégrale devient 
ed 1 ae 
égale à la précédente: par Rr, *LSin2rde — =>: | 21 Sin. x dex =1. Done notre équation 


o 
primitive deviendra: 


5 À E 
en | dr, ou I= — aL 2 =| 21Sin.ede =| 21 Cos.eda. (T.330, N°. Let T. 381, N°1). [45]. 
0 


0 


[45] Comme on déduit autrement Méth, 28, N°, 7, é 
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R 3 Z g Z 
On en tire oere f USinedr=2 I= nl2,(T.353,N°.I), et [*ernzae "sne f UCos.rde=0. 
0 0 


0 0 
7 


1 
(T.333,N°. 1). Pour voi f LCos.x dr, il faut observer que Cos. z devient négatif de dre à U ==, 


0 
TE 


ud 
LlCos.* 2de = Jk LCos.* de=—nl2,(T.353,N°.6), 


0 


Vd ZE 
tone: f 1lCos.* ada "trou: zdet 
0 


Kij 


tel àl 


ud 
_ par les mêmes réductions que précédemment pour ! Sin. z. On a enfin : | 1UIg? vo == 0. (U. 353, N°. 5). 
0 
ue PT TT 
Pourl, =| xlSin, ede on suppose v=—=n —y, donc: 1, = | (a—e)lSin.v de = di lSin edel, 
0 "0 


E 1 
d'où ref stsnaar Gele ete (T. 413, N°. 1). [46]. 
0 ; 


Mais de cette manière on ne pourra déterminer l'intégrale analogue f z®lSin.ede pour 
1 


0 


7 id 
a>>1, car on trouve par la substitution # = 1 —y: f wevsinzae = Í (ar — @)e U Sin. w de. 
0 


TE 7 7 
Pour a=? on f z2USnrde = Í (n*—Anada)lSin.rzde, d'où 0 =| (a? — Zar)! Sin. ede, 
0 0 0 


équation qui donne de nouveau l'intégrale précédente. Pour a— 3 et a — 4 au contraire: 


27 7 2 7 7 
[46] Puisque frisnaten zisinsade feisinraar frisinrsdet fem—orsins ade 
“0 7 0 0 


ud 
(en y posant == 2r— gy). Cette dernière somme devient: 27 Í USin.* ede — —4rn?l2. Mais d'un 
8 "0 
27 7 7 
autre côté pour 2 == 2 on «|= LSin? pda —= af el Sin taaded | adr (l4HLSin,? etl Cos? 12} — 
0 0 0 


ï 1 
== zi VA 4 Alm? l2) H 4 Í @lCos.* adr. La combinaison de ces deux résultats nous donne: 
‘0 
7 1 (22 7E 
Í ane zlSin? edu —nl2, et par | xlTang.’ zdx =0. (T. 415, N°. 4,5). 


0 0 0 
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0 


z ud ud 
[=isnaarn [oere amet lS ad d'où: 0= [Gerona oneens 
0 0 


7 rd 
Í 1 lSin.edr —= Í (a* Anr d6r? dre? 4 2*)lSin.edr, 
"0 0 
% 
con WS Í (at — An? or? rt —Arz?)l Sin. «de. 
0 s 
Par la substitution des deux intégrales trouvées pour a — 0 et a — 1, ces deux Équations con- 
duisent au même résultat, savoir : 
5 
fem —omseytsinade EA EEE ie (276) 
) . 
et il me sera pas possible de séparer les deux parties de cette intégrale. 


Pour la valeur multiple générale de !Sin.v on trouve par C. P. (5) et (6): 


Url 
2 


is % 
1 id 1 
| “snman geler Use) dr == —z rl? + mt? i(T. 330, N°.3 et 4), 


0 0 

Kal 7E 
Í U((Sin.x))de = —nl2H2 if U Sin. z)) de = — nl 2 + (2rH1)ar? ú,(T. 353, N°. 3 et 4), 
î 0 

z 1 7 1 2 1 
f=csin.nyas min ent feu snaps pr m3 i.(L. 413, N76 et 7). 


“0 0 


T XK 
4. Soit 1 = Í U(L—2p Cos. et-p°)dr; pour v =n—y ona: Ì flater Cos.e + p°)de; 
"0 ‘o 
7 7 
donc leur somme: 2u ept pt tp Cona) den [U(H2p"tpt tp (LO) den 
0 ‘o 


7 1 (27 id 
flat — 2 p* Cos. 22) de flater —2p? onpas {flarrr Cos.yhp*)dyt 
0 0 


0 


an 
re | Ul —2p? Cosy to"); d'abord on y a substitué 2v==y et ensuite on y a divisé 


la distance des limites en deux parties O à zr et zr à Qar: substituons encore dans la dernière 


TT 
Lay ==, alors elle devient égale À la précédente et l'on a: 2 I — | U(1— Zp? Cosa + p*)de. 
0 


Représentons I, comme étant nécessairement une fonction quelconque de p, par p (p); cette der- 
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nière équation donne la relation p(p°)=—= 2 p(p): done de même p (p°)=2g(p*), pp?) =p); 


n ! " 
le produit de » équations de ce genre donne p(p?) = 2" (p) d'où p (p) = gaf pr)=l 


lei on peut faire diverger n vers l'infini, et il s'agit de savoir ce que deviendra alors p(p?') ou 
Y'intégrale [a —2p?" Cos. 4 p"t')dr. Lorsque p est plus petit que unité, p? et pr 
0 
f 7 
convergent tous deux vers zéro et g(p?”) vers Í 1(I)dz = 0; par suite p(p) est nul. Mais quand 


0 


TT 
p est plus grand que F'unité, on peut éerire p (p?°) = | { PLE l(p Eep? Cos. 1de} 


Ì 
or, à présent c'est pep? en qui convergent vers zéro, done aussi p(p) = Slee „fi (lde=2r Ip. 
jÀ 
TE 
Par suite les deux expressions de I donnent ‚fa dt 2plos.rd-p°)de —=0,p°<l, =2alp,p">l, 
0 Ld 
(T. 353, N°. 17 à 20), [47]. Quand p est égal À T'unité, on a p? — p, p?""\ =— p?, donc 
p(p?) —g(p), ou T'après Péquation obtenue p (p) = = (p), c'est-à-dire nécessairement g (p) — 0. 


Mais parce que pour p =l, on a: (1 4+2p Cos.adp°) = ede z)—=l4 Cos? Ea=lddlCos.® 5 wo 
et de même: L(l —2pCos.e Hp?) == l4 LSin.? 5m, il vient: 


7 TE Te TE 
Í (l4HLCos.* ja)de =0==f (HL Sin.?Le)de, vof lCos.* iede = tatief LSin.* }ada, 
0 0 î 0 0 
intégrales identiques avec celles, que l'on a trouvées au N°. 3 


\ q ; de kl 8 de 
5. Soit: Le | Arcsin. ((2 mr = | Arcsin, ((q — 2 «)) CE EE 
0 


par la substitution # —q — y. Or, quel que soit le signe de 2e —gq (et il est négatif de z = 0 à 
x= }g et positif de # —= 1q Àà e= q) on a toujours (C. P. form. (9), Arcsin. ((q— 2«)) = 
= Ur — Arcsin. (2x —q) — (2r 41) + Arcsin. (2& —q). On obtient par conséquent: 

dx 


« Bor deM fd 
I == 21 en „Iet I=(2rtljz nt Er 


Dans la première de ces équations [ s'élimine et il reste: 


[47] On déduit ces intégrales encore autrement Méth. 21, N°. 4, 
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q de 
== 0, [485 ee eee eee 277 
re 71) 
0 


substituons ee résultat dans la seconde, il vient: 


A E 278 
== | resin. ((2 —q PEPE NEE = 0. … (278) 
K 0 


0 


sie he flarem(er—0) a “arceon(q — 22) 
OIL: =S rccos. ((La —q EA TET == il TCCOS. IJ — # T EIT 5 
| bi (q ) ‚ (q ) 


comme plus haut. Tua substitution (C. P. form. (12)) Arccos. ((qg — 22)) — (Ur + 1)a — Arccos 
(22— gg) donnerait de nouveau l'intégrale (277): mais l'autre Arccos. ((q—2)) — (Ur 41)z 
Arccos. (2e —q) donne ici, comme pour Yintégrale précédente : 


badge slijjs Eon ami (279) 
rCCO8. Uk mek ele eate karin aten 
| Wa)? 


dr da 
Ent ly == | Arcsin. ((2x RER [een pe EE: zt 


Et ee (Lein HER ee | Arccos. TE mk ET: 
0 


où Fon a substitué # —q —y, on trouve par les reductions Arcsin.((q—22)) — Urn — Arcsin. (Le —q), 
Arceos. ((q— 22) = (2r + 1) — Arceos. (2e —q): 


q 8 de Urn (4 dr rm? 
resin. (2 2 — 10e == Í 


En AD enen 
| 2 (qe) 2 / or gek PG Ee Ke 
Rd de ele q dz Bie! 

| Aro (Be) nt “> di eee (282) 
ú) 0 ie 


[45] On peut la vérifier par la substitution @ —y + 4, car alors: 


q de Âq dy zi kei de if 
Wte A Dal ml oe ma 
0 —lg —ig 
d'après Méth. 2, N°. 2. 
[49] La substitution 22 — q ij y donne: 
q da q d 7 
de ea Eer … (281) 
CRL Gy — 29) ET Dr hant 2q 


d'après Pintégrale (182). 
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Pour les valeurs ordinaires de \Aresen. et de lAreccos. on trouve, en prenant r —= 0: 
> P 


[venen r Uien Eje (285) 
a + (ge)? 

0 

freon er—) E SE — È TER lead, riad (284) 

| Cl den 


3 
6. Soit T (p) =| e-tarlde une intégrale encore inconnue et prenons & == (Ll +9), 


0 
ID io 0 
(où 1 +q>0), alors on = Í e-(la)y ypl dy. Multiplions de part et d'autre par gl dg 
q 
et intégrons par rapport à q de q = 0 à q — oe (où done 1 +q > 0, conformément À la sup- 


14 q)? 


Yordre des intégrations dans lintégrale double: 


r—l d ao 00 0 00 2r=l de 
r (p) [ EE St | e1gp=! dy Í eg dg = | eye! dy Í EE 
A N 


(1) 0 0 


== | edyper=l af: get ide 


0 0 


ES. 200 RAN ages ed, % va Ne 
position), il vient: agr? dy == gr En (ay yp=l dy, ou, lorsqu'on change 
0 


‘0 


où lon a substitué z au lieu de qy. Dans l'intégrale double à présent les variables sont séparées, 
» N E EN 5 = 5 3 2 z 
c'est-à-dire que dans la première integration il n'enfre pas de y et que par conséquent son résultat 
sera indépendant de y; de plus on voit qu'elle est égale à T (r); encore lintégrale par rapport à 
y est de même T (p —r); donc: 


of ee F(pr)E(r), [30]. «ossen Ge 
gp 


[50] On peut en déduire quelques relations d'un grand intérêt, dont nous avons besoin dans les 
réductions, en ce qu'elles appartiennent à la théorie des Fonctions Gamma, qui jouent un rôle Éminent 
auprès des intégrales définies. Car on trouve Méth. T, N° 29 d'une tout autre manière: 


® gr=l dp Tr 
| Ie : Sinem’ 
Ki) 


mais cette même intégrale peut aussi se tirer de l’équation (a) au moyen de la supposition p — 1, et alors, 
puisque P(l) == l, comme on le sait, et comme encore on le déduit dans le texte: 
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une des formules fondamentales dans la théorie des fonctions T, et qui, écrite ainsi: 
“ade _ T(p—r)r (r) 
J (Ll 4 2)P T (p) 


donne Pexpression de Yintégrale Hulérienne de la première espèce dans les intégrales Eulériennes 
de la seconde espèce [51]. Revenons À l'équation (a), où la fonction T est encore considérée comme 


(LE NS 12); 


® pr=l de 
n | HE (Ee) 


0 
La comparaison de ces deux valeurs d'une même intégrale définie fournit: 


mT 
INNING EE Boe EE IEEE Hie B 
On ) Sin.ra’ (B) 
une des intégrales mentionées. Pour # == { on trouve: 

EDE) Se, VOD, FL) == WF mese Akranes sk EES (C) 
identique avec l'intégrale T. 140, N°. 1, dans le texte. Encore a-t-on Méth. 3, N°. 7, Note [36] pag. 
246: T(a +g) —= gallr (q) (A), Équation qui donne ici pour q ==}, à aide de (C): 

al2 
Ge ER ( zE BAT Wiede te ee Beleen sf (OD 
Les formules (B), (C), (D) expriment ces propriétés fondamentales de la fonction Gamma que nous avons 
annoneées. 


5 3 IS Aes is 
[51] On la connaît encore sous une autre forme. Substituons 1 +z —=-—, d'où « = IE de PE 
4 


alors les limites de y deviennent 1 et 0, et Von a: 


(mr) ae 0 — y\ rl == 1 
TE | k s yr 7 =| TN 
0 


T (p) \y y° 


L F(q) T 
ou pour pr =g: (1 — zl ral de = ACER (DANE 0) 
if F(q tr) 


Pintégrale Bulérienne de la première espèce; elle est ordinairement exprimée par une des notations B (p, 7} 
4 Tr Jer CB 

ou Et ses propriétés sont intimement liées à celles des fonctions Tr. 
q 


Tout comme préeédemment on a encore: 
L Ln T all T (q9)T 
Í (lapt aal de = KaG) oe RE POPE vr, a, Ne 12), 
5 Tlad-gar) (gr) T(g tr) 


d'après la formule A, Méth. 3, N°. 7 Note; et de la même manière: 
1 T T (b allgbt T(gr 
| (L— mjet abtal de —= Ela TO Aad an Ee es Ex Gean 
) T(&TO PG Fe EE (A 
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ao 


o ahd 
inconnue, et posons p= l, r== }, alors: T (1) AE {T (£)}°. Or, T(1) =| ent dr 1, 
(1 +4 2) j 
0 0 
a lv Rid fl 
(Méth. 1, N°. 9) et Í NEE ee pn | Sien, (T. 28, N° 1), 
Jl afore | AH) 1? 7 “2 
0 lij 
où Ton a pris #==y? et employé la valeur de Y'intégrale de Méth. 1, N°. 8. Done {T (5)}? =z, 
lez} 
d. 
d'où T (5) mi Er A0 Nes): 
Ux 
0 


0D 
. 2 . pa « 
7, Pour trouver l'intégrale 1 = | de, quì dépend de la dernière, on peut la mul- 
0 
tiplier par e-Pdp et intégrer ensuite par rapport à p,‚ entre les limites O et oo de p. Or, dans 
cette intégrale double il est permis en premier lieu de changer ordre des intégrations, donc: 


20 0 ies) 0 ao 1 Pr 
2 DN , Tr 
Í ep wf e”PE da =| def ev) dp — Í dr Lr = >, d'après Méth, 1. N° 9 et 8. 
tin pl 
Ki 0 G Ki ‘0 
Mais d’un autre côté, on peut prendre dans la même intégrale double px* — y, d'où de =———; 


el Ei d 1 f“ePrdp f>erd 
done: f ePdp pf eV 2 f SE | SL, mais comme les variables sont séparées, 
4 2 py 2 VADER MGS 


on peut considérer l'intégrale double comme un produit, et dans ce cas-ci comme une puissance 


Ora a dy }° 1 or GREEN 
s[/ dd | Supposez-y y=p«?°, elle change en 5 |: | rd ae) = | erde] . 
0 0 0 


& Ly 
Les deux résultats doivent donc être Égaux, c'est-à-dire: 
7 ge et 5 1 7E E 3 
5 = 2p | ePT da} ‚ d'où e Pr de = 2 Ia 5 (T. 36, N°. 8), [52], 
0 


0 
de 


Lv 


ao 
ou encore, d'après ce que l'on vient de trouver, | ez = Wz, comme au Nr. précédent. 


0 
On peut aussi d'une autre manière acquérir une Équation pour notre intégrale; car puisqu’on 


led oo 0 go 0 5 
a également: F =| e-Py° dy, on a: 1? zi e-Pr° ze f e-Py° dy ij dt | e-P(e +4) dy. Supposons 
0 0 0 0 0 
y= tz, alors dy = ede, puisque z est supposé constant dans lintégration par rapport à y; donc: 


[52] Sur une autre déduction voyez Méth. 88, N°. 2, Méth. 44, N°, 2, 
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so hak Aer en 1(° d - 
Erie de hep ade f de | er Or) ada | de zl De ate ’ 
2pl42° 2pf 142 Ap 
0 0 ÚĲ) 0 


2 ct B 1 mr 
d'après Méth. 3, N°. 7, et Méth. 1, N° 8. On en tire: I= Í et dr 5 T/ —, comme au- 
p 


ie de É 
paravant, et par la substitution 2? — y, encore: f TEN == DF (T. 140, N°. 2). 
el Je 


l Tang. ade Cot. y 


8. Soit I= il pn Substituez Tang. z TR d'où (Méth. 7, N° 23) 
0 


de — dy zr Bin Meent. 
v (lp? Sin.? e) == (Lp? Sin. 24) avec 2 e Comme mites de #; AONC: 
ud 
Eg Up), 5 
I= : 21 il en EE EN a 4 1— 2 
rl p? Sin.” y) dy ou: P md TET en Sin. 2) Pa (p) ( Pp ) 


(TE. 347, 13) d'après la définition [53]. 


LL adr ll de Vol erdee 
ns SP —=y? == a — en. 
en lx OE Te Ls se le (Baz: Le 

0 0 0 


Or, comme cette dernière intégrale n’est pas nulle, il s'ensuit que nécessairement: 


en É 
(in RO ER A0. (286) 
0 . 
8 Leda die 
done aussi : ij Ir he ene (287) 
0 Ì 
nel SD ll dr 
et : . == ee RO PANEEL 288 
5 io PE 5 ie 
0 
Ile de Azlede file de 1 lede lede 
5 en | he =y?. :S8I=4 =— 
| rin el Er De sf me quand on pose 2=y*. Done ii 
0 0 
lr d. Urlad; Ì 
suivant Méth. 82, N°. 5, d'où: I= | — Eerd rt ae Toe 
6 lx? 24 
le da l i —t 1 1 1 
E tre-t-ontj, —_=—= | Uden? nt jen? (1. 152,N°.3). 
neore en tire en Tes | og lede 5% ( B |) ( ‚N°.3) 
0 


[53] On la déduit aussi Méth. 10, N°, 9, 
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10. Mais quelquefois on tâche d'acquérir deux équations, où deux intégrales définies se trouvent 
comme ineonnues; par la résolution de ces Équations on peut alors trouver ces intégrales elles-mêmes. 


1 de 1 da 
Soit T fd et K == [rans 
Blij Kl 
0 J 


0 


2 
0 


e l de 1 dz 1 en 
La somme en est 14 K af (ler?) = Í NU S= 5 I, par la substitution de x? — 4: 
7 Ki 


led IL 
d'où I4-2K==0. Ladifférence au contraire en est Kl ej wije di ge Ten Lr,ou moyennant 


ler ex 
0 1 L 1 —Ì 1 1 \ led 
Yintégration par parties: K—l=l Sn ze} — | lwde — == tl Bn 
le Jo la lar lt IO lr? 
“0 
Or, le terme intégré se compose des deux parties le. l (14) —le.l(l—a). Pour z =l, l premier 
terme est U1,./2 — 0, le second — l1.l0 = 0. co, indéterminé; done, selon les règles ordinaires: 
1 i 
IE ea 
en == Sl =d le 0, pour == 1. Pour z = 0, les deux 
(Le)! E dj 1 —z il 
Pig 
termes sont Égaux aux valeurs, qu'on obtiendrait pour l(z—l).lz —l(2—l).l(2—z) dans le cas de 
l Izde 1 
e=l: or, d'après ce qui préeède, chaque terme s'annule. Ona donc: Kl == al ï 7 = mn 
—t 


0 
suivant Méth. 32, N° 5. La résolution de ces deux équations par rapport à K et T donne: 


U(le)de 1/1 Ù U(l—e)de 1 1 1 
= En me EE enn 
34 12 n AN 6 
0 


et 5). E54. Lia somme et la différence en donnent encore: 


l de 1 Ek d 1 
re TBO oee 5) 
Ei) 12 lr e 4 
0 bu 0 & 
11. Soit 1 == [er Cos. gado, K =| ePr Sin.gede. Alors Yintégration par parties nous 
Ki 


donne: gl =e?? Sin. ge} — Í Sin.qar.l-pertde) =04pK,—gK = eP? Cos. q z} — 
0 0 
“0 


0 
Cos. qa. (—pe rde) = —1 + pTI, puisque dans la première équation le terme intégré s'an- 


[54] Comme on déduit d'une autre manière Méth. 22, N°, 3 
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nule, tant pour & = 0 que pour er == se, et que dans la seconde il ne s'évanouit que pour 
e= », tandis qu'il devient l'unité pour z —= 0. La résolution de ces Équations donne: 


5 p : 
== | _e-PT Cos. qed — mk == eTPE Sin. qe de —= Set, ON 55 
PT a RET 
)d ' 
Bane zi EEE Lorsque F (p‚ 2) 4 F(p‚3) = F'(p) on a [56]: 
— dy de 


== tr(p,y)=Yt(p, r(p‚tn)—E(p)F(p, LU(l =p? Sin. 2). 
TE De (p‚y)=Y(ps7) + r(p‚ iz) —E(p)F(p‚2) HAU —p* Sin.) 
Multipliez ces Équations membre à membre et intégrez entre les limites 0 et w de z, (done pour y entre les 


RE ne en ing: dt z F(p‚z)de 
ES et #/) on trouve: | 1(4) +1 Ge I(a) + Y(p‚ to) F(p‚2)—E mf EEN 
0 


z (Ll —p* Sin? ») 
(1 —p? Sin. z) 


1 1 
dz. Mais on a [51]: Y(p,‚,}z) = zE @)F @») — ze — p°), donc: 


iel 1 mi 1 fel(l—p? Sin.*2) ® 
He Se Wen 


Poure=— lr on a: y=, et de plus: Ie) =1( An) IH), F(p‚2)=F(p Ar) F(p‚ ri) F(p\, 


ud ks 
2] zr d - 9 el 
dp = = dl de EEE =_l(l—p*). F'(p), (suivant Méth. 17, N° 16); 


Vv \l—p* Sin? z) (Lp? Sin? zv) 
) 


done la formule (a) devient : 


UE HIEU) EO OPE OOP OPHEF UP) 


on Ux) AT (Lry Bip) Ep) Pee veen Maene eee (6) 
ï N \ F 58 mn (ap: EEEN oh EE ED 
Ensuite pour F(p‚y)—=2F(p,z) on a [58]: IE =p Sin*3) Ti Sin? de 


r(p‚y)=—= Ar(p‚e) + U(l—p? Sin.*a): multipliez membre à membre et intégrez de z =0 À 
== Aa (et par conséquent de y= 0 Àà y= zr); alors: I(m)= S1(} 7) + 


° 
(55) Déjà déduites Méth. 1, N°, 9, Note. 
[56] Roserrs, Journal de Liouville, T. 12, p. 449, Nv 2 
(57) Veruuisr, Traité élémentaire des fonctions elliptiques. Bruxelles, Hayez, 1841, (XlT et 316 p. 8°.) 
& 65, p. 114. 
(58) Veruursr, Traité élém. des fonct, ellipt, $ 66, p. 116, form. (21). 
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Fl(l—p? Sin.* r) de A(l—p?) zr, 
—=SI(! (pl l—p?) l(suiv éth. 29). (c 
+2 8 dE EE (Up) ivent Mt LON”) 


La combinaison des équations (b) et (c) conduit aux valeurs suivantes de I 5 | et I(z): 
kf 

2 Y (ze) de | p*) 
 . Pp} =P ple Pv (1-29). 

nne TE Eh BDT jn TE Me 

Sp) 


8 


ik Y(z)de 


V (lp? Sin. z) Ee F' (w ap?) r375, Ns, 9) 
0 


1 
del B (0) (F0) *—F'()! 


À lf/gpl gaal in 
13. Soit I(p) = nn de. En premier lieu on a: 
Ë ee: E 


sr zal Ì | L 1—z 
0 0 


0 


1 Rees) 
Pour z=0, Yintégration donne ee = 0; pour z — 1, au contraire En: par conséquent, d'après les 


1 —a1 —gqar—! 


1 — 7 
règles pour ce cas: = qat-l, done pour w=l: ne geil gen: 
—t 


_— nt 


lez 1l—a? 


bijl q 
wf ( det (T. 6, N° 16). [59]. Ensuite on a: I(1)—1I(p) = 
0 


1/] — agp! ral — gap! 
ape EE 


ij de. Or, puisque les deux termes dans l'intégrale 1 (p) devien- 


ls rg 


nent infinis tous deux pour # — 1, il n'est pas permis de faire usage d'une substitution quelconque 
dans un de ces termes À part; en effet, quand on pose ici dans le second terme «7 = y, il devient 


ap—l dv ye! de de 
dy, de sorte qu'on aurait: lk T een 
—t 


q zal : Je 
1 —z7 l—y 


=—= 0, résultat 


Lead 


fautif, comme on va le voir. Car lorsqu'il est possible de démontrer que les deux termes de l'expres- 
sion pour I(I)—I(p) sont finis, alors il est permis de les séparer, et de faire une substitution 
queleonque dans une des intégrales partielles. Or ici, lorsque p est un entier, plus grand que unité, 


l—aP-l - 
Y'intégrale 8) Are se reste finie, puisque pour la limite 1 de # la fonction À intégrer 
— 
0 
ee \ a 
a devient p—1. Mais lorsque p serait fractionnaire, on pourrait supposer p =; alors la substitu- 


b 


[59] Sur une autre déduction de cette même intégrale voyez Méth. 10, N° 15, 
Page 267, 


IL. M?e. 4. N°. 15, 14.  TUÊORIE, PROPRIËTES, FORMULES DE TRANSFORMATION, 


a 
Dii zb ] n= ab 
tion de #= yb dome: f En UI | Ken byl—ldy, encore finie: done en effet la 
—_L ee 
0 0 


première intégrale partielle est finie, et par conséquent la seconde de même; substituons-y 2? = y, 
et nous trouvons: 


lap! Lg 1 gpgl IJ —aP lyp 
11) —1(p) = erm ne TE kt IE def Tt 
0 0 0 


On ap! gear! 
d'où 1 (p)= (1) =lg, getande: | de = lg, (T. 6,N°. 13), d'où il s'ensuit 
le la? 

0 


que le résultat précédent zéro était réellement fautif. 


14. Dans quelques-uns des exemples précédents, on se trouve ramené à des formules de 
réduction, qui nous aident pour quelque cas spécial. Il en sera de même dans les eonsidérations 


p de 
suivantes, où nous nous proposons d'obtenir de telles relations. Soit 1 (p) = | U(l—e)—, et sup- 


8 o 
posons 1—r =y, da — —dy avec 1 et 1—p comme limites pour y; donc: $ 
: Plydy ISP Is dt ne 1 le da Wide le Tanrò 

(p) = sne ne == near Í Eme, Tg après ce que 
nous avons trouvé au N°. 9; lintégration par ie donne ensuite : 

—p lard, lp lp dr 
af en Leer Í lede) telle) | =| ler Or, pour la limite 
—t î 


0 "0 
supérieure le terme intégré devient l(L—p).lp: pour 2 =0 il s'évanouit, comme nous avons 
il ISP d 
vu au N° 10; done: I(p) int + lp.l(1 mil Ll —e) 0, d'après Fexpression de 1: 
0 
Te v 
Up) th ie Nino See AR e (a) 


Cette relation peut nous servir à présent à étudier lintégrale ni et ses propriétés. Soit en premier 


1 1 Ì 
lieup =5» on a: 2I(H)=l(;)? gj rsdone: ee == 5 (2)? mr bes 188, N° 5). [60]. 


0 


1 ee 
[60] Lorsqu'on suppose 2 = bek de == ig dy avec les liraites 1 et 0 pour y, on trouve: 


OEE Nec Eej 
en (Pe ae NS (289 
| Ar Cee) 
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da 


] d Pp Ù 
Soit ensuite p > 1, alors à l'aide de l'intégrale au N°, 9: 1 (p) = [tonie | (La) _— 
Pi) 7 


da 


zi (1) + Ue) ge me fre—nE or 
1 1 


de 1 fp p d 
ik ee ie rh wiee, tiriptrnnte wienen 
u) © 2 y 


1 
bj 8 7 da 
Done: Up) zt HI. pt 7 En ta) ; mais encore il U(L—-o)_—= 
T 
1 
1 dn os (Ì d 1 1 
== i ur f tuis == nl — (5) d'après N°.9 et la définition de LE; donc: 
® K 6 p 
o o 
1 Le 1 5 
l(p)=—l ‚) in +l(—1). Ip 5 (le) dl mia kele Barkel, 5 (6) 


équation qui servira à réduire notre intégrale, dans le cas de p >> 1, à une autre 1 B où dès-lors l'argu- 


1 1 
ment — est plus petit que Vunité. Comme pour p — 2, on a trouvé 1 G) on a par cette formule (b): 
P 
E) Ja 1 
[ra ek + ntt). Bz 1 =H (T.188,.N°.6). 
Nij 4 
0 
On trouvera d'une manière analogue, lorsque p est <—l: 


1 1 1 
LO grt Up) er We a (©) 


et dès-lors au moyen de (a): 


pil) it, U p)}? Hl(l—p)lp, PS. (d) 


formule qui nous servira dans les mÔmes cas que la formule (b). [61]. 


1 1 
15. Soit I(e) = | UT (@). Cos.prade, K () =| LT (@). Sin. parade, où Vargument # de 1 
0 
a rapport à argument de la fonction T. Posons #=1l—g, de —= — dy avec les limites 1 et 0 
de y, et en outre Cos.p 1 — Cos. p mr. Cos. p ny Sin. p 7. Sin. p ry, Sin. pn 2 — Sin. prm. Cos.prry — 
Cos. pir. Sin. py. Alors par emploi des notations analogues I(l—«) et K(l—a): 


[61] On peut poursuivre Pétude de cette intégrale chez ScHAEFFER, Journal von Crelle, Bd. 30, 
S, 2117—296. 
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l 1 
le)=Cos.pr. | W(l-e).Cos.prede + Sin.pr. | UP(L—e).Sin.prade=Cos.pr.(1—e)+Sin.pr.Ktl — 2), (a) 


0 0 


K(r)=Sin.pr. f'ro-n Ces pale Cup. fira— —2).Sin pnadr==Sin.pr.I(L—a)—Cos.pr.K(1—).(b) 
0 0 


Pour obtenir deux autres Équations entre les quatres variables I(x), I(Ll —z), K(w) et K(1—x), 
rappelons-nous que, d'après la relation B dans la Note du N°6 : UT (2) +LT (la) =l(2 Be (2Sin.rr), 
nj 


ou, d'après C, P, form. (109), en y posant p= —1, q=2a rv, UT(o) UT (1—z) Tr 

Multiplions cette Équation par Cos.pradr et par Sin. parade, et intégrons entre les limites 0 et 1 
1 1 1 

de z: Í Ure) Oo predet UT (Ll). Cos. pr ade = 1 (z) +1(l—ex) tz f Cos. par z da + 


“o 0 0 


LQ Sal [Cos-{(2n-p)za} + Cos. ((ln—p)ze} [dr == 


z Cos.Annx- _ Sin. pr 


-f Cos. paarde 
I 


‘0 


1 


En spee (@ntp)e} Sin { ene | beten 6) 
Pz 12 (2n + p)z (2u —p) 
Sin. en nSinpr 2,1 
Ë. pr TT en 


I I 1 
| tr sin. pe rde + Í UI (l —@). Sin. paarde == K (1) + K (1 —) =| Sin. paarde + 


“a “0 0 
Cos. 2 1— 
En Sin. pr ennen Gon. o tn (Sin {(ant-p) 72} — Sin ((2n—p)ax} [dr — 
n pr 
o 
1Cospr e, 1 fl— Cos. ((2n4p) jz} 1—Cos.((2n—p ES (a 
ke AT er ) 
Mer ern dE 1 ; 
is 7 nn? —p? 
1 
ou, en dénotant DAFT par P, fonction de p, il est: 
Sin. p 7 
le) HI(L a) ESP, vet MEN ) 
1 — Cos. 
OE a gen (fj 
. Pr 


(Juoique nous ayons obtenu quatre Équations, elles ne nous sont d'aucun service pour le cas général, 
puisqu'elles forment un système identique; il est aisé de s'en assurer lorsqu’on élimine 1 (z) de (a) et 
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de (e), K(z) de (b) et de (f), car alors on obtient un même résultat. Mais on peut employer ce 
qui précède pour des cas spéciaux. Soit par exemple p — a, alors les équations (a)et (B) restent 
vraies; mais il n'en est pas de même à Y'égard des formules (c) et (d), qui deviennent discontinues 
pour la valeur a de »; on trouve done dans ces cas: 


Sin. 2 ar ES 1 Sin. {(nt-a) 2} 5 1 Sin. {((a—n) 27} 


1(2) + I(l—e) =l2z 


Zan 1 2n (na) Un 1 2n (a—n) Zar 
e 1 Sin, {(n—a) 2} 1 
Cos. (0) d, EEn mede Hed p' 
+ — „| os. (0) dz in! RTE ETA (e’) 
1—Cos.Zar @1l 1—Cos{(nta)2z} al 1 1—0os. {(a—n) 2} 
LK(l—-r)=l2 > TE 
Kek 0) Ë Jar D 7 2 (n-ha) 27 En 2n (a—n) 2 
Ter » 1 1—Cos. —a) 2: 
 Sin(O)de > tl pee ed D MD) 
Za a1 2n (n—a) 2 
Mais comme les formules (a) et (b) deviennent ici: 
(En een (a) , KS Kle see. (6) 


1 
les équations (a') et (e°) nous donnent 1(w)=l(l—x) = DA, done: « 
a 


1 1 1 
re Coa Zanodre (TD. Md, Nd), Í UT (l—a)Cos.Zanzde .…. (290) 
0 0 
Les formules (b) et (f), étant identiques, ne peuvent done point servir à déterminer K(x) ou 
K(1—z) dans le cas de p = 2a. 


Mais il se peut encore que dans l'intégrale T p soit nul; dans ce cas les fonctions sous les 
signes de sommation dans la formule (c) s'annulent et l'on obtient: 


1 
UO Hls) tea f Oo 0de — laa; ame Ae EE (e”) 
"0 
Yéquation (a) devient en même temps I(e) = I(l_—z); donc: 


1 il 1 
froe — glam, (D. 367, N°. 2), Í Wd tide 163 to (291) 
0 


[63] On déduira encore cette intégrale Méth. 21, N°, 5, 
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$ 5. MÉTHODE 5. EMPLOI DE FORMULES DE TRANSFORMATION. 


1. Dans la Partie Deuxième nous sommes parvenus à diverses formules de transformation, 
qui conduisent immédiatement à évaluation d'intégrales définies, quand elles en sont des cas 
spéciaux. Tant que nous regardons cette partie Deuxième comme une collection de Corollaires 
de la Partie Première, et comme renfermant -des donneés, que désormais nous pouvons em- 
ployer, cette méthode-ci rentre sous la catégorie de celles qui sont directes, c'est-à-dire qui 
n'ont pas besoin de passage intermédiaire par une intégrale définie, une série, etc. Dans ces appli- 
cations nous ne donnerons en général que les résultats, laissant au lecteur les réductions intermé- 


diaires. 
2. Dans II, 1 et II, 2 prenons f(w) —= «1: 

8 ee lx de Pf ze \elede 5 Se 
Ig + a) =if EE a that, lr (292) 

0 
i 2 nn rde Ee ap | lede ö Dn 
fer wf Ten det 

0 0 


Pla—lr re \7 8 Pledef em VL 
Posonsrw—=y et p=l, alors: of nele ‚(T.183, N werf n re — 
0 


0 


® agld 0 ® lead: f 1d Ê 
—rg lr Ee ze e 2 Vara 2 CL __, d'oùsuivantMéth28,N°.2: 
(2 detd r redaet\rt He?) (2 Az? gl 
0 


fee, e et WENT op, 183, N°. 10), 64, 
v \rt 4e? 2r9T (q) 


{Tr (a}* Lal 3 af en A 
‚ done: B 5 
8 


D) air == 9 . == . 
[64] Pour q pair d, on a: r (2e) ali ER ETE 

en 0. {T (a + 5)}? (Lel2)? ze Lal? 
(T. 183, N°. 9). Pour q impair —=?2a +1, on a: Een > goa Teatijl — gra gan’ ‚ done : 


@ \nt a? gal? (2 rr)2a-t1 
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Ola da « 2at-1 laf2 alr 
Í 5 (1, 188, NP; B). 
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r lede en He 


rea? \r? da? rlr (q +1) 


Dans II, 3 et II, 5, soit f(z) —lz, on a: 


[65], Équivalente avec la précédente. 


0 


» 7 
Í (epe Jerr)ade —=0,... (295), [veroor zt CotPe).lTang.ader=0..... (296) 
=p 0 


8. Pour II, 6 employons les développements C. P. form. (89) à (91), alors (0) — 1, 1 et 0, et 
1 (Za 1 /2a À 
== Wi respectivement; donc : 

a\a a 


og? g2a 


5 ope ll 1 /2a d, lesje 
f (Corzere— cuotean Fest sal ) Ik (Coste! pe — Cos?atl ga) — =S, 
0 


2p 22 Ri p 
a la lg? 1 (2 
(NLO GSPINE 5) et” 6); | (Steps Biron) == IE: HED Ed (297) 
0 
De même par C. P. form. (93) et (109), où f (0) == 1 et —= U(1+-r)°, A, = =, A, =0 respectivement 
el 1 1 1 1 de ler. 
Í (cour oe: Cos. Dn Goet. Oo zeg) = —= al l— sl . … (298) 


0 
Opier Cos pap 17 de 
il 1 42rCos.gadr? z 


4, Dans IL 7, posons f(w) — l(r +), alors les conditions nécessaires sont satisfaites, pourvu 
que l'on ait r >> 0, done: 


=igtn()rn. (T. 4l4, N°. 9). 


an pe 
| Ur Jpetije estida = Klon DD AG GAS dio (299) 
‘0 
5. Pour l'application de IL, 8 soit f(w) — Uw, alors: 
5 U (Cos. z. er?) HU(Cos. a. eet) ue 5 l Cos. de ig ged (500) 
8 Cos.* zv 4 q° Sin.? 7 Costahq?Sin?z 2qgqFl 
0 
[65] Par la substitution # — r Tang. y, de = E L, et 0 et 5 comme limites de y, elle donne: 
os. y 
vig 
5 r(5g)j* 
Je l(r Tang. «). Sina-12 2de =Alle Dn MEt 2 (294) 
Wi 


0 
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Divisez par p* et prenez q au lieu de pg, alors: 


g LCos. ada 3 q 
EA men rg Ene de ke de (301) 
p? Cos*etgq Sinter 2pq pq 7 
0 
KL . 
BOSE Dn et changez p en q et réciproquement, alors : 
kid , 
A Ne en aen (302) 
p? Cos?atq°Sin?r 2pq p+g 
0 
7 l Tang. rz de TE 
La différence en donne: |P e= lk, (T. 342, N°. 12) [66]. 
p?Cos*atq*Sin?e 2Zpq q 
0 
La somme en donne encore: 
5 _U(Sin.a. Cos.) da ee - 304) 
p° Coste Fq° Snitz pg (pgs ee 
0 
mais lorsqu’on pose 2e =y, p° +q? =r, p° —q? =s, Àà aide de Méth. 7, N°, 20: 
gn AT En Al Eee (305) 
rsCoso (rs?) ry (r* —s?) 


Pour p == 1 —g, les intégrales précédentes donnent encore les intégrales T.331, N° 1, T. 330, 
N° 1 et T. 333, N° 1 de Méth. 4, N°. 3. Sur Yintégrale (301) pour gl et (302) pour 
p==l, voyez T. 342, N° 9 et 5. 

Pour f(w) —= Sin.px et — Cos.pe, IL. S donne encore: 


BG À j —ci 
5Sin. (p Cos. z. e*°) Sin. » Cos. r.e zon Ee il a Veelen (306) 
Cos.* vo H- q° Sin. q gl 
0 hd 
5Cos. (p Cos. a. evi) Oos. (p Cos. z. e”zi) dee Erle NE (307) 
Cos.* z 4 q° Sin? a q qg+1 
0 


Transformons la somme des Sinus ou des Cosinus dans un produit, alors nous obtiendrons à l'aide 


de CP. form. (36), en écrivant 2p et 2 pour p et g: 


[66] Pour Pang. z — y on obtient: 


®_ lede D(L 42°) d 
LEN (303). 
Neira: 2pg g À pe Har Pa 9 
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(e epSin2r J ep Sin.2r 


RN 1 + 0os-2a)} de — Z-Sin FS 

r* Cos.* at q° Sin. r in. (p( dn Cos. z)} 7 qr un oe ( ) 
( 

5 ePSin2x L e-pSin.2r 5 E Zn 

2 2 Oe 
ES Cos? a + q° Sin? @ Cos. {p (1 + Cos.22)} da unt SEN en (309) 
ke) 


d'où encore les sommes (Cos. p) X (309) + (Sin. p) X (303) et (Cos. p) X (308) — (Sin. p) X (309) 
donnent pour 2z=y, q? Ar? =sg—r=t: 


7 pSin.t —pSin.r 7 EN 
ee (p Cos.) de —= Te mi 5 (810) 
s— t Cos. z k Ur (s—t) 2t 
0 tes: 
7 epSin.x JJ e-PSin.t 3 7 s—l (s° — a 
Sin. BE De eos oe (SL 
Í s—t Cos. EE Ed Ur (s“—t) A ie 2t GL) 
0 ! 
Soit enfin dans II. S f(w) — Arctg. px, alors: 
2 p Cos? z da pq 
t Ee 5 == „Ar wi Oe 512 
je Are pgo Nen Trel 55) 18) 
6. A aide des formules (89) à (92) (C. P.) les transformations II, 10 à II, 12 donnent: 
q TE 2b 
Cos.2öx. Cos. Zarde —= — A RORE wars (GRU) 
jk 08.28 x. Cos. Zaxde 22 el (313) 
7 zn (26 H-1 
b NS 6 1 == k 
i Cos20-+1 z. Cos. {(Za + 1)e} dz EE ( eee } ete onee n (314) 
0 
7 (=S 2b 
| Sin2b x. Cos. Zaada — ze Ld ne EN TA (315) 
0 
GEE ; (=lEr (251 
| Sin.2b+1 wv. Sin. {(2a + Ie} dt == TA AE | ohh eeu Ne (316) 
0 


Zj a (26 id 47 
Í Cos®b ade — al / | oil Sin adr, ef Cos.UHlade —= 0. [67]. 
0 


0 
Ensuite nous trouvons par C. P. form. 93, 94, en y posant # —= 2y: 
= E 
2 
| Cos. xv. Cos. aa. Cos. 2 bade — 7 Ze? (5) =i Cos.“ «Sin. az. Sin, bx de. (T, 57, N°. 20, 21). 
0 0 


[67] Formules déjà déduites Méth. 3, N°. 5. 
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Encore par C. P. form. 95 à 98, 101, 102: 
Ie 1 —p Cos. — p* Cos.aa F pe+l Cos. 


{la— 1) a} en 
1—2pCos.e + p? Cos.bade — lk alen (317) 


Sin.brdz, (où b<&<a—l); ... (318) 


0 
z p Sin. — p* Sin. ar — pt+! Sin. ((a— le} 
=| 1—2p Cos. 4 p° 
0 


7 — p Cos. 7 Sin. 
Í Ee ea ee Í eer Simaads,(1.84,N°.5) (639, 
0 


1—2pCos.etp? —2p Cos. tp* 
erde TELEN), toen Oban 0e aen) 
1—2plosatp* 1l—p* 1—2p Cos.e hp 2 lp? 

0 ' 


Enfin par C. P. form. 103, 104, 109, 112, 115, 116: 


ui mm pe 3 

ePCos-z Cos. (p Sin. z). Cos. ax da EN Sin. (p Sin. z). Sin. ardz, (T.296, N°. Set 7 

p EPT p ( ), 
0 


5 al 
Í e-PCos.z Cos. (p Sin.) de — 7, (T. 296, N°. 6), | U(L 4 2p Cos. + p*) Cos. aande = 
0 


0 


Sin. zj 
p Sin.« | td —qyetE Ee (D370,N"3). [70]. 


Ë je 
ee —l pa « 26), [69], ITT 
(1e le ‚(T.354,N°.6),[ trol, Cos. 
0 


[63] Sur une autre déduction de ces formules voyez Méth. 52, N°. 6, Méth. 4l, N°, 7. 


[69] Cette intégrale se trouve déduite d'une autre manière Méth. 34, N°, 6, Il s'ensuit pour a=l, 


7 
Fra +optmsatpomende + Gp: nn EE (320) 
0 
qui maintenant vaut aussi pour p<{l, comme il est facile de s'en assurer. . 
Mais d'après Méth. 4, N°, 4, on a encore: 
7 
fre dE Zp Cos. Ux p)de = 0, (p* <1), = lp, (p* >1);. .. (321) 
0 


done leur somme et leur différence: 


as 
eN 1 5 
ik U(LE2 p Cos.Uetp*) Cos? ode = + zer), (822), an) gert gele, (p*>1),. (323) 


0 En 

5 1 1 1 
| U(1 Zp Cos.2a Ap?) Sin? rde = rzpm(p.<l).(824),= Fitr pp 2E 
0 


[70] On les déduit aussi Méth. 34, N°, 6, 
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7 Sin. 
Í (LH 2p Cos. + p°)ia Cos. [a Are Ee) Cosdade 6) p?,. .. (326) 
0 


1 + p Cos. 
ij EN p Sin. z 
—= | (Ll + 2pCos.r + p*)ie Sin, la arg Aes SEU ate orb ‚ (327) 
1 + p Cos. z 
5 : 
Dans toutes ces intégrales on a p° <1. 
7. Par la formule 78, C. P. on a par IL, 18 à II, 15: 
7 2 p Cos. je 
Arctg. en {(2a 41e} de = 7 prat! WEE ENNE EEn ole (328) 
Ls zal 
p* 
( Sin 
Ze = Arc A ien aon SON den Pele NAR (329) 
ou par c. Pins Opzij 
7 142p0os.r Jp* (— 1e 
l Sin. {(2 de ar en oek 330 
Í BETTER in. {(Zat1)e} de = ap BEG (330) 


8. Pour f (wv) —= e Pz II, 21 et II, 22 donnent: 
| err BE | smverin — Zend, (T. 205, N°. 5 et 6), [72]; 
ge? 2q get 2 
0 0 
et II, 23 à II, 26: 


Bin: (a 4 1) Arg 
in. — 
ie le+ ) Arc, gf Cos.pade 


_ le, de en m' 
(a? + q?)HatI) 5 ET Tar q DPO PD . (331) 
Sin. | (a 4 1) Arctg. | Cos. le en Darg 
EEP PED Sin. pe de = — (882) == if Ti Eppe „(833) 
0 


2 p Cos.z 
Te 


[71] Il faut prendre la première formule, puisque y= est toujours moindre que unité, vu 


que 1 +p? est toujours plus grand que 2p. 


[12] Ces formules se présentent souvent auprès de lapplication de plusieurs méthodes; voyez entre 
autres Méth. 18, N°. 4, 5, Méth. 24, N°. 4, Méth. 25, N°. 2, Méth. 38, N°. 3. Méth. 42, N°.2, Méth. 
43, N°, 14 
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r 
Cos. le +1) Ara | ke 
ee 0Sin.prde == TCA. (334) 
(a - q° Kat) el dq 
Ld 
rek . 
9. Dans II, 27, prenons f(e) =l DE ce qui donne f(1) — 0, alors par C. P. form. (66) : 
nl 
lpt d oo ph 
Í ge EE eren 
lp lez rn 
Encore par C. P, 77: 
1 de E 1/2 L(2n + 2) 
ORR 336 
f arco AT Came 2nH1 (536) 
0 
: } 1 3 N T ‚ 
et par C. P. 81, lorsqu’on considère que (drcsin, x) — nn =— (reine) j+Areine) 
=— — (Arccos. #)* (tant que 0<er<1}: 
1 dee on (1 4 2n) 
| (Arccos. z)* is Se en TPA Vg A (337) 
0 
Enfin pour f(z) = (Ll —a)P, d'après C. P. form. 61: 
me dx sl pri! 
fare td ez PL ERD Dl (338) 
2 0 
10. Soit dans II, 79, f() = a? et f(«) — la, alors: 
en eN, 55op (ee (340 
| 142) 1e? ee ‚| NEE EE nd ) 
( 0 
Pour p = 1 cette dernière devient: 
weil id 
| AE MR. (341) 
A SE 
0 


et comme on trouve Méth. 6, N°. 6: 


l == til s’ it: f Ul 4-w? —=—_ mr? (342 
7E : Bi Eep Ù 
| E ‚1 s ensuI | ( v:) 5 à ( ‚f 


0 ò 0 
11. Soit dans II, 119, f(@) = «”, alors: 


Ole? dy 1 
l TE 7 


17 ae in , ; 
| (2p)r Cos.r z. erti e2azi de = (2 p)" i Cos z. eCr+?olzi dr + (2 p)” | Cosr z.er+2zide = 0; 
—kr 0 —kr 


prenons dans la dernière # = — gy et divisons tout par (2p)", on obtient: 
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: | oere {elr+2a)zi } e{r+2a)zi) da — Kn z.Cos. {(r4-2a)z} de ==0.(T.55, N°. 8). [73]. 
0 “0 
12. Dans les formules IT, 145 et II, 146 prenons f(e) — Cos. x et f(z) — Sin. z respectivement; 
alors, puisque Cos. (p ez) 4 Cos. (pe ti) — Cos. (p Cos.) (erSin-2 H e—PSin.z) et Sin. (per!) — Sin. (per Fi) — 
Cos.(p Cos.a).(ePSina— e—pSinz), et encore Sin. Zav— Sin. {(a— 1) 21} — 2 Sin. z. Cos. {(La—l)e}, 
Cos. ((Ba—1l) rv} — Cos. ((Zat1)z} — 2 Sin. z, Sin, Zax, on a d'après C. P. formules (69) et (69) 
les intégrales suivantes: 


E (epSin.z J e-PSin.z) (— 1e 
Ei 
"0 3 


Cos. (p Cos. z). Sin, w. Cos. (Za —1)a} de — 7 p?a 


ao (erSin.z ee e-PSin.z) É p bd (nl je Ze 
Í En Wd Cos. (p Cos. z). Sin. z. Cos. Zaadr =p? ee (345) 
0 


13. Suivent quelques applications de la formule (297, Partie II) [74] et soit f (u) =— — 


o 1 il 
\ ù P == Es one d : 
d où dE oo (s dn 0) ee one 
ij sl A Ì zn 2) - ;) linn orale (346) 
rg ed OA p se q 
je je TT TT TE: E 
Soit f (u) — — Aretg. et, d'où uf (w)} =: Arclg. @ — Arctg.l = —— — == —, et par suite: 
u 5 ne ì 


U 5 Pda Clt — ePT nq se 
| En [Arctg. (e12) — Arctg. (ez), [75], = Í ri Arctg. Bn iT En .… (347) 
0 


0 


1 Arctg. u oo Arctg. Arctg. 0 ml) % 
Pour f (w) = — ï en on a: ef} zE Ei =i ir on done, par les règles 
1 3 
KEE edele A 
usuelles dans ces cas dindétermination : es ==, et: 
Fre r Tr 
WI : B 7 
Zie mla ne, res (348) 
ele rt lep NZ he AD 


0 


[13] Déduites aussi Méth. 14, N°, 8. 
[74] Voir PAddition A à la fin de cet ouvrage. 


[15] Encore plus généralement Méth. 17, N°, 25, 
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Supposons f (u) — } U(s 4 ret), done u f (w)} — Us + ret} = ls —l(s Hr) = gei, et 
0 0 - 


sr 
par conséquent : 
Ode st ret s q 
ER maren a Rt 0 
Í ® 8 reTPE str p EAA) 
0 
h\u ea k\uy ® ee 0 
Pour ms |t ton a: (0) = +5) | — Mn) — ee) == ek — 1, done: 
u u u k 90 0) 
0 0 
“de hk \gz ke \pz ) q 
Ì a ot) (te) | ent en SRA (350) 
0 


SECTION DEUXIEME. 


MÉTHODES, QUI RAMÌNENT À DES INTEGRALES DEFINIES. 


$ 1. MÉPHODE Ó. DIVISION DE LA DISTANCE DES LIMITES. 
]. Dans la Partie Première N°. 12, formule (18), nous avons trouvé la formule 


c 5 C: b b 
| f(e) de + | fe) de +…+ | (ja | f(e)de, qui nous apprend À diviser la distance 
a Cy En a 


des limites a et b en plusieurs parties de z à c,‚ de c,‚ À c,, de c‚ à c,,... de cn à b. Lorsque 
les intégrales partielles, obtenues ainsi, sont de nature à se transformer aisÉment en d'autres, qui 
ont les mêmes limites, p. e. a et c,, on se trouve ramené Àà une seule intégrale entre ces limi- 
tes, mais où la fonction À intégrer se trouve sous la forme d'une série; toutefois, lorsque celle-ci 
donne lieu à une somme simple, on peut évaluer l'intégrale primitive par cette Méthode. [76]. 


[76] Voyez Senvömrren, Journal von Crelle, Bd. 36, S. 271. — Le même, Grunerts Archiv, Th. 4, S. 316, 
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ar 
2. Soit Lintégrale Í 1((Sin.z)) dw, et divisons la distance des limites de telle manière, quc 


0 
an 


7 2x 
chaque partie soit égale à zr: Í L((Sin. x)) dae =| l ((Sin. )) dt | 1((Sin. «)) de +. 
rz 


“0 0 
2et-1 ar 


27 (C an 
L((Sin.z)) de +4 | U((Sin.a)) de + … + Í L((Sin.x)) dr. Dans toutes les intégrales de la 


(2e—1)z ‘27 (al) 
(2e } 
forme f_U((Sin. z)) de substituons w — Zen—y, de —— dy, Sint = — Sin. y, avec zr et O pour les 


(2e—1l) 
2et1) 
limites de y : dans les autres trale U (Sin. z))de au contraire mettons # —= Zen Hy, de — dy, 


‘gc 
27 
Sin. = Sin.y, avec les limites O et zr de y; nous aoros: f l((Sin. z)) de an U(— Sin. #)) dz, 
(2e) 0 
(2e 1) Z 
fe L((Sin.x)) dz =| U((4 Sin. z)) de. Done toutes les intégrales partielles sont ramenées à deux 


2e 0 

autres différentes: mais la dernière de ces intégrales, celle qui va de (a— 1) à ar, appartiendra 
à lune ou à lautre des ces intégrales définitives, selon que a est pair ou impair; done il faut 
traiter ces deux cas séparément, mais alors aussi on peut rendre la discussion un peu plus 


générale en ajoutant le double signe au sinus sous le logarithme. De cette manière il vient: 


fGsnapae = ofisinapacrefk (—Sin.z))de, [CES z))de =— (ad nfi ((Sin.z)) de + 
0 


‘0 0 0 ‘0 


Ja | (— Sin. z) dz, f “sn zijde a | ((Sin. #)) de + (a + 1) [ie Sin.e)) dz. Or, 
0 0 0 °0 


on trouve ces dernières intégrales Méth. 4, N° 3; donc, en y prenant le même r, ce qui ne change 
2ax 


en rien la généralité du résultat, on aura: | (GE Sin.x))de = —Zanl2 (Ar l)an?ú, 
: 0 
(2at-1)7 
| UGH Sin.o))de — — (la H In l2 4 (Za 4 1)2r a}? i, (U. 361, N° 2 et 3), 
0 


| sinas —= (Zat ljal2t{(Zatl)2r Hadji... (351) 


0 


ar” 
8. De Pinirate [5 L((Sin.x)) dze. lei Pon a par la même division de la distance des limites 


0 
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fe al ((Sin. z)) de = jr (Sin. x)) ed (Sin.e))da +. + =d (Sin. nn SiSn. @y)dad … 
( (2e—l)sr 2e 
- nl ((Sin.x)) dv. Pour z —(2e—l) zr Hy on a de — dy, Sin. r — — Siny, ef Sigs «))dr — 
(a1)7 (2e) 
— Í {Re —1)ar Hy} U((— Sin.y)) dy = (Ze In [ ((— Sin. 2)) de: + | U((— Sin. #)) dr. 
Ga 


0 
Pour #= Zer Hy, on a de —=dy, Sin. — Sin.y et 


(2e4-1)7t 7 u 
| -iEm) dar | (Zen +9) l(Sin.y))dy —= Len [ L((Sin.e))da + | el((Sin. z)) dz. 
2 0 0 lij 
Done à Faide de Méth. 4, N° 3, pour ces deux intégrales générales: 


2CT 7 == 7 
xl((Sin.)) de = eee | U((— Sin. 2)) de = Be Dmit S Ln Í L((Sin. z)) da, 
(2e ly 0 0 
(2e) 
IL al((Sin.z)) de — (Ze + Iz 1 U((Sin. #)) da. 
2 0 


Mais pour la détermination de la dernière intégrale dans la série d'intégrales, il faut distinguer 
entre les cas de a pair et impair: dès-lors on trouve: 


aar 5 da (7 Bve 
f zisnn pa (+ +5 Ht id WSmapde lot gtt 
ik Á 


2 1 
ee zat [Sinat En ar ù 
0 


fUSnapar— 5 + ete Senn He) af vna litt 5 Je Si= 


0 0 


= zat me : f' ((Sin. Ee En an® ú; 


0 
et enfin par l'usage des intégrales de Méth. 4, N° 3: 


Jan (aal 
Í ol((Sin.v))de — — Zan? 12 Haut il(Ar Hiatt}, f zina) de = 
0 "0 


— ize mld HRa HI) ((Zal)(ArH1)— 1} zi (T. 421, N° A et 5.) [77]. 


(17] Ces intégrales sont dues à CLAUSEN, Journal von Crelle, Bd. 7, S. 309; mais il les déduit d'une 
autre manière (Méthode 22), en développant !Sin,e dans une série. 
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gar ar 
á. Des intégrales Í L((Cos. v)) dz, | =tceonpar. Dans lintégrale du N° | 


0 


2a7 
U 


((Sin. z)) de 


posons w — Zy, Sin. — 2 Sin, y. Cos.y, avec les limites O et ax de y, alors: 


a 4 1 
Í [ ((2)) + U((Sin. er) HL ((Cos. z))| de = —anl2 + zE ar?i, ou, puisque l((2)) =l 24 2rzi: 
“0 

ar” Ì 
iN |! (Sin. 2) + U ((Cos. x))] de —= —Zanl2 + 5 am*i La distinction entre a pair et impair et Ja 
k 


soustraction des valeurs, tirées de N°, 2, donnent: 


2an 
[re GOB) TTE RE A en A te ede ee en (352) 
0 

(2a-Dr 1 
f UGH ome de = — Gat lal2 zt if(at1(Ar 1) 42] De oe (55) 
0 e 

(2a-1)7r 1 j 
f U Canada = — (lap ljal2 ot if(tetlIj(ér—1) 4 2at2]... (354) 
0 


2a7 
Faisons encore la même substitution x= 2y dans lintégrale Í el((Sin.v))de du N°. 3, on trouve: 


0 


| [U(2) +1 (Sin. z)) + U((Cos.z))| de = je nl2 + ger i {ár + 1)a + 1}, ou puisque 


0 


| enamzer {U2 4 2rri} encore: f=rsn v))HU((Cos.)) dra 11°U2 arti {ati}. 
0 0 


Enfin en distinguant entre a pair et impair et en soustrayant respectivement les résultats du N°. 3: 


f =raco x)) dr = —Za'n?lZ—anti(kradd),........ (355) 
KU 
f =op dr zet 1e an Ende) (2ad-1)—3}. [78] « . (356) 


0 


[18] Par la substitution de =5t y, les résultats des deux derniers numéros, combinés avec les 


intégrales de Méth. 4, N°. 3 et 4, donnent lieu à des intégrales analogues entre les limites 0 et (a— 4) mr, p. €: 
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II. M°°. 6. N°, 5. THÉORIE, PROPRIËTÉS, FORMULES DE TRANSFORMATION, 
As, Ten dr 7 ' In 
5. De Lintégrale | Sin.e —. Supposons © — ALT 0, em, Lim. k == oe, et divisons 
Ed 


la distance des limites O à oo en K parties, dont chacune égale à En 


2 
E, d, ne Hertp d. 
heee) == zn zi Sin. ent. + [ Sin. Ee = ie in. e+ tf Sne 
E 
0 (ai) jr 


Auprès des intégrales aux gen (a—t)z et am, am et (a 4 })ar employons respectivement 


(2at5)7r 
fc Sin.z))de = —(Zatijnl2—(tatl)rz?d,....en eee (357) 
feat) 
f“Fnayar Bet Dale [betijntie (358) 
el . 

2a—1)7 
fiSr z)jdr= (Ba Ijnlt (balije (359) 
0 

NE Sin. MB einladen (360) 
0 

(2at-k 
fic Cos.o)) da —= — (Za ijal2H[(AatijrHafr?i, (361) 
0 

(2atAj7r 
[UF coma de (at Date [det Dehaes kT (362) 
0 
foon z))de =—(Za—i)al2 H[(ta—l)r Haf? EME VTE ATR (363) 
0 

u. In 
| TEM z))de= —(ta— tal H[(Aa—l)r Hate Teen (364) 
0 

2a+k)r 
f "Enja = — (Za d az? l2 ant if(Zat I2r + 5} wannes (365) 
= 


(2ak yr 
fr 2))de = (Za lant 12 — Hart if(la—l)Sar— dats}... (366) 
3 
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ET MÊTHODES D'ÉVALUATION DES INTÈGRALES DÉFINIES. III. M*. 6. N°. 5, 6. 


les substitutions w — ar —y (de — — dy, Sin. — — Cos.an.Sin.y, 1m et O limites de y) et 
r= Sne =— dy, Sin.r —= + Cosa. Sin.y, O et sk limites de 4); nous trouvons: 


en d. 
snor Sina 4 ef feet T fet Ee + Sind (Ehr 2) 3 
2 Ikntex 
DEE la BE intégrale, — qui est ici une intégrale de correction, B, on passe à la limite 
o de k, — le facteur Sin.(}kmr 4 a) reste toujours fini entre les limites —1l et +1; l'autre 
1 EE 1 
facteur …— — ——— au contraire s'annule pour la limite oo de k: done on peut omettre cette correc- 


ihande 


tion. Comme en outre toutes les intégrales ont en commun les limites et le facteur Sin. z, on a 


kad 1 
Sin. wv da. Cosec.n — | -— ES (EE TOAT NE IE KOI: 
0 É “0 
6. Il arrive fréquemment que la distance des limites 0 et zo oe être divisée avec En en 


l 
deux parties de 0 à let del à «. Ainsi [te iN eend 7 = RE lv Diels (aes . Posons 
—t 
0 
l dy 
dans la dernière # — 7’ de = —-, avec 1 et O comme limites de y, alors: 
y 
1 
Se == == — =z? (U. 187, N°. 3) suivant Méth. 32, N° 5. Done aussi 
la? 4d — tr? S 
1 
Ee da lise 
Le tr (LSO NS IT). 
ll? L 
0 


> ou, puisque ici il faut 


De la même manière fer Ln jl Ees yer 


0 
faire distinction entre a pair ef impair, à l'aide 5 Méth. 22, N°. 3: 


| (La)2arl dE 
i 1 
0 


[19] Déduite autrement Méth. 17, N°. 3, Méth. 21, N°. 3 et Méth. 34, N°. 1 
[80] La substitution de @ = ey donne: 


® z2arl da ® atadr (— 1)" 
ee el (361); Ee UD eer ‚ …. (368) 
er + Et nn et o (2 nt Ij2at1 ® 8 
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=of (tan Sen rn. 180, N°. 3, 4 [80] 
2 1 He? “o (2n H 1IParl’ ’ C ’ Je . 


“0 


HI. M*°. 6. N°.6, 7. THEORIE, PROPRIËTÉS, FORMULES DE TRANSFORMATION, 


1 2 2 2 
tn dl en de a da zet | ‚fists ada ede ijs de dal 
‚ l-z o(la?) Ws m(l4z*) ie la? laf & 2 
(T. 183, N°. 3), d'après Méth. i N° 10. [81]. On voit comment, dans ce REEN cas la trans- 
formation simplifie l'intégrale. 


DNI. 
1. De Uintégrale | xv 2 e ?PT de. On peut diviser la distance des limites dans les deux 


0 
1 —dy 1 | 
autres 0 à 1 et 1 à oe, et prendre dans cette dernière & ——, de — eet 
yv y 2pe 2py 
val 1e? Ez gal 1 
avee l et 0 comme limites de y; donc: i 2 e Wer du fe PE de le a Da8) > 
2 


0 0 


: : 2 ; def B : ef Le 
d'où il s'ensuit d'abord que dans lintégrale primitive a peut devenir négatif. Prenons maintenant 


Ia? (1 ee (1—z)? 1 y—l 1 En gl 
== 1, 1 y—l In == ee NE Ú=== 

2 nlty= Dr Wer tien 

dz —dy Ja: . 

==  , tandis que les limites de y deviennent oo et 1, done: 

re v(y-—l) 
val 14e?  y d 1 SI \2etl 1 — 1 \2a+3 
En A ON y ((: Ai de vee LE | 

V (y-—l1) 2 2 2 
0 


A présent posons y= lt c° et développons les puissances des binômes, alors: 


al let nn Zal) (2 42? ar 
fer e Pr dr zl ak et) aa à| gite hes = 


gat 0 n Ei 
ei 10 


0 


l ro ze a! 
== 5 ze f rails jar 


gat o n 


TE 
— dy et 0 et > comme limites de 7: 


2 


dz 
et celle de z —= Tang. y, EE 


7 TE 
2 Ee —l] 
(! Tang. z)?al de == 0, IK Tang.zjtade = 2,121 5 min 


0 (2n Ee Izer (T. 333, N°. 14 et 15), 


Ee Wirt, (E40, N° 14) 


ks 

5 1 
8 —= Ti e : P) 
[S1] Pour x ang.y on a | { — Tang. y } Tang. y 2 
0 
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ET METHODES D'EVALUATION DES INTEGRALES DEFINIES. HIL Mee. 6. N°. 7—9. 


vo 1 2 
forme : Í e P° 2de, Évaludes Méth. 3, N°. 7. 
0 
Dans les cas de a —= 0 et de a — 1 on trouve: 
142? d 1 
en dz —E 
| eg pz = € Pr Zp, (FE. 140, N°. 5), 
arn 


@ 14’ 1 1 
Í RE den per PI pp en Zp 7] = (l4-p)e Py/ pr. (E. 139, N°. 7). 
0 
S. Enfin on trouve déjà dans la Partie Première une application du principe de cette mé- 
thode dans les formules (26, 27): 


b 
jre dorn0 ‚ lorsque f(—e) —= — f(x), 
—b 


b 
—= 2 [ro de , lorsque f(—e) == + f(«). 
0 


Ces formules sont d'un usage très-fréquent. Par exemple, À l'aide de Méth. 3, N° 7, on trouve: 


aeg 5 en 
ePEratlde SO, pf e-PE zedr — 
=D — 0 


et par Méth. 4, N°. 7: 


12 


(2p)° 


TT 


-, (T. 142, N°. 9 et 9); 
p 


els! 1 
Í EPT da == der (Ts 40, N24). 


Pp 
0 
9. On a: 
PD 0 0 E 0 nan 
|e ip ezide =| pl eri dz + fe ijpleride = vr fart ride + (— ip! frr ede, 
Zo 0 — 0 0 “0 
par la substitution de # —= — y dans l'intégrale entre les limites — oc et 0. Or, on a: 
go 
Nen de —= etipriT (p), . . (369), [82], done (C. P. 4): 
0 


[S2] Elle suivrait de T. 113, N°. 16, (Méth. 3, N°. 7) quand on y prend p=0, == l,a= pl, Pl). 


zi h T (p 4 
Car alors: Í etri pl de —= EW == CHÄPFIT (p), voir (C. P. 4); 
‚ (Gr iP 


mais la supposition zéro pour p n’y est pas justifiée, et même elle ne serait plus permise, aussitót que p serait 
Pp P pas J prius p y, 


a ee 
>> 1, Or, plus tard, Méth. 18, N°, 6, on trouvera les valeurs ae [con aP—l dz et de fs z.arIdalp< 1), 


0 
qui eonduisent aussi à l'intégrale (369) sans donner lieu à aucune incertitude, 
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HI M?.6,7.N°.9,1,2. THEORIE, PROPRIËTES, FORMULES DE TRANSFORMATION, 


je eridan=ellpUrieipriT (p, ei p)rieApziT(p)=(p)(e'PArihelip)7i} =— 2 (p)Sin. pr, 


(T. 142, N° 1), et tout de même: 


oo 
(—zijplezide — eill—p)ri edpziT (p) 4 epi eFpriT (p) — T (p) (eli + am = 


— d(p) Con tar == ( (T AS NEZ) 


(zip (—azijaleride — ePUDri ella) zi pta DaT (p + q—1l) + 
eilprigha Dig Kp ta IFT (pq 1=T (pg ler H7ig eld-p)7i} —2Sin.paN(ptq-1), 
(T. 142, N°. 5); iei Fon a partout p < 1. 


Eend 


$ 2. MÁÉTHODE 7. CHANGEMENT DE LA VARIABLE. 


1. Quelquefois on peut. rendre une intégrale définie plus simple ou la ramener à quelque 
autre intégrale connue, par un changement convenable de la variable; on a imaginé dans le cours 
des opérations transformatives plusieurs artifices de calcul de ce genre, que l'on trouvera exposés 
ici, Les résultats heureux se fondent en général sur la eirconstance, que par un tel changement 
les limites de lintégrale définie par rapport à la nouvelle variable changent en même temps, mais 
qu'au contraire, après l'introduction de la nouvelle variable, on peut donner à celle-ci le même 
nom qu’auparavant, ou, en d'autre mots, que la variable elle-même n'entre en rien dans la valeur de 
Fintégrale définie. Déjà dans la Méthode précédente nous nous sommes souvent occupés de ces substi- 
tutions, et l'on a pu y remarquer tout avantage que nous retirons de cette dernière circonstance. 

Observons que d'après la Première Partie N°. 25, on ne doit pas perdre de vue les cas de 
maximum ou de minimum de la nouvelle variable, qui peuvent parfois se présenter, et qui donne- 
raient lieu à des mesures de précaution. 

„Ces substitutions se divisent convenablement en trois Classes. 

Classe 1. Où z est égal Àà une fonction algébrique de y. Substitutions algébriques. 

Classe II. Où z est égal à une fonction transcendante de y, (e4, ly, Sin. y, Cos.y, Tg. y). 

Substitutions transcendantes eaxplicites, 
Classe III. Où quelque fonction transcendante de z est égale À une fonction transcendante de y. 


Substitutions transcendantes implicites. 


Classe 1. Substitutions algébriques. 
P Oos.pede ® Sin. pede 3 
2. Dans les intégrales | oe et | en ‚ substituons q4er=y, der =dy, avec 
Add ge 
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ET MÊTUODES D'EVALUATION DES INTEGRALES DEFINIES. III. M*°. 7. N°. 9, 


q et wo comme limites de y; alors on trouve: 


ie % Cos. —g)}d C d 2 Si 

Cos. pad ik os. {p(y —q)} dy ze cape f os. py dy Sar Sin. py dy % 
gee y y Y 

0 q q d 


— Cos. pg. Ct. (pq) + Sin. pg. [z — Si, el (T. 203, N°. 8), 


® Sin.prde ze ® Sin. {p (Wy —9)} dy Erle. N Cos. py dy Banen ® Sin. py dy ef 
ge y y ea y 


0 


== Sin. pg. Ci. (pq) + Cos. pg. Gs vo). (T. 203, N°. 7). [83]. 


5 i B Pp «ade fl je xe de Sr Ae he 
ans les integrales RI GER ©) DOSONS Z == U", LZ == &l ‚ AVEC e 
5 (De ) J vere)! al | 


vp pour les limites de y; on a par l'intermédiaire des intégrales dernières du N°. 3, Méth. 3, 
en y prenant y/p au lieu de p: 


Pp ameda 3 Vp y2atl du leen eee À 
En le a { 5 
| [VA (p—e) Í V py gaf? rs VON NEI CG CRO LL (371) 
0 


A IN A GN de 
| Velpe) Í V(p—y?) 1e \2 7m. (T. 34, N° 15). 
0 5 


Reg Ile Igi—l ; d 
Pour les EEN TOR et Í Te la même substitution donne: 


“0 


[83] Comme on a par définition: 


00 d q Sin.v de 
TT = —Ci(g), (D. 24 N°. 5), Í Ee == Si (4), (T 251, N°. 3), 


Ki 


0 
la Hitstel de z=—=py, Q—=Pq donne: 


»0 de q Sin.pxd. 
Û Se pede Cn (pa) (T. 254, N°.7) [ _ == Si. (pg). (T. 251, N°. 4). 
q 


0 
® Sin. pe de 
Mais comme on vient de trouver, Méth. 6, N°, 5, | sieke = Sn il s’ensuit: 
5 ; 
0 
®Sin.prde 7 f 
| ren 0) on eeeh eeen (51/(0)) 
q 


{ pour p—=l, (T, 254, N?, 4}; et voilà les intégrales employées dans le texte, 
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HI. Mée, 7. N°.2,5. THEORIE, PROPRIËTÉS, FORMULES DE TRANSFORMATION, 


l—z 


he » 1 == 
Í AEN CN ee dre — 212. (T. 15, N°. 5). 
0 0 


Dans lintégrale ie mettons p+qe =y°, d'où qdr —= 2ydy, ct vp et oo 
8 pH g2)P p des Á 
0 N 


pour les limites de 4, donc: 


il z 1f/°2ydy 2 —1 2 
ee enk: epen EN mes 
| roo | zn mi ne 
0 Vp ve 


de 


ee  substituons 1—2pod-p? —=y?, alors —2pde — Zy dy. 
Ae nn ld p pd 


+1 
3. Dans Vintégrale | 


Quant aux limites de y, on trouve pour elles + yy (lp)? et & WV (l+4p)?; la dernière est toujours 
1+-p, mais la premièreest ici 1 —p ou p— 1, selon que p est plus petit ou plus grand que l'uni:é, 
puisque y ne saurait devenir négatif: car pour la valeur maximum + 1 de «la valeur minimum de y* 
est (Ll —p)?, toujours positive et jamais zéro, de sorte que y ne peut s’annuler pas d'avantage. Donc: 


+1 d l-py di 1 dn 
Í ment zl ef S jm UDP} =P 
Lp 


Vv (l—2pe 4 p?) Hei 
—l lp 
— 1 fP1y dy fe 2 
of el dy AAD} =P (D17,N°.7,8). [S4 
zi J PS „@ k )} p he bn 


1 
Au moyen de la même substitution on trouve, puisque 1—2 gag? — — {(p—g) (l—pg) + 94°}: 
ik 


je dr es —y dy 1 fe dy 
1-2 1-2 Apt 
Am mk } p pp {edp} ve Vig DAD} 


5 1 Et q 
a dl (p—q) (l— 2 hug st EEA INN 
be dte hhh va v(l—g)? vpt (lp) vg 


Or, icì il ne faut pas seulement distinguer les cas où p est 2 1, mais aussi ceux, où q est 2 Is 


comme on pourrait déjà le conclure de la symétrie de l'intégrale par rapport à p et q. Donec 
on trouve: 


[34] La différentiation par rapport à p donne: 
+1 ep 
Ne eed at 
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—3 
de =0,(P<1),= —(P <1). (T. 17, N° 9, 10). 
p 


ET MÉTHODES D'EVALUATION DES INTÈGRALES DÉFINIES. III, M°. 7. N°. 5, 4. 


+1 dr 1 (lg) plop NE 
Í Ì ï 5 sed Eg) pt(lFP ag ì Bedel), 
IVAA-2petp?(1-2ge04®)} U pg (lg) pt(l-p) ag pg 1 pg 
—l 
1 AE) ptp 1 zh oja ae PS ESL Hv 
rpg (ld ptp lig pa Vp Lpi Cent Lp (lp) 
1 vgtrp 1 (Adr pt(ldp)rg 1 rpl 
en | Ei l W=l,q>1l 
Vp] Vg nk SIT Lpg (QD ptp Dg Wp Wp Td Toon 


(EL. 17, N°. 14, 15, 16, 17). Dans les valeurs extrêmes on a divisé le numérateur et le dénomi- 


nateur par le facteur commun 1” pt”q, dans les valeurs moyennes par le facteur commun 
1 pg. 


è 1 2yd dz d 
4, La substitution #° = dl d donne 1J-2* = rde = Le 2 
rk 


ly’ Ay?) Iet (lg?) 
Aux limites O et oo de z correspondent les limites O et 1 de y, tandis qu'il n'y a aucun maxi- 
mum ou minimum de y entre ces limites. Au moyen de ces données on reduit les intégrales 
suivantes : 

PCos* Aa? de l „esn hEy Sin. À dy 
Í Cos? uto? 142? Jk Cos.-u Hy? Sin. u TL (l—y*) 


(voir Méth. 10, N°. 12), [S5]; 


kj] 


== Ur l(Cos. EA, Sec. 4u), (T. 181, 14) 


55 2 «d. Ì d. 1 
(Sen MEE ALONE 
14u? 1l4-z? l1—y* 12 
0 
ze 1? du 11 1 —y? d 
ee EER ed —= |l re A v) dy > = nl Arcsin. p, (T. 186, N°. 2), 
Ear ee) (Lt?) nd Of 


(voir Méth. 834, N° 


[85] Car de Méth. 10, N° 12, on tire: 


pie? 19. A de zie To eet 1 + Cos. À 
1422 Tg? i (le?) lr (lg) k br EE, 
le 2 Cos. El ï Cos.* Ata? Sin.* À da ds Cos. 11 T Taen 
ZU En 8 == ES 3 4 TR) . ve . 
Cos.N 2Cos.? Lu)’ Gn | Cos? ud? Sin? u 17 (lez?) d Cos. Eu ale 


' 1 
[S6] La substitution x — — donne: 
K/ 


frarer, Je == n?. (T. 184, N°. 14). 
0 


1 
TE me 
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ÜL Mée. 7. N°. 4, 5. THÉORIE, PROPRIÉTÉS, FORMULES DE TRANSFORMATION, 


es ov? do d L y* dy 7 
l ef lj == (12E), (375), (voir Méth. 44, N°. 4). [87 |. 
ns ae 
Iypq 1d 
5, Dansl'intégrale I= | pg Posons lar =P, 2P — ly, par de == —pyP dy; 
(la?) p 
5 yitdy ep ap 
alors les limites de y deviennent 1 et 0, et Yona: I= en „ Encore supposons Een zp, 
p d. d pldz d dz 
aP=—= 5 Een == een pz en ig neen avec les limites OQ et oe de z; les deux 
14e 2 z 142? 2 z(l 4 2?) 
; 3 zelde zld 
formes précédentes de 1 deviennent: T= | IT, Gli EE B 5, intégrale qui a été evaluée 
Méth. 1, N° 29, Donc on 
Ì gld l gg aPpA— 
fee [ZS ed karen 5 (T.20, N°. 3), = 
EN (l—a?) p ien / IR 
2 tld 
= En Z_—, Pour gqg = l on trouve: 
1 +2? QE 


Et tde ane EN gm 
=== , 5 , . ie Te ‚ { HT 

es 875) a ( ) | nr 

0 0 


1 
[87] Par la substitution de # == — on trouve: 
À 


m 
en —=-_(l2—!). (T. 182, N°. 12). 
la?) 2 
4 ae) ke 
7 7 
[88] On en déduit pourp — 2,3, 4, 6: | nn = Í BT ani intégrales déjà connues, 
0 
L d de 27 
(379, Pe es (TON Aletl0p= 
hin AE EL z° BL 8 
0 
l 2 d 
ZES NT CE (TION M4et13), ==, 
et)? ec! Ere z*) ite 14e 22 
0 
id xy 4 de Kee) ar 
et a zien je nin ed en ld. 19,N°17et15), ==. 
il A vla?) , lr 8 14° 3 


Page 292, 


ET MÉTHODES D'ÉVALUATION DES INTÊGRALES DEFINIES. III. M°° 7. N°. 57. 


La supposition z? — yP donne encore: 


q 
1 P_ 
de Eee ade. dre sr tine oan (355) 
at EE: q p 


S 1 
6. La substitution @ —— == y donne dy = (: -- al dal + SI =—, et z? +5 = 
5 En 


1 
= 5) 2 =—=y +2; aux limites l et oo de # correspondent O et oo pour y. Par 


1\7 
k a es) 1\ de DP yrdy N z 
eonséquent on a: | EET Jas HAT 2 27 Posons y? = 2e, dy — IE 
1 NE +) 0 


avec les mêmes limites pour z, alors: 


sf 

El bna 

o , De d 

Í ner e+ ;) TN 
Kij 


) K ‚ (1 + 22 r (9) d 


ij 
(LE. 32, N°. 12), par l'intermédiaire de Méth. 4, N°. 6. Prenons encore # ——, et nous aurons: 


T r (4) 


Ee: dees 
olet t) 4 


puisque (— 1)? — Cos. par. Jua somme nous en donne la même fonction intégrée entre les limites 
0 et oc: or, 1 + Cos. pr — 2 Cos.* 1 par, donc: 
’ 3 ’ 


A el 
| me iT +) Ei —= ZiPp—qi Gos. pn mn 2 : [89]. (387) 
(=: dn) €) 
de lis) 


7. De Pintégrale „ Substituons 1-3 Ide îp=—= 
, | a 2) Tig E dl 


Ty’ 


[89] On en tire encore: 


pt pl 
Sarde rl 2 |r (a 2 


= Pak 


(22 427 r (9) 


(IT. 27, N° 12). 
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IL. M°°. 7. N°. 7,8, THLORIE, PROPRIÊTES, FORMULES DE TRANSFORMATION, 


— 2d 
UEA pe en, avec 1 et —1l comme limites de y. Bien que y acquière un maximum 


(L +9) 


pour == @ et pourr == — — >, nous ne nous en occuperons pas, puisque ces valeurs tombent 


3 4 Us 3 
lty Lpi ee: 
(1H-4) 8 (Ll +9)* (Ly) 
a 1? 
ed Zes La fraction a une valeur 
Lg" BAH) Ly 
déterminée, mais quand on la sépare en deux parties, aux numérateurs 1 et —y* respectivement, 


celles-ci deviennent infinies pour la limite +1 de y. Changeons done provisoirement les limites en 
—l + Òet 1—ò, où maintenant le cas de discontinuité est exclus; sÉparons la fraction en deux parties 


L 3 p 


hors les limites O et oo de z. On a encore: 14-9pa? =4 


done pour notre intégrale 2-3” — il 


je Ei 
aux numérateurs 1 et y?; supposons dans la première OET Rr et dans la seconde 
«ll u IE == 
Er a ORLrOnvesTEspechvenment in erin Mene Een 
Bllys) WR Daf lt? B 2 
—(1—Ö) B 2 (1 —Ö) #2 


sont respectivement 


vz 


WR 3Ò H 302 —dP) 
primitive, — oo et 1, oo et 1. On a donc: 


ee dz had Shall 1 ds ih Ee 
(Lp?) (1 +9pe?) he en K 


en. Ke dr 1 Á rak ORE 
Ted zdf Er neee | lS se 
== 0 Md) 


Tua première de ces intégrales a été évaluée Méth. 2, N° 4; dans la seconde mettons # = — y, clle 


Pesaro pigs) B en Ë 


‚ou quand on passe À la limite zéro de Ò, afin de retourner à lintégrale 


Md | 
devient me évaluée au N°. avant-dernier. Done enfin: 
là 


gene ME iv Edet (T. 28, N°. 11). 
| Ape) (l49ps*) 4 pr 31/8 dy 
0 


de laf 1 2 NE 
8. Soit Vintégrale Í le) Prenons er == en en ), alors 
lg yr 2 
"0 
zE rn __uÂ . 2 1 2 
bist Olde, En a ID En OEE 
gev (ly) yr (ly) y: y 
Een UU? =D, Ed 1 GA 
le _ Te (2(1— a PE ge Le y lide pele 
y y 2 
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ET MÊTHODES D'ÉVALUATION DES INTÉGRALES DEFINIES. IL M*. 7. N°. 8, 9. 


Mais cette substitution suppose y <1, puisqne autrement 1-(1—y*) deviendrait imaginaire: pour y =1 


Ene l der (l+* (“der (l4-e?) 
on a e= 1, et il faut diviser notre intégrale en deux autres Í de | ENAME) 


lef iz? 
Ki) 

Cest pour la dernière de ces intégrales que vaut la substitution mentionnée, où encore les limites de sont 

! 5 N 0 —_edy ere iks —l fl dy 
respectivement 1 et 0; elle devient dès-lors: __ PK en — 

ONO od 1 Ed On IN LE 
il “0 
AES Aes) — aydy 


Pour la première il faut prendre au contraire # = mr ; RE 
ve Ml) 


1e? =avl2y HIj? = vv {2(y- 1}, let = 2? V(yf—l), 1e =2r?y?. 11 
résulte des valeurs de 1 4? 1 —e°, qu'à la valeur zéro de re correspond une valeur oo de y, 


tandis que pour & == l on trouve emcore y == 1: done notre première intégrale devient: 
LL __myd: l Weerd, URE el 3 1 
JY Ve - == 2 == = ‚lorsqu'on y suppose y=—. 
Vv (yf —1) ZV yd) ES gl vaji z 

oo ‘1 ‘0 


Comme par eonséquent ces intégrales partielles sont égales, mais de signes contraires, on trouve: 


Ode (1424) 

ee 0 OOS 5 etter area ed eeen ere ee BSS 
Í lx Do GRE 

o 

1 ap=l de Ht 9, ds 
9. Ewrercices. Dans En soit @ eb de= ‚de = SL mi 
Ĳ (1 + e)?P 14 yy 14 (LH 9) Vy 
L ap=lda 1 1 lk ME 4 

avec 1 et O comme limites de y; alors en Sr (lyp ty td T (p) Va EE 


(Lap 22 PP TPt) 
0 


(T. 4, N°. 3). [91]. 


ie an: 4e 
Lorsque dans | hi Att 
o 


de 
v {at at H2(ac—2b*)a? zal x 


on prend ax? + e= gy, 


Zardr — dy, avec les limites c et oo de y, on trouve: 


[90] Voyez sur la première substitution de ce N°: Eurer Instit, Cale. Intégr. Vol, IV. Suppl. L 
$57— 61. Il sétonne lui-même de cet artifiee „a scopo prorsus aliena visa’ : mais il lui échappe, que cet artifice 


ú 
Ge 


se confond avec la „ methodus prorsus planior” des $ 62, 68, puisqu’elles donnent toutes les deux: 


== 2y*. 


(91) Car dans l'intégrale T. 1, Ne. 8, (Méth. 4, N°. 6, Note) prenez q = +, alors, puisque (3) = Vm, on a: 
1 de F (7) 
(1 _—_ ED) an == —= 5 
vers 
On 
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Vernes: BO Rongen (359) 


HIE. Mee. 7. N°. 9— 11. THEORIE, PROPRIÈTÉS, FORMULES DE TRANSFORMATION, 


k az? He de geb E 
| ee ens TE rn en me. (T. 28, N°. 18) 
0 


Unt—b—p? 


t 
en EL EEE ee 
Dans [ = | VU Fre pb Eet} de, soit p* (1 —y), 


et vous aurez : 1 =| orn en de: prenez Zp? ytb*—p? = pe 
vert?) bt" +9) (1) 
ap? 
2p 
— 22de : (b-—p?)? 
I= Tern ennen isol fez —=bv? 
le 2 2 
En 4p ap? Á 
1 _—_d 
A) 
V (lv?) 2 
0 


Classe II. Substitutions transcendantes explicites. 


== ——__—__ —. Pour ap =y et q — pr elles deviennen 
1 + a?P @ ae East 9 1 B k 


0 0 
1 | yr hand Vat dy 1 [ yr EE lr 


haten ge gj reg? 
0 0 


1 aptg tap de latr dz 
10. On a TVE 


dy. Prenons y= er”, dy =—nef:de, avec les limites 


Opr He "72 


de, intégrales que 1’ 
Ee intégrales que l'on trouvera 


oet 0 de z, alors la transformation donne: — | 
p 


déduites Méth. 22, N° 14. Done il est: 


larker 7 Dent ad 7 Ll aptg-hapg d. 7 
} Tr 4 geren f EEN da gtr Pf be En ke 
0 


12? Te ent IJ2P e@ 2%p p 
0 ; 
Ll aptd ap d 1 
ee eh inden (BN, aanne 
lar @ 2p 2p 
0 
WID intégral ú midde DE == 1 —Pt d dy; les li d 
‚ Dans lintégrale ene + e= DE prenons e-Pt=y, — pe Pt de =d; les imites de y 


[92] Voyez en outre Méth. 27, N°. 3 
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ET MÉTHODES D'ÉVALUATION DES INTEGRALES DEFINIES. ITL. M°°. 7, N°, 41, 12. 


5 de Ode 1 U fe 
seront Ll et 0, et en = —, (T. 38, N°. 8), suivant 
epe J eTPE pe 1 pl l4e* 
"0 dine 0 


Méth. 1, N°. 3 
Lorsque p est imaginaire de la forme p + qt, on peut agir comme suit. La substitution 


(pta) d À de D eptoirde le vn dy 
ptit — Ee ver Jet j SE Kj 
€ y aonne Í elp+ade J e-@ptgir | 1 4 epa)? pt gi le Un 

5 0 1—0 


1 LT 1 wo 
: . LQ. YY == E ei ° )} 
„pt pt gi o 
x—=0 


LH 2ePr Sin, gr + 277 
— ZePt Sin, qr 4 2P% 


Or, À laide de C. P, 24 et 51, Arctg. (eP+aüz) — rra H Arctg.y + in 
il ere dept Hy {e2Pr H 2 Cos. ga He Pr} 


où 7 : Pour les limites O et oo de , TArctg. 
2 Cos. qu 
. 7E 7 . ‘ e (nt-gi' É 
devient ni et 5 et le logarithme s'annule dans les deux cas; done Arctg. (dP+0ö2)} == rm 
0 
7 7 ' ES dt |E: 390 
LD nem reti ger |= ke [ pradepe rte ptgi 0e) 
0 


fd du de a 
ED ee .. (392) 
2} Cos.{(q—pi)z} (Pz -He-Pz) Cos. qa H (CPF — e-P2)i Sin. qu 
0 0 
par le calcul des exponentielles imaginaires. 


e= 


Dept d 
12. Dans les vardi 5 
q zie 


} d 
substituez ePt=y, —pe=ly, —pdr= SL alors 
© Y 


Pepe dy d 1d. ye Fpq CFP Jz 
s ip J == 7 etP1 En == E04 „_— par la sub- 
gi |P? B |= En lyetP1 lz 
0 ‘0 0 


stitution oek == 2; mais cette dernière intégrale est par définition li. (e=FP9), done: 


ePrdx 4 e-Prda 
Í TT == — eN em f == eP1li. (eP?). (T. 129, N°. 3, 9). Leur combinaison 
5 ghe qr 


par voie d'addition et de soustraction donne encore: 


—PE dr 1 PePraod: 1 
Í AE En feral, (er1) — epa li, (e-?9)}, Í an =D {eva li, (eP1)HeP1 li. (e-PI)}. 
0 0 


qe? 


CE 1:30, N° 10, 12). 
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IL M° 7. N°. 15, 14. THEORIE, PROPRIËTÉS, FORMULES DE TRANSFORMATION, 


de 
13. Poure —=pSin.y, de — p Cos.yydy,p* —a? — p? Cos.*y, on in 
pSin.y, p Cosy dij, p p / Vipt—e (ge?) 

= 7 

2 Cos.yd 2 d L 

ee | En = Í 5 =irlf). (P. 34, N°. 12), par 
mms en ed: DA Sin.* ) 1 
q 


définition. De mê p z°dr de de ze de B zr? 
EM UON, e meme: Ne Dd 
| V pr—a)(gr a) V (pr —e*)(g*—e®) 


ks 
1 2 Ens 2 St 2 / \ 
refe) po va EED zj (£) ‚| 
0 je "0 


tol à 


d Lisi ee -— 
q p Cos. yy | ij , 


= a[r Ë |- (5 1] (T. 34, N°. 13), par définition. Il va sans dire que p doit être plus 


petit que q, afin que la fonction q° — ex? sous le signe du radical reste constamment positive. 
De la même manière on trouve encore: 


Pp vi de 2 +-p? (2) p*+g° ) s 
== Fl — 2 EB -|(D.34,N°14). (voir Méth. 3,N°. 11). 
| Vprage) | 3 De WE 4 
dr LED 
14. Dans Zintégrale renons & = Cos. y‚ — —— == — dy, done | NE 
J [7 Alas? V (le?) MA 
7E 
Á 5 d I 2 da 
== SE ET KR TE WE en ER BR Een eN Ts Si od 0 
| Fee) Í VERD Í VAE) 7 KI All En àl 
0 0 o 
d 
(T. 13, N° 6). [93]. Mais lorsqu’'on prend z == Tang. y dans l'intégrale primitive, on a == dy, 
en 
Lu FT 
1 Lr S, 5 l 
avee les limites 0 et pour y: done f AT ke dive Le Ee f kf AED em == 
0 0 
lf? de 
E zi PES E lie z) (T. 73, N°. 3), où Pon a pris 2 = 
0 
[93] On en ti ‚ (393) rs n= gm: (TTS, N21} 
n en tire ‚== un. PE WN et 
en te) a | VAHSn: y) 


B ye kid 
par la substitution # = dà 
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ET METHODES D'ÉVALUATION DES INTÈGRALES DÉFINIES. III. Mè. 7. N°. 15, 16. 


dr 2? 


q 
15. De Pintégrale | VER) Supposons en == Tang? y, z? —=q? Cos. y + 


+p*Sinty=g— Gr —p*)Sin* y, q°—a? = (gp?) Siny, 2°—p* = (q*—p*) Cos.” y, 


zE 
2ade —= (p? —g*)2Sin.y. Cos.ydy, tandis que les limites de y sont ici 5 et 0; par suite: 


7d ke 
dz En dy 1 E dy G 
‚ Verp) ge) Nl kre Siny} lee ngen 
' 
a mnl Á rg gard 
== en tE BaN rp De memeendore: | 
a Vr / | Vera 
p 
NK da LE el IER TIE le 3 (q°—p*) Sin.* ydy 
NRE an a nn 3 lv hen REL Ee 
Verp’) —e®) an ee q Barmen 
P 
: Sa e a Vo? —(q* —p°) Sin} 
—=qE’ —g? C nnn —p)an?y) = 
Edel ah Gs a +| Vin 


p? feed: 
id, (T. 35, N°. 9). 


1d. 2 Eq, nn 1 
[ras ci de ate ijt rz EL. (Te3 INTO 


lede 
il faut prendre #* ==— Be En 


A6 


d 
q* Cos. ytp? Siny’ 3 


q 
16. Pour ts L - 

MV (—p?)(gt Set) 
P 


een (g-—p?) p? Siny ne ke (q2—p?)g*Oos.°y zeigt )2Sin.y. Cos ydy 


qr =(gt—p Siny) qg-—(g*—p*)Sin.y -—(q*—p?)Sin. DE 


f 


De plus pour # =p, on a Sin.y == 0, y = 0, et pour 2= q on a Cos.y = 0, y = G; done on 


2 
olpg—}l {07 —(g*—p?) Sin. y 
v{a* —(q? —p°)Sin.* 4} 


trouve pour notre intégrale: 


dy, ou quand g? —p? =r°q?: 


ud 7 
1 fl? Sin? 4) 1 ) 2 dy 1 an! — r? Sin.* y) dy 
q (Lr? Sin? 4) NT q P V(l—r* Sin.2y) 2q / (lr? Sin. 4) : À 
0 0 o 


comme la première intégrale est F’(v) et que la seconde sera évaluée Méth. 17, N° 16, on a enfin: 
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HI. M*°‚, 7. N°. 16, 17. THEORIE, PROPRIËTÉS, FORMULES DE TRANSFORMATION, 


hande ng! an 


El ‚ (T.189,N”.18). 
| Peen —p*)(qg* —e*) 


1 en 11, dnek AVG 
RO = dee zer Te 


dere 


| yam) 7 Ten Soit o? — (l—y)?, 


17. Des intégrales 1, — 


Ee =—= — 3y dy, dri e= — 3 (1 —y?) dy, 1? =y* (3 — 3? Hy*), avee 1 et O comme 
limites d ng 5 
mite 2 RE EE I= Se ne Eren Ons 
1MItes e 4 on a 1 bres reel 2 Le 
0 0 
162% +1\? B) 2 B) and 1) 
tenant 3 —3y? dyî = 8 Lit wr eld ESE 
162? z 4 
4 
Wydy =de 8. BE, 2/3 mvg 0 +4). Aux valeurs O et 1 de y 
3 We vn Dein 
correspondent les Équations 22° y/3 —=— ns OE 22/3 en 1, d'où z° Ti 
| id ee 
1 s3 prs Vn Le 
== i Òs- == NEEN EVENS 
et 2 1/3 respectivement. Dès-lors [, JZ Ĳ HED A. 23 
Pia ä 4 4 
1 / 
ss de —V3 
I,= . A présent supposons 2? Cos. p= ie > 
W3F, va lar 2EVB\(, 23 4 
pAn ek vent 
nd 1) 2 2 
z° Rd 22 Sin? gp, 2° + Ee ten qe (— Es Sis) Sec. p, 
2 Sin. p dp 1 
U Ee La valeur Ati de z donne Cos.* p= 1, p= 0; la valeur 23 de z 


au contraire Cos.° p= 3—3, p — Arccos.y/ (2y/ 3— 3). En substituant ces résultats on aurait 
dans la valeur de IT, un terme au facteur Sec.?p: pour nous en débarrasser, (ce qui est néces- 
saire afin que nous ayons une intégrale toujours palpablement finie), retournons vers son expression 


1 
en 4; Ötons-en un terme — 3 Í dy, puis introduisons la substitution de z; alors: 


‘0 
y SPE ODIE) nk RS 
ien Aaen Vet)  PTSEE 
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ET MÊTHODES D'ÉVALUATION DES INTÉGRALES DEFIMIES, II. M°°. 7. N°. 17 


Substituons à présent la variable p dans les deux intégrales, il vient: 


B ij 


Ee 3 f'Arccos.WV (2 3-3) (: 
Is =d Le er el 
| pl 


Arccos.V/(2/3—3) 
B) Poa dp Pe al 1E) 


3 ‚ ou comme 
0 vl Sno) 


kh 


TE 
On En enfin : 


6/8 EL 3/5 
14 tt HG pcs Arcos. (2/35) - Ee r [con ra Arcos. / ( (U/3—53) |= 


pn gE (oor aje pa vlees) (T. 12, N° 15), 


Ds AE) 
3 rf 
I= De IE TE Arccos. V(2w3—3) —f Cos. eh sie lts EN el) TOA: 
7 1 deja? 1 de a 
Les intégrales analogues 1, — van zj’ I, = i Vet) En nécessitent une 
1 de —ö ay dy 
autre transformation. Supposons-y : w* ‘où Ed 
Pp y: (Hg Po Jy 0)" 
En y*, avee oo et O comme limites de y. Mais ainsi il y a une circonstance gê- 


nante, analogue À ee qui arrivait auprès de 1,: car I, acquiert un facteur (Ll +4°)? dans le 
dénominateur; pour le chasser, transformons 1, comme suit. On a identiquement: 


[94] Eu égard aux formules: 
1 1 
FP {p, Arccos./ (2/3 —3)} = ze (p),E {p, Arccos./ (2/3 —3)} —= 5E (p) + EI: 
h Te 
que Pon trouve chez Legendre, Exereices de Calcul Intégral T. 1, Partie 1, N°, 24, On tire encore de la 
diseussion : e 


1 L y° du 45) eÔ 7E een 7E 
3 dz — | == [reta zg) — 303 In (on) (en). .… (394) 


d 4 


F' | Cos. 
[esn 9) err 12 
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UL. M°“. 7. N°, (7. THÉORIE, PROPRIËTES, FORMULES DE TRANSFORMATION, 


Sens — de 1 ghtel de 2 bt 
ba U: Ed Se (l—e)pe SV jidens 
B) edn de ; 
zr Ee fi se A 
ii mi SRT | AE Sn Pz set enfin comme 3 Sy dy Pe 
__BVBHI HI) 193 |L en 
Gr Lp? ver U veran) Hie 4) 


Pour / —=0 le terme intégré s'annule: pour en avoir la valeur dans le cas de y= «, posons 


(2 — Ie (el 5) 1 
1-4? —=z alors ce terme devient nn e ) vi EE —_T Ie (-—)— ven}, 
OÀ Z 2 \ edn 
ara : 7 : re Re Er se 
done nul pour z infini; par suite ce terme s’évanouit. Soit maintenant 34-37* +7! = A ‚d'où 


—Vö 2 2 5 ‘ 
nt Ein a er tine 


/ El 3 
Pour y = 0 mats yB= it, Ze 


‚ pour y= on a z== oo, done: 


vò 


3 0 o si 5 3 2) dz 
En il 23 za n= zal 3 24/3\ 
ns 2/3 gk gi EK hë es {3 vS me Ie 0) 
VA didi) 4. 4. 
2 3 2 3 . 2/3 
A présent supposons z* Cos. p —= 4 „dod 22 EL —=z? Sing, 2° + 5 = 
2 Ze 2 Sin. p de te 
= le Sin p= k — E Sin? ’) Sec.? p‚, dz = SE Aux valeurs limites de z 
Cos. p 


TT . 
correspondent les valeurs Cos° p= 1, Cos. p= 0, oup=0, p= zE done, puisque 


TORA 

Do | Pd 

k 3 í À Sin. (dy B Sn El 8+3V3 , (Sm nn 

8E Ee Tr EFW BEG “12 W/3 “12 
ws V la Sin.” p 0e î Pe, 

0 \ 4 


(O2 Nen 16E 
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ET METHODES D’EVALUATION DES INTÉGRALES DEFINIES. HI. M°. 7. N°. 17—19. 


id 


3 2 dep B) Í Be HL 
‚== En Te Slee (LATEN UN) Benois 
W 3 kN AN 12 
tn DANS 


ARS | 


toe ë 1 de Í dy 7 
. EETETCUCCS, 'L= 3 : Te 
vercices, Poure==Sin. yon a | Orgel 


Nn =, (898) 
1 140®Sin?y WAH) 
0 0 


suivant N° 20, formule 406. 


Classe III. Substitutions transcendantes implicites. 


Dr ee Tant da 
19, On a par la division de la distance des limites: [ = : == 
L (Sin. z — Sin. «) 
a 


to| À 


7 
2 


de ar dr L dr 
END ren ‚ pwsqu =) 
L (Sin. es — Sin, «) ar Í TL (Sine — Sin. «) | GE puisque pour 
: T 2 
2 


t=n—y la dernière intégrale du second membre devient égale à celle qui précède. Sup- 


[95] Ces transformations donnent encore lieu aux intégrales suivantes: 


1 5 d 1 \ 
ne a Sn Sinn), Eed Pi arn oe (396) 
3 1 (3H3y2 Hy") 13 12, 

0 


l En d; 1 3 
—-I., —= — J en Ge EE sm.) ‚ (397) 
3 JJ (Ady) (33y? hyt) VU 8 12 23 12, 

0 


Lorsque daus les intégrales T,, I,, I,, I, on suppose w == Sin.y ou re = Cos.y, on obtient: 


3 23 3 2 
dae Sin. £ = le El Cos. — + E F'| Cos. eik di B Cos, (T. 72, N°. 20, 22), 
Ls 12 a) 12 
0 3 0 


5 


tol à 


7 
da 1 7E Rarde 
== Fl Cos |= | ——, (D. 73, N°. 7, 9), 
ne 3 ( sl lr ) 
0 


0 


5 
2 31u38 33173 2 
DE Sn ne eg de Cos.*e, (T.72,N’.21, 23), 
3 12 23 12 


0 
E 7 
2 de B) mr De 
Ee Es SUN. — == Te us 3 Di S 0). 
B Sins 3 ie nl en (tbs eN es 8510) 
a 0 
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HL. M?°. 7. N°.19. THEORIE, PROPRIËTÉS, FORMULES DE TRANSFORMATION, 


E 4 R Sin.ady Ô Rn: 
posons ensuite Sin.z =—= y Sin.a, de = ——_—__r en 7 d'où let Cosec. a pour les limites de y; nous 
(ly? Sint «) 
Cosec. a. d Sin. 
aurons: [ — 2 DE Soit maintenant y—1l —e?, dy — 22 dz, avec 0 et 
VL \(y—l)(l—y* Sin. «)} 
V(Cosec.a—l) oe dz 


yv (Cosec. a—1 ) comme limites de z, alors: I= 2 |/ Sin. a. | 


a pV(Coseat) dz 1 Sina 1—Sin, « 

Te zel 1 + Sin. Ep 1—Sin.a en Sina end d Sin. « 

A4 ed Sin. « il Sin. « —) 
alors les limites de v sont O et 1, et par conséquent: 

Ar (l—Sin.a) f! dv 

TE Sin.a | 1 + Sina 1 — Sina 1 Sina ne 
[ Sin. a Sin. « 1 Sina | Gen nj 
== Ee Í ne où l'on a employé les relations 
Goa zi 0 [a —e) h + v? Tang? ( 7 Ii 


“denti 14 Si Cos? n—_Za\ 1— Sina a na 
5) == z? nn TT Demm 5 
identiques 1 + Sina 08. TS Ae 


5 . Substituons enfin 


q 


: Dent 5 5 na 
v == Cos.p, dv — — Sin.p dp avec les limites 5 et 0 pour p, alors 1l+v® Tang.* | = 


ad En [ 
teef —ar er (sn ok [96] .... (399) 


—_ 2 
re h — Sin.* (ere) 


[96] On en tire encore: 


de na 
TE ES EA RES 400 
(Sin. z — Sin. «) 6 Wd | ei 
Cosec. a dy 2 na 
ee 
| I/ (3 EE ta) An TTR | a 
td BD) A a NN (402) 


(le!) ier Pp? 4p*e°) 
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TE ane 
tandis qu’aux limites 0 et 5 de re correspondent les limites O et oo de y. 


7 
2 d ke d 
eN I___ (IT. 66, N°. 18), d'après Méth. 1. N°. 8. [97]. 
p? Cos.* a Hg? Sin? pt +gq er? a 
0 0 
Fncore, à l'aide des intégrales de Méth. 18, N° 10 et 11: 
7 
= ® Cos.(p Arctg.y) dy _ T(ptql 
Cos. pz. CosP? m.Cotlrda —= Í zg ee ee Te Aart ‚1>g>0; 
Î fee (EEN t 4d F(p)F(g) 20os.5gz 
0 
(T. 63, N°. 10), 
7 
2 Sin.(pArctg.y)dy T(ptq—l 
[se pr. CosP-? z.Cot.1 ada IA ele Jan wdd ‚2>g>0; [98], 


0 


(T. 


ET MÊTHODES D'EVALUATION DES INTEGRALES DEFINIES. 


dy 
20. Tua substitution de Tang. « —=y donne de — ne 
Ig? 


Cos.* Tt == 


EIL Mée. 7..N°. 20: 


Adyie ye F(p)F(g) 2Sin tag 


63, N°. 9), 


et d 


kuif 5 
2 Sin.? a de 1 2 
[97] On en déduit: en dz f 
p? Cos.* zg? Sin. z nk 
0 


ml PET 7 bnr 
Op! 2 TT 2gp?—g 


e la même manière: 


Cos. ada 


2 dt 
| pr pq Sinta | p* Oost ed (p? 40°) Sinta Wv (pr H0°) 
0 


or 


5 
8 
0 


tol} 


dr 


3 


tel 


tol À 


de de 


tp Sin? og Coste (q Hr) Cos? ad-(pt-r) Sin.* z 
0 


[95] Pourp == 2 ona: rp+ gl) =r (q +D)=gr (9), done | 
0 
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: 7 AF: 2 Cos. , 
Í p° Cos.* a +q° Sin*r 2W(pHq) »f p? Coste hq Sinter 
"0 0 


2 


p 


Ainsi lon a: 


Up? Cos.* a 4 q* Sinte 


0 
2 dr da z 
== | par” Cast E ‚(40 Df gee 28; 2 lg Ee EES, TEE „05 f 
p*4q* Cos.* 7 rte pv (p°—g*) J 


Sers (403) 
2q(p +9) 
2 k 7 eN 
xda nn q P (405) 
2pagtp 
TE 
MORT OMD RD (406) 
7% 
: (409 
p*—q* Cos.” rz’ ) 
re UNE, 
TA (qr) 
EO 
ne >0=>0), 


89% 


HI. Mée. 7. N°. 20. THEORIE, PROPRIÉTES, FORMULES DE TRANSFORMATION, 


kf 
? Cos. ; Il nl 
Gort Geen En 
} (Ly? yiptat! g2atptl zalt G Ill (a Hp — Inl? 
0 


. (410) 


2 ® Sin. (p Arctg.: allo (at-n—l)/ 
Í en a Nd 


+2az,CosprTgade= | ee ydy= ne dE 

CosP+?az,Cos.pa.Tg.ada = | Qik YS gaatpl Lan lap Ii 
0 0 
et à l'aide de Méth. 33, N°. 4 


| “Cos. pz. Cos. {(a +1) a}. Costtr Lade — 
0 je) B d 7 afl 
== | Cos. (p Arctg. 4). Cos. {(a +1) Arctg. y} ae == Td ‚… (411) 
7 
| Sin. pe. Sin. {(a + 1)x}. Cosetrlade = 
u ar 5 dy PL afl 
= il Sin. (p Arctg.y). Sin. {(a + 1) Arctg.u} Q 4 yen SEE De . (412) 


7 
2Sin. 2 ede nq 
et ON GENE Bourges 
Tanga 2Sin. Aga 240) ) our p on a 
0 
5 7 
Te ‚(2020 (165,N4) y zn 
EES : ip | 
| Tg on Lg 1 Í ner 5 Trige >q>0); qui ne diffère pas, 
0 


Ted (1) eN 1 ___Sin.qr 
F(p)r(9)  F(2—I)T() (l)P(L-D)T(g) (lg) 
d'après la formule B, Méth. a N°, 6, Note; done: 


dela préeédente. Pour p= 2—gona: 


ku Kz 
20os. {(2 — Si 2,Sin. — 
Cos ( gek L in. TEE at in {er ge} de zn De (@>q>0k 
Sin © — Sind x 
‘0 0 
2 3 Sin pr 
(T.62,N°.11, 10). Dans le cas de g==1 la dernière intégrale du texte donne encore: fee Si Cos.P-l rde = 
in. © 


0 


Cos. Ì 0 1 7 Sin, } 
(T. 62, N°, 1), puisque alors gee oa nn =— Ear: mais on déduit la même intégrale 


autrement, Méth. 38, N°, 5 
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ET METHODES D'EVALUATION DES INTEGRALES DEFINIES. II. M*®. 7. N°. 20292, 


ie 


“Sin. pe. Cos. {(a + 1) z}. Cosatpl z, Sin. de — 


0 » za 5 fh: pe 7 an E 
=| Sin. (p Arctg. y). Cos. {(a + 1) Arctg. y} yk EE rai l9 9], (413) 
7 
dv 
ij Cos. pa. Sin, {(a + 1)a}.Cos.etr =— 
Sin. x 
0 
Cos (p Arclg.9).Si Aret dy EE (| lt pen 
== n[2 pan, 4} 
j GE (p retg.y) un, (at relg.y}. y(lHy? ) (apt-l) T gp-tat! 14/1 0 ik P dl (414) 
7 
aen da 
| Sin. pw. Cos. ((a + 1) a}. Cos.arP « == 
Sin. 


= Sin {pret y)Cos.{(aH1)Arctg.y } — dy Ee Î afl 5 zi ‚jak am, (415) 
Bn SIL Fperra? gpta% Ak beek 


IE P Sin. rde p Sin. da P c Cos. p 
CEN TER „__Prenon == 
5 v (Sin.® p — Sin.” z) V (Cos.* # — Cos.* p) LA p 
Sin. pd 
alors Cos? z — Cos.° p = Cos.” p. Tang? p, — Sin. a dr =— Cos. p iS tandis que # — 0 donne 
os. p 
C C 7 ì ì c Dits p Sin.ede P dp 
os.p== Cos.p, p—=p; et z=p donne Cos.q =l,p=0; donc: VE 
0 
7 hijs bet 45 
Posons à présent Tg.tp =y, Cos.p = Ty? dy — dp ‚ avec 0 et Tang. tp comme 
y 


limites de #, alors nous trouvons: 


[£ wg E. je nl (416) 


Coon | EE ID Erne 1— Sin.p’ 
Pp _ Sin.ede 1 + Sin. 
et par conséquent :; nn gin, (EEE O ASPEN): 
w/(Cos.*a—Cos.° p) l — Sin. p 
0 
T 
de 


22. Dans lintégrale 1 —= Í V (lp? Cos? ag? Sin.? x) supposons 


p? Cos.* ed-g° Sin? o 
0 


[99] Ces intégrales (411) à (413) coïneident avec T. 58, N° 5 à 7, après la correction nécessaire, 
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ILL. Mée, 7. N'. 22, 25. THEORIE, PROPRIËTÉS, FORMULES DE TRANSFORMATION, 


rel) 
(AL—g*) + (l—p*) Tang. y 
pl) pig Sn eg 
02) (p* 0") Siny 


ie 
Tang. v — Tang. y. 1 dop bos r =S Re ee 


—gq® 


= q° (L—p*) Tang.* y 
(L—*) + (Lp?) Tang.’ 


p? Cos. a Hq? Sin x= 


Cos.* xd lp? dy (Lp?) (lg? 
dE se les limites de y sont 0 et ee et Ton trouve: 
Cos? y lg? _(l—g*)— {pt —g?) Sin. y 2 
ka 
ke lp? 2 da 1 
er Lg) 1 p*—g? Si 4 | p-—g? sl 
er le Sin? 
ee Tg : 


ne 

Afin que cette dernière forme reste réelle, il faut que nn <1, p2—g? <19? pt <1, 

et aussi, à cause du facteur T/(1—q?), que q? <1; on a encore p* —g? >0, pt >4*, 
done 0 <q? <p? <1. Mais à présent lintégrale est une fonction elliptique, spécialement de la 


56 lp? p?—g? ZE 
troisième espèce: [ = er ne ed ‚ done par les transforma- 
ae par allSae) en 


tions ordinaires [100]: 


kf 
2 da 5 TT Pp —q* lp? 
nd 1—-p? 2 rg? Sint a)= FE lr ee 
lana! RP za en 
0 
l tek dl 1 ( pn 1) in da 
—__ Ev ‚ Áresin— on Ilf =) Arcsin E Wines enen | 
Pa Legs Pp Foo lg? Pp de 159 IK ) 
28 bstitution 7 T ee lonne: 1 —p? Sin —= RE oee 
5 La u stitution Lang. z. Tang. y = denn 5 Pp het ME TS Sy’ 
Coa?z —dy 1 dy (l-p*) du: — dy 


Vod re Dee 


De ee 
st (lp?) Cos.*y Tang.°y lp? Sin.* y 


tandis qu’aux limites 0 et 5 de z correspondent les limites 5 et 0 de y. Elle donne lieu aux 


formules de transformation suivantes: 


b? Sin, p. Cos. p 3 RENT eit 
1 (1 —b* Sin? p) {m'(—1 + b* Sin? p,e) F'(c)} = EE 


HF (e).F(b,g)—E' (0). F (b‚p)—F'(e). B(b, p); voyez Veruurst, Traité lém. des Fonctions elliptiques, p. 


ed | 7 | 2 
P 1 p: Er mp 
lg? 1—g* „| 


(100) A Paide de la formule: 


103. Tei il est c° = 


’ bd 
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ET METHODES D'EVALUATION DES INTEGRALES DEFINIES. III. M*°. 7. N°. 25, 24. 


7 


"A relang. {rv (1 —p* Sin? 1)} de (1 — p? Sin?) = 


wel Al 


== ape | Arcaat. 
% 0 


Arccot. {rv (L—p* Sin? @)} de (lp? Sin.* zet —= 


(L—p* Sin? 4)) dy , 
rr (lp?) Í (L—p? Sin? gjett? 


0 V/d 
E l— p? Sin.* d 
= (l—p?)t f_Arctang. IE ZE )} =S el eG 
, U rr (lp) (LL —p? Sin? y)eri 
0 
Mais comme on trouve Méth. 10, N° 2, les dernières intégrales pour le cas de a —= 1, 
(ry (l—p?) y est q) on a ici: 
Kd 
2 k 77 7 lr? pr? 
Í Arctg. {rV/ Ap Sin.*e)}de/ (lp? Sin?) =gtElp, Arctg.r)} — 5 EL iv EE É 
'o E 
2 eo ° TT TT TT 72 
Í Lr nt dd mre 
‘0 


(U. 368, N°. 11, 13) 


24. Dans les intégrales 


3 «do 5 we Tang.* «do 
/ rv (Sin? 2 — Sinte) (Sin? B — Sinte) (Sin? z — Sin? a) (Sin? B— Sin? «) 
« X 


Xx 
B « Cot.* «de 8 à MER hr 5 
| NE on e(Sn PE) supposons Cot? z == q? (lp? Sin.? y),où q° == Cot? a, 
x 


p? — 1 —Tg.*a. Cot.°p, alors pour & == a on a: p° Sin.*y = 0, y=0, et pour == B, Siny =1l,y — es 
de Cot, «da à 
2p*q° Sin.y. Cos. y.Sin.*w TE Wa? +1)Sin? al} [1 (1H(l—p?)g?}Sin.? «| en 
Sin. a. Sin. (3. Cot. da 
rv (Sin. — Sin? «) (Sin? B — Sin.® «) 


de plus: dy = 


„ Par ces transformations les intégrales en question deviennent: 


7 
2 


kul 
2Arcoot. {q1” (l—p* Sin. y)}dy Tanga Arocot. {q 1 (l—p? Sin? y} dy 


Sec. «. Cosec. B. » 
Sec. «. Cosec. | | (Lp? Sin.* 9) Cos.« Sin B (lp? Sin. 4) 
0 


wol} > 


Cos. « 

Ee t. „(1 2 2 \ 2 ) ed ‚ A A Tie 

eel Arccot. {qv (l—p? Sin? y)} dy (Ll —p? Sin? y), et ce sont les mêmes in 
5 p 
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UI. M*“. 7. N°. 24. THÉORIE, PROPRIËTÉS, FORMULES DE TRANSFORMATION, 


tégrales de la Méth. 10, N° 2, citées au Nr. précédent, avec la dernière intégrale de ce Numéro. 
On trouve donc: 
«dz 


7E 
| rv (Sin? z — Sin? a) (Sin? B — Sin.® «) 7 2Cos.e. Sin. B 


F(p‚6), 
«Tang? «da 7 Cos B — Cos.« 
RSE me lede 
| rv (Sin? a—Sin.* a) (Sin? B—Sin.? «) TRT Rp Bt Cos. « 


Sin. a — Sin. Ja 
Tang. «. Sin. aeg 


Tang. el, 


x Cot? ede 7 
Ee Sin? 2—Sin:? a) (Sin.* B— Sin.*a) — TT 2Cos.«.Sin.8 


Vort ep, 6) + 


(T. 253, N°. 1, 11, 12). (101). De la même manière on obtient: 


8 da > î de AE GE 7 Tg el 
Í V(Sin.*a—Sin.>a)(Sin.°B— Sin?) CosaSinBf V/(l—p* Cos.” zr) Cos.a.Sing Tg.B)’ 
J A 


(eso, INS. 19), 


Tang*. ax da Tang. « 


ZE TN 


| (Sin? wv — Sin. a) (Sin.® B —Sin.*e) _ Cosa. Bil, V(l—p? Sin.* z)° 
0 


2 
EE re ln» (415) 
Cos. a, Cos. Tang.* B 
(d'après Méth. 9, N°. 12); 
g Cot? sde Cos. 5 
= 5 Eene 
Í (Sin? r — Sin.*a) (Sin. B — Sin. «) eel VT 
2 Ki 
2 
AE Ea or (419) 
Sin? «. Sin. 6 Tang. B 


En S 
(101) Sur une autre déduction de la première intégrale voyez Méth. 37, N°. 15. La somme de celle-ci 
avec chacune des deux autres donne respectivement: 


f Ee Sin.a—S 
| De n ee, EF CDE Sina. Es 


Sin.*ry/(Sin.*z— Sin.* (Sin. — Sin?) ne «.Sin.p 
p ade mr 
en es 79.2 6.E(p, 
| Cos? a.y/ (Sin? a — Sinta) (Sin.* dit. z) 2Cos. «, Sin, B ie e+ B)tT9- Blaren 


Cos. B — Cos. « 
Cos. « 
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ET METHODES D'ÉVALUATION DES INTÉGRALES DEFINIES. HI. M°“. 7. N°. 25, 26. 


4 1 + r Sin T Cos. edt 
1 — rSin.z y/ Sin.* « — Sin.* «) (Sin. El Ee Sin. ©) 


25. Dans rimigrte -(r<1) substituons 


Sin? rz =gq* (l—p* Sin? De où g? — Sin. 8; p* = Ll — Sin? «. Cosec.* ; alors pour —= ff on a: 
2 Sin, z. Cos. ode 


—p? q°.2 Sin. y. Cos.y — 


p'q° Sin.*y=0,y=0, et pour r==aona: Sin y=l,y=ss; et dy = 


BE 


— Sin. r. Cos. ar dr 
= - —— > Dès-lors notre intégrale devient, au moyen de Méth. 10,N®5: 
V (Sin? B—Sin.? 2) (Sin * 2 Suu.* a) 


L == En £ ns 
Lgri/ (lp? Sin. 2) V (Lp? Sin.® En 


Ê 147 Sin.r Cos..rde 1 2 Lgor (lp? Sinta) de 
| T-rSin.e / (Sin. a— Sina e «Sin. 28 — — Sin? 7)» q | 
a 


Dein (SA) 
Ee \ Sin ‚ Arcsin. (rSin. fj: 


(T. 361, N°. 16). Par la même substitution on trouve encore la for- 


19 J 


ê Sin?2atle. Cos. rdr 
mule de transformation: | =| dy(Sin.*a.Cos.*y+Sin.*9.Sin.* 4), 
v(Sin.*e—Sin.tay(Sin.*B—Sin.*r) 
u d 0 
£ Sin. z. Cos.r de 


Tt 
len Ra 10E - = (LO SN el) 02: 
d'où pour a IE Le SE Sn 2 ( (Set ). [102] 


a 


26 S it Ti 8 1 5 Cos. vd 7 
Lite kr et preno 
Ae Sin2atlr.p/ (Sin? z — Sin? «) (Sin.* B — Sin.* «) E En 
x 
Sinte. Sin.'p dd Sin.*B—Sin.*a 
Sin u=z ze ‚ d'où Sin. r—Sin.-a= Sin." «Cos. y- LERS 
Sin.” a.Cos.” y+ Sin. 15 Siny Sin.?a.Cos.? y+SinB.Siny’ 


4 Wd Enge Sin.p—Sin ta 
Sin? B— Sin.* 1 = Sin.” B. Sin. y - en Ae Cr 


Sin? a. Cos.? y-FSin.* fp. Sin? y 


Sin? B — Sinta En 
EE ZT En 5 =s aux valeurs « et fs de 7 
(Sin.* a. Cos.* yHSin.? f. Sin? y)? 


=—=— 2Sin.ta Sin *B. Siny. Cosy dy 


, - a 9 zr 
correspondent les équations Cos. y = 0, Sin.* y= 0, ouy = zy 0; done: 


Ê Cos. ade Ì fs 5 7 sees 
= En == Sin. 2 in. p.Sin. 
Sin Bal, Siu? e— Sin.ta(Sin.'PSin.?r) (Sina.Sin.gZard | en a 
a ù 
[102] Par la substitution de Sin. e — y elles donnent encore, si lon fait Sin.a =p, Sin.P=gq: 
qld4r di afp yd 
Ee ze B Arcsin) ANN 
B PN 4 ) kms hen: be T 
P 
intégrale qu'on pourrait uisément déduire au moyen de Méth. 1 
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UI. MC°. 7. N°. 26— 28.THEORIE, PROPRIEÈTES, FORMULES DE TRANSFORMATION, 


Cette formule de transformation donne pour a — 0 et a — 1, par exemple: 
kad 


EA ___Cos.rde Degene ge abt ef 
Sin. r.y/{Sin.* a — Sin. a) (Sin? B — Sin.” «) Sina. Sind 97 2Sin.a. Sin. B” 
3 0 
B Cos. xda L Ei, (Sin *a-0os-*y +Sin.B- Sin) 
Ee EELS C na LO08. HUT DP. OUT YI 
Sin. Sr (Sin.-a— Sin. z)(Sin.? 28—Sin.? 2) T Sin?a.Sin.®p, 4 d y 
a 0 
Sin? Sin? f 
EE EEE roes erde). (1037. 
4 Sin. a, Sin. 7 
i Bin 
27. Pour ad ee soit Oor 
: Cos-2an. /(Cos.* e— Cos. 2p)(1—Cos.* 29-Cos.* zr) 1l—Sin.*p.Sin.*y 
B 5 7 
Cos? 2 — Cos.* p == sin ips: 2 Cos. «Sin. 1 de — ZE NE Ee Sg: Ges ve 
1 — Sin.p. Siny" (1 — Sin? p. Sin.* y)* 


Sin. p. Cos.y 
Je et 


Sin:T —= s tandis que pour z=0 et £ =p ona: Sn?y=l, y= 


wel A 


Vi (L— Sin? °p. Sin. y)’ 
Suy =— 0, y — 0; done: 


id 


RE ge kn 
| Cos2oa/(Cos.*r— Cos.*p) (1—Cos.*q.Cos."a) ns vU-—Sin.®p. Sin.” y—0os.*p.Cos.*g) 
0 0 


Dans le cas le plus simple de a — 0, elle donne, puisque toujours /(1—Sin* p.Sin?y—Cos.* p. Cos.) = 
Pp Pp puis J P y P jl 


Sin.* p \ p da 
=p (1—00s.*p.Cos.* Je Sin yi Se en 
Vi 0s.*p.Cos a 1—Cos.* p.Oos.*q ij sl J 4 (Cos.*e— Cos.*p)(1—Cos.*.Cos.* r) 
1 & Sin. p 


Á Cos" p. Cos?) 104, N°. 13). [104]. 
(1 Cos? p.Cos.*q)  \W(1— Cos * p. Cos° Eek a dn 3). [104] 


er ik {p— Cos. (ae) (p-—1)}r ek f (p—Cosla—a)/(p*— ij} 


(g—Cosa. (g2 =D {q—Cos. A a (gj! de + 


[103] La supposition de Siu. == y nous ferait trouver: 


q da ” q der apt dg? 

| ng SMN Eran arr nT RS (423) 
a/(e*—p*)(qg —e*) 2pqg Oh A0 ae A AU et ED 

p p 


(104) Etfeetuant la substitution Sin.e == y, et faisant Sin.p — p‚, on trouve par suite : 
A ee zj (424) 
[aapt eet + Tang | V/H Tang.* 0) V (Sin* q+p? Cos”) 
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ET MÈTHODES D'ÊVALUATION DES INTEGRALES DEFINIES. _ HIL M°“, 7. N°. 28. 


de. Prenons dans la dermière intégrale # —= 2m —y, 


2m (p— Cos. (r— a). (p* — 1} 
| {q — Cos. z./ (q° — IJ "+! 


Cos. x — Cos.y, Cos.(r — a) — Cos.(y +), avec les limites zr et O pour y; donc: 


ml „(rm —ga). 2—l)jr — Cos. (x „(rp —lj}r 
1 = we Gos(e—e) (Ae dE W zee An )} de. La substitution 
{q — Cos. a. (q° — 171 
Li 
l qCos.y/g—1 Sin. 1 
g—-Cosap/ (qe 1) donnera: Cost nn ne zn ee An 
q+Cos.y./(q*—1) g-Cosy/(q* —1) q-Cosy./(q*—1) 
Cos. dy 23 g Cos. a.Cos yd Sin. a. Sin. yH Cos. a. (q* — 1) 
Crul EED En =e = = : 
…_qtCos.g. (a —1) q + Cos.y./ (q* —1) 
Les valeurs O et zr de re donnent Cos.y —= 1, y — 0 et Cos y = — 1, y — mr. Par conséquent : 


== OE nn Dep (q2—1)—gOosa.r/(p*—1)]Cos.a—Sin.r.Sin erf (p*—1) + 
“0 


F{pg—Cos ar (pg 1) Lp (q*— 1) Cos ap (p*— 1] Cosa Sina. Sinar (p°—Ì )} de 
Introduisons les auxiliaires h=pg — Cosa (p-—1)(q* —1), lCos.p =p (1 —1)—gCoser (p°— 1), 
1Sin.p — Sin.a./ (p* —1l), alors: l* = kh? 


1, et après \élimination de £ Yintégrale devient 


ud 
Ï = | [UH Cos. (aol. (k°—1j}r H (et Oos (rp). (k*—1)} | de. Mais elle peut encore 
E 0 


7 7m ü 
être simplifiée de beaucoup, car dans le premier terme on peut écrire ceidemnent f =| sf 
0 Pp 


“0 


7 ? 7 7 
et dans le second Í — Í + Í srdersorte que [=S Í {e+ Cos. (a + q). / (k* — 1} de — 
AA an le 


Li P 
— | ( J- Cos (wv Hg). (kt? — jr de + | {5 J- Cos. (wv — q)./ (k* — Ĳ} rde + 


Sp 
7 


ZK 
| (et Cos (ary). / (k*—I)}r de. Dans ces quatres intégrales à présent cffectuons les substitutions 


respectives suivantes: «+ y —=v, de — dy, avec Q et sr + gp comme limites de y; sp == —y, 
de — — dy, avee 0 et — p comme limites de y; «& — p=, dr == dy, avec — p ct 0 comme 
limites de 4; w_—p= ry, de — — dy, avec Zar et ar Hp comme limites de y. Ainsi les 
fonctions à intégrer deviennent toujours {kHCos y. v (k? —1)}r; pour les deux intégrales de milieu 
on a les limites O et —p, — p et 0, par conséquent elles se détruisent: pour les deux intégrales 
extrêmes au contraire on a les limites O et zr +, wg ct 2 or, par suite leur somme est une intégrale 
27 {pos (ea) (p° —1 ) Vaar 


an 
= vt Cos.ap/(k2—1) rde, 
{q —Cosr.y/(q*— Ip! [e+ ost. ( )} dr 


0 
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qui va de 0 à 2zr. On a done: I ol 
0 


III. M°°. 7. N°. 28, 29.  THRORIF," PROPRIËTÉS, FORMULES DE TRANSFORMATION, 


où k=— pg — Cosa. (p° —1)(q* —1). Dans le cas de r — 1 on trouve: 


pek BN p 
i {q— Cos. (q° zik dr Ank tr {pg Cosa (p° —1(gt — 1} - « (425) 


wol A 


29. Des intégrales Ii Sin. dep) (lp? Sin.* «), Í Sint adap/ (l—p* Sin.* £). Faisons 
‘0 ‘0 k 
sie — Sin.* y‚ ee qui est permis, puisc rPC1, lp? Sin? >p? —p* Sin. z 
=p" Sine ” ; poisque pour nak in 
p* — Sin. y 


Lp’) Sin.” 
ou p? Cos.* a; alors Sin.* 2 — ‚ Cos. rs = Tra — 2 Sin. z. Cos. dr —= 
p? Cos.” y p* Cos. y 
lp Sin. y dy (lp?) 
== lp? Si — 0 donne: Siny — p?, y — Arcsin. 
ETT az Üj oe 3 onn y=pPpsy Pp; 
r =z au contraire: Sin*.y —= mene 0. Par la substitution de ces valeurs on obtient: 
TR 
25 7 
2 lp? Arsip d 
Sin.edey/ (1 — p? Sin? «) = cmt 4 El sn 3 rdey/ (L—p? Sin* z) = 
P Cos. y’ 
0 "0 KU 
I==p? Arcsinp dl Aresinp _d Ë xt 
tn [re — 1) | = ie |E Quoique nous puissions réduire ces inté- 
pe Cos.” y Cos.3 


“0 
grales comme nous Yavons fait au à 2,21, nous retournerons aux iuntégrales primitives, et nous y ferons 


ï 1 
Cos. « — yy; alors elles deviennent: Í dry {lpt p? 2°} et | a—ea (A—p?)tpte), 
"0 "0 
intégrales qui sont de la forme des formules (58) et (59), Méth. 1, N°. 8. On a donc: 
En à 
2 ll 5 Bp? 
| Sin. edry/ (1 —p? Sin.* z) —— + — ri dd f Sint adr / (lp? Sin? 2) =S + 


0 0 


(Bp HAN S DAE 


af 1 72, N°. 3 et 6), 
FE 16 p* Ee ‚ { : ) 
t par le ret cede. zl t 0 et limit 
et par le retour aux intégration ne ar ) our limites: 
I grations de rd Eos epen et q Pp 
GN EN en (426) 
Cos.3y 2 Cos°g 4 1—Sin.g 
0 
1 dy _ 5Sing—3 Sin.*g 5 „kt Bing Piret san 427) 


Cosy S Cos.* q 16 1—Sing 
a 
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ET METHODES D'EVALUATION DES INTEGRALES DEFINIES. HL. M*. 7. N°. 50, 51. 
2 


Sin. z (lp Cos.z)* 
80. Laa substitution ee =Siny al)donmen Ep Inn 
& Pe (Ll H2plos.r dp?) A Rn) 14 2plosatp? 
1 Cos. 
dys EC le. Quand we eroît de O0 à Lr, Sin, y doit eroître un même temps de 
1 4 2p Cos. + p? 
Oh —— ns parce que le numérateur devient plus grand, le dénominateur au contraire plus 


V (lp?) 


A TL 3 . \ , 
petit. Pour la valeur de # de > à z, Sin. y retourne continÂment à zéro: done y croît 


& 


de 0 à zr: la valeur de dy raffermit cette conclusion, puisque Pexistenee d'un maximum ou 


d'un minimum de y entraimerait la condition 1 + p Cos.r = 0, Cos.r = — —, plus grand que 


7 Ss 2d 7 
EE Bv bl ANNE Sintaade — Lins Sin? 2aydy 
Pumté, chose impossible. Par suite: == í 

Kn 


== 1 
AL + 2p Cos. Tp? 2 2at! lp? Sin.* 1)’ ’ (W) 


équation de réduction, qui est souvent EE Pour a=—= 0 et a—=l elle donne successivement : 
da dy 

EE. (428), — EEn (129) 

VL + 2p Cos. + p*) pek ade Ss Sin. 4) 

0 

7” Sin.* ade (430) A en 2 ydy 2 
| VH ploep il V(L—p? Sin?) p? 

0 


(FE (p) — E'(p)}, . (431) 


2 
d'après Méth. 3, N°. 11, puisque dans lintégration par rapport À y on a évidemment: Í == | . 
0 KU 
31. Lintroduetion d'une variable imaginaire donne encore lieu à quelques observations d'après 
la Premère Partie N°, 27, Dans les intégrales 
NLP Harlaar de Aepfel le de 
== al 5 
B La wi Sin. jp +4 ler 


(Cos. JL  vi Sin. Ipa ll 
on EE en premier lieu séparer la distance des limites — l et + 1 dans deux parties de — 1 
à 0 et de 0 À Ll; lorsque maintenant dans la première nous prenons — y au lieu de z, les 


limites en seront O et 1, et la fonction À intégrer aura le même numérateur que la seconde intégrale 

partielle: le dénominateur au contraire est différent à raison des signes contraires, qui lient les deux 

termes du binôme. Dès-lors on peut prendre la somme et la différence de TI, et ì XI, et éerire: 
P 1 2 


on gefel (lea) deo fe Aelter de 
l,=2f- = 2 en =e: 
(Cos. ai Sin. Apra 1 — a? (Cos) ri Sin. Ajp4 1 — a? 
0 0 
Dans la première de ces intégrales posons 2 == —, lam ——nlke=e, 
y+1 Jia yt! 
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1e dy U de eds E 1 — 
ne „> avec les limites L et se de y;et dans la seconde intégrale #= — —, 
ne A ee 14y 
2 2 lr dy  —2dr 
lx ze It en dif avee 1 et 0 comme limites de y; donc: 
ly ly Ie y l—-a® 


IL, +il,= arte f hm —_9p+t a y=! dy 
[Cy Cos. hk (y 1) Sind [p+o |L 1) 1 +4) Cos. Ar (l—y) iSinh pre 
a 


0 l 
Or, comme + (y—l) = == (l—y) et — Í — + hj les deux fonctions à intégrer sont identi- 
BA : 
quement égales et on peut les comprendre dans une seule de # = 0 à r = oe, c'est-à-dire: 
yi ldy 


DD 
ONE IN NL] | [vt Get Ey Isbin AP Afin de rendre le dénominateur réel, 
o 


multiplions-le par (et*ijpta — [Cos à + i Sin. A }P+9, il devient (1 + yet2ijpta, done: 
L p y ) 
® (y et Dijgld. (y e=?) 


— == Pi zeten f neen 


WEE Ì diy 
brek getipt 1 (LH yetijpta 


ao 
1, Eil, — 2 etdiptg) | 


Maintenant la dernière intégrale se trouve dans le cas, que nous avons étudié Partie Première, 

N°. 27, pourvu que et? reste plus grand que —1, c'est-à-dire que (2 1.)* soit plus petit que zr* 

ou 22 Ha?; dès-lors on peut prendre la valeur intermédiaire zéro de À pour simplifier Vinté- 
grale, et Yon a: 

© ya-tdy 5 r (p)r (« 

e el Zeta et hp) rp) rg) )r (9) 


I, til, — proel) | n= 5 
(Lfy)ere pg) 


‚ 


‚ d'après Méth. 4, N° 6. 


Puisque e*dip—g) — Cos. {(p—q)i} + iSin. \(p —q) }, on peut séparer les parties réelles ct 
les parties imaginaires, et l'on obtient: ? 


El] -—z)P sh 
lij zi ( 2) (Le)? Ei OAT TEE Ben —= WI D(p)T ( (4) NOS Up q) Mae 152) 
(Cos.h + ri Sin. A)p+1 lx? FP (pg ij 
Sel 
til 0 — (La) Hs É ind 
Is == cd ppd 5 On Pp) r (4) Sin. {(p—q)1} . (433) 
k i(Cos.h + wi Sin. AP +4 lr? P(pg) 
“el 
Dans ik prenons p= rt}, q =r— j, On aura encore: 


Pr - 


Cos. Narren vnte (AAE 
Cûs.À + wi Sin. 1.j2r r(2r) di gs: 


is (lapt de Dirt er) 
( 


Tl 
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rb 
| r(w).f(a)de =p {a + ‚b—a)0} OC 


a a 


1. Cette formule, qui a été déduite Partie Première N’ 13, trouve son application usuelle 
dans la détermination des valeurs qut doivent surpasser une intégrale définie cherchéc; détermi- 
nation qui souvent a pour but de décider si l'intégrale en question reste finie ou non. On en a 
surtout besoin auprès de quelques méthodes, nous offrant une intégrale, qui contient une con- 
stante £, soumise à la condition de diverger vers infini: la question naît alors, si Yintégrale 


reste finie ou non. 


Â 4 a SC ekeile dz Ar 5 
2. Soit p. e. Uintégrale | sr Ee Js Je: où = 0. Prenons q («) = e va B „d où, 
(eomme iei 0 Za t(b—a)0 ), } >p {at (b—a)0f >0. Désignons eette valeur par f, 
hel} 7 ik 
alors d'après Méth. 12, N°. 3 on trouve: —f (lk + 2l2 + nr f(2L2 AVT 5 


La dernière partie s'anmule, lorsque k devient infini: la première partie, qui est as 
1 1 2 


donne par la règle ordinaire nk 2 = DS = 0 pour == », done: 
® ekrle dr Ae pe 
| Eee De een ee NA ER (435) 


Si le dénominateur était et Jet J1, la valeur de f changerait bien, mais n'influerait point sur 


le résultat; donc: 


oi ekelz de det A5 
neerd nd Be 36 
eet tlya Goe 
3. Si Rr EEA 
3. Si on avait Lintégrale | DE WEL pour g (p) = En a valeur de f resterait 
E Deka da: 7 \ 4 he 
la même; done eomme Méth. 4, N°. 7, | ZA =S ra qui s'annule pour un # infini: 
Gt (437) 
nee 5 ROR EREA 
erery 0 k 
L'de me ren dst (438 
et de même: NRE INE aoder (A65 
Ried edere 
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SgekrCos.per de Ogkr Sin.pa de 
4. Eneore pour les dzt/grales zee TEE ——, on obtiendra toujours 
DE EL Ve erder Ww 
0 
® gke Cos. perd: 2ht)tk 
la même valeur. En outre, d'après Méth. 26. N°, 2 on a: A et | VDE 
Ve 2 pPbE 


0 
D gke Sin. pe de : pe A kyk Î 
et Ë en Lorsque k devient infini, ces intégrales conver- 
Ve 2 pit 
0 


7E 0 
=: Vast c Ss gÓr " . 
gent vers Vr ELI zr c'est-à-dire toutes deux vers zéro. Par conséquent on a: 


PekrCos.pr dz Peke Sin.pr de 
OR (439), Í EO de (440) 
Eter Wu PE NV 
0 
EE (dai), Sne el (442) 
etertlye erdetkl ye 
o 


Dans les deux dernières on a changé le dénomimateur en er Je* + 1, où la valeur de f, quoique 
différente, ne changera en rien la conclusion, Partout nous avons ici k == . 


) Ifgk-l  gptk i/A apt! Let Pl 
5. Soit Fimoratef En - ee = Í — \ ak=l der, et prenons glr)= Ë ni Aert 
x 
20 0 


la 1 le 1e ene TSE 


Or, comme le premier 


Ee : 
zie Te 


T Ì : b— 0=0etgi= 
cion a:at-(b—a) et q a 


pl ji 

ess autre et f gilde = 
l/} 

0 


facteur reste toujours fini, et que le dernier, est zéro, lorsque k devient infini, il faut qu'on ait: 


Ì kl apk 
EE NN (443) 
lx lr 
0 


EP A OE — ePr e—kre ak: Pr e- PE É N 7 
5 Pourbiztégrale f_ _—— dr, soit p (1) ——=—__, facteur qui reste toujours fini pour 
ene It a el — eT4T 
0 


, P br enen Pekrede _ T(1l—5) 
chaque valeur de « plus grande que z(ro et moindre que linfini. Lautre facteur f  ——— est 
rad (k 7)! 
‘0 
d'après Méth. 18, N°, 2. Done pour sl et k= @ elle s'annule et Fon a: 


Pepr —e-Pterkrrde B fi zi 
| CE pre. OR re EE VR IL AD Ae 05 ( ) 
0 
4 1 ak(leplde 1 Erin 
Dans Lint/grale ee le facteur ——_—— ne devient jamais infini pour 
1 42e Cos. Hz* 1 4 Zar Cos. À Jax? 


ü 
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les valeurs de z, Or <{ oe, et on a rige zt (lz)p-lde —= (— Ip! er voyez Méth. 29, 
0 
N°. 2. Celle-ci s'évanouit pour £ == & et Pon obtient: 
In ERN A (445) 
THE SEO ke , reke Degene EERS 


7. Mais c'est aussi dans le cas où une constante converge vers zéro que cette méthode est 
o 


pf rp 5 q dr 
employée avec succès pour la détermination d’une intégrale proposée. Evaluons |= — pour 
Ka 


1 
q da 1 dz 
Wam: p == 0. Alors il est: | etn — — eter | — == cElplg , 00 <1. Or, puisque 
T 7 
Ü I 
Ep — (EP)? — 1° — 1 pour la limite Q de p‚, on a enfin: 
q de 
/ Et Tt pes Od raed (446) 
me 


a 
8. Quelquefois déjà il a été fait usage de notre formule, là où il S'agissait de restreindre la 
valeur inconnue d'une intégrale Àà quelque fonction multiple entre des limites resserrées, afin de 
pouvoir décider quelle valeur de l'indéterminée convenait au cas discuté. 


$ 4. MÉrHODE 9. DIVISION DE LA FONCTION A INTÉGRER. 


b b b 
1. Comme en général il est: | Foxre) dr _ [7 det Í B(zjde en tee (2) 


on peut transformer le second membre de cette équation au lieu du premier, ce qui est souvent 
d'une grande utilité, puisqu'il y a deux termes qui peuvent être transformés, chaeun à part, 
soit de la même manière, soit d'une manière différente. Or, dans le premier cas la transformation 
sera en général beaucoup plus simple qu'elle ne le serait dans l'intégrale primitive: dans le second 
cas cette transformation y serait impossible. On s’apercoit aisment de quelle utilité peut être une 
division judieieuse de la fonction à intégrer. 


1 1 1 1 Ì 
2. On "f (le) aPldr = Í ap de — [ wide == nen eN 
0 0 


| Pp ptl_ plpt1)! 


d'après Méth. 1, N°. 2. [105]. 


1 
[105] Substituez 1 — # — y, alors il est: je sr yd B (WAT) 
0 
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[ee fonmtetnetde fes fotet federat 
“o 0 0 0 


0 


J 1e mal 1 ea: 
En ha } De een sed En es (lk ö, NS 5). 
ke) a 1 


a er De (Laar 1de aepl de ® opde 
| PE ps Bel > lt =| kel je Tj 
u 8 0 


0 0 


RS 5 
rbe Z kn 
8 (de „Sin. sm + 7) 
a a 


d'après Méth. 22, N°. 11, et aussi de la même manière (voyez encore Méth. 22, N°. 12): 


he Pl de ; d 
Er 
0 


1 
EE Ee ‚| = rien (449) 
a a 


a a 


1 
pain, Dan Sin sE 
Za 


a Sin. SRE 4 Cos. L Ee 
Zapl 2 Zal 


E Zal... (451 
| iet getisn BE |.sn en Te aH1.. (451) 


Ben zal 
1 gpl J zapl 1 ppldr k ga-p=l de 
dt == = . Dans la dernière intégrale sub- 
| (+ 2) ater | Afas” à 


1 5 : 
stituons 2 —=—, dr = avec oo et 1 comme limites de y: alors la fonction à intégrer 


coïneide avec celle de Yintégrale précédente; mais les limites sont devenues 1 et oo: on peut done 
comprendre ces intégrales dans une seule aux limites Ó et oo: or, la valeur de celle-ci a été trouvée 


veel at _ T(p)F (ap) 
et Fre U 


’, kg ; b == hl _} 4 
Méth d, N Gi done | (Lt epe En nil d, N°. ). 
0 
EL Ln ES; LN Eede | 
ere, „ [sour t | oavenrre eì encore la 
0 S 
R (perd 
renez encore y? — z, alors: Í VA 2) ien Sonde deden (448 
pp +1) 
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1 : , 6 
substitution de z — — rend la dernière intégrale égale à lavant-dernière, aux limites près, qui 


jei sont 1 et oo: done on peut rassembler ces deux intégrales dans une seule aux limites O et oo, 
dont la valeur sera trouvée Méth. 22, N°. 2. Donc: 


1 ap AEP d m Sin. p À en Se 
De NEZ jd Je rf 9 3 
| astaat’ Beding Kele en ) 
min GE verk. de _ ade 
In dln es 5 S 
| LATE man” Pv (l—x*) va (een: La première 
0 0 


a été trouvée Méth. 7, N° 14, La seconde a pour valeur / 2. he il Et zz Psn Al [106], 


done: End nn n velr (se EE (se aj (T. 12, N°. 9). (1073. 
0 


7 
af i 
5. La substitution r == Tang.y donne: | LL 4) En = | U(L + Tang. y) dy = 
zi 
'o KO 


[106] Car pour la même substitution z == Cos. y, on a: 
7 7 7 
WTL *de 2 Cos.° ydy Aenigenl En ri 
en | VA AC | VES? zi ren 
0 
Kd 
2 dy 7E 1 7 
En = 2E | Sin. | —— F'\ Sin. 452 
ä res » v (si :) rt {sn 5) (452) 


d'où encore: 
ld 


XK 
2 Costede nn 
ers En EE or 
‚ (453) / ( 5 ) 
| vl 40oet 2) 1 Vz 1 V(L+Sin.°) 

0 


[107] Posons successivement z — Tung. y, — Sin. y, — Cos.y, et nous aurons: 
vd kl 


id /Cos. 2 2 Cos.tad 
HS en En EE NTEONS 18), Me 
so Vv (1 HSin.* ») z)’ 


0 


A 
{ 


=|; 7 A Oos* ie …… (454), =/ 2. mi) ( m5) 5 
0 
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TE 


7 C, TE 7 7 
if ke Cuan Pass 0 (z 1 5 g -x 
Í GE Nn Í os. Geet (2). | de — Í l Cos. da. Dans la première 
0 o 0 


0 
TE 
intégrale du dernier membre soit ala. alors elle devient égale À la dernière intégrale de 


ce même membre mais à signe contraire: ces deux intégrales se détruisent par conséquent, et il vient: 
ud TE 
l dt 4 d 7 7E 
Í UL) prlT-160,N°B)= Í ULT g)dy(T.306,N°- 1) =U/2). Í dal 2)= 2. (108). 
9 L ke 
KU 0 0 


1 
6. De Lintégrale Í U(et-p)der. On a trouvé (Méth. 3, N° 7, Note) la formule 


0 
D (rp) =aPll Te) = a (etl)... (ed-p—1)T (p). Prenons les logarithmes de part et d'autre, et in- 


l 1 
tégrons entre les limites 0 et 1 | U (sd-p)de =| [le HUD) …Hl(2 pl) HUT (2)Ì de = 
0 0 
pl 1 1 
== Í le +n) de + Í W(e)dr. L'intégrale sous le signe de sommation est la formule (71) (ou T.42, 
0 
“0 o 


1 pl 
N°.9); autre a été trouvée Méth. 4, N°.15. bone: f Uat-ppdu= a ((1 F-n)l(1 Hn)—nln 1}. 
0 


0 
Mais la sommation se laisse réduire de beaucoup, car‚ en posant m au lieu de l +x dans la 


p=! p—l p—l 
première des sommations partielles, on la trouve égale à a (Ll 4) l(l + n) — n Haide IS 


p pl . . 3 . . - 
—= XE mlm— Enln—p, puisque la dernière de ces sommations n'est autre que p fois l'unité. 
1 o 


Pp pl Pl p—l 
Or, Zmlm=: Enlnt-plpet Enln == Enln, parce que pour 2 — 0, argument xlr s'annule; 
1 1 0 1 


donc nk {a + 7) l(1 Fn) —nln—1l} =plp—p ef UD ( + p) de = Statplpp. 
À 0 
(TE. 367, N°. 4). 
7. Aussitôt que l'on a un dénominateur à plusieurs facteurs, il faut faire usage des règles 
connues pour la réduction en fractions partielles; alors on est ramené à plusieurs intégrales 
partielles, qui seront toujours d'une forme plus simple que l'intégrale primitive. Dans la suite le 


[108] On déduira cette intégrale d'une autre manière Méth. 19, N°. 1. 
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calcul des fonctions partielles sera entièrement omis, et les résultats seuls de ces calculs seront 
regardés comme donnés: en général pourtant on pourra aisément les vérifier. 


En dr rd die Ee 1 En 
0 À 


id 1 
eenen 


la? 
En dr } je Ae | 1 Ì 
dz ie pd. Arctg.a +dl(14-2°)—dl(l pe) 
| at 14pe Lp?) tz? _1+pef oe 4 vergr 2 (Lt-z*) \ +2] 
Ì 
piel +} = F ee zo (ESERENE 


LE: herb da 1 - he 
ee en en la ee Ree. [109]. (455) 
l—-p*z? 2 l4-pe 1l—pe 2p l-pe 2p is: 
0 0 0 


lr Ie fe (Cl 1 1 
8. Í te Ee LI ar)de \ == | ==: |= Cot. ra — zr Oot. QT — 
5 (el) (rp) l+4-p el edp l+-p 


7 pl np” mn Kpl—Cos.gr Le] S rte Ce 

Tk Te EE —_ 4 SIP NUL AN 5) 

Sin. (g-EL zm} Sin. en 1 7} Tes, Sin. qr Sn Ae girl; 5.) 

d'après les intégrales trouvées Méth. 22, N° 11 et 12. Rien n’empêche de prendre zéro pour 7, 

mais alors le dernier terme dans la valeur devient indétermiué, Or, la règle ordinaire donne: 
etl 1— Co l 

==, be wiel rn ee EL R 
de (e—1)(e- BEA ip Sin. qr ” 


BS, IN” 16) (1101. 


De la même manière, et à l'aide de la même intégrale de la Méth. 22 on obtient: 


pr—Cosra _ pripJaSinerr lp 


Sin.ra zr Cos. rar 


2 Cos. rde 
Sin.* A— Cos. B Cos. 2 


[109] Pour # == Sin.y‚p — Cos. À, on a: | Sec. À LCot. A. (T. 66, N°.17). 


“0 
Ì 
[110] Primitivement on a Og <1, mais lorsque dans cette intégrale on suppose « —— et prik 
K| P 
ee medi A — Pr 1 Cos. — l 
on obtient: —p se dy P je ( 4 =e d'où il s’ensuit que la va- 
WDgHP) “Ip l Sing) 7 


leur de q peut être négative aussi; done: —1 NANO UN can 
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DP — zP— 1at—rl JL 1 
nn Di Var — ard) (av —rdjar | | = 
e—l tr er rl 
„0 
1 EP —P0) (1 — 17 IE EP — aP—4) {al —r1 
alfred et Dg rf WE EN 
r—l rr r—l rl 


0 


Dans la première de ces intégrales supposons # = ry, alors on trouve pour lintégrale primitive: 


DN (eraa — Wart je (LP) (EF 70) oP H (PP — 7) oP d 
PER en 


r—l el 
mn __Sin.qr rPtq 1 nrd Rn 
innen (wp +9) en hbe AE EET 
Pour Ì à rl rp À —rpalr ai d 
== ke) en : 
our le cas de gp ona: Pe HEE el br, done 
gnl apr mr rpl orlp 
en == Ee ee (DEZE tE 
[ rl zr r— | LSin. 2 par 7 ] Aer et Dn ) 
0 
Pour le cas de p==0, il faut en premier lieu transformer la valeur de T. 23, N° 17 ainsi: 
7 Sin. qr Y— rp 
nn - == (LH 77) C Si ri +1 k 
r—1 Sin. {((p +q) zt}. Sin. Up} [er ea ge eg ann Vaan 
oli — Pl l Pld slr! 
Ee dne: ne Ee bor) Cot. qrr— {71 +1) el 
Pag. pz Sec. pr mt el ar Fi 
0 
tl Cl! 1% 
(T. 22, N°. 19). Prenons enfin dans celle-ci 7 =1l, d'où a ee =g, ke lk l et 
—Ì 1 r—l 1 
— a 21 D (mla — 2-9)? 
A kN ot 
heel (e— 1)? 
J EA 
s rm Cos.adr Te frs de __pde Í 
dé (p + q Cos.) ze) TE ak ee (p + q Cos.2)*$" 
0 0 
17 de l rr d Cos. 
Mais encore: Dn Ed en ee doek B „}, et enfin: 
(p + q Cos. «)* pig? lp 4 Cosa (p + q Cos. z)* 
uid plosatq } word ee v/ NEVE Je 0 1 a 
Í (p + q Cos. x)* Sil Sin. £ p + q Cos K gp + gCos.r Sin. zr, 


l 77 1 ___ Sine (—p Sin. »)— (p Cos. + q) Cos.z ie IpCosrtg | Sal 
Í p + 9 Cos.r Sin.* xr û TT qp 4 qCos.e Sin.r 
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1 far ed) 1 p Cos. v 1 rz IL rr Si rz 

Ee ee za AN e | — — Cot. el Ee 5 \ . Quoique ici à l'aide 
q Sin. z q p + qCos.r Sin. z A q P+g Gin sal, 

0 


de Yintégration par parties on obtienne d'abord une partie intégrée qui devient infinie pour la valeur 
zéro de z, il n'en résulte aucune difticulté, puisque la seconde intégrale donne un résultat également 
infini: ce n'est que par la combinaison de ces deux résultats que le facteur Sirn.z, qui se trouvait 
dans le dénominateur, est détruit par un autre Sin.e dans le numérateur. On trouve done: 


rm pCos rg Sin. rr % 
pa oone) ST ppl GO en 58) 
1 1 É 
= ze =2at}). (459), —=—-(r = Zat) . (460). Done À l'aide de Méth. 1, N° 13: 
p 
ja d LE PEA) =O? <0) (r=@) (461) 
EE DEE Eren Dr q°); == 0(p q), (ra), .. 
‚ pH 9Cos.2)? pg / | 
p 
ĳ Zar q lt q| Ì q Pp Pp | 
en enen me ———____Árceos.= (ee |= ee Bil VE jn ls 
en pf en gep? Ip vg) at (gp) 


vi) d vn) 
Pp Pp 
1 Zal) / 1 
| (Za ) seen EN - Arceos. al De 


TUE 2 
am (1-5) De -£) 
p ee if 
Ee en Z | Pp? Zg), (r= Zat) (463) 
5 SNN EE 5 ‚rr == — 5) . (460 
gp p' v(g- =p) EE Bep 
ad Cos. rd nl gam 5 5 pe 
pt: EN ) 


p+gqCos.e)? pt —g? q* 
pv lit) 


1  —Zagr Ì 1 / qr —p? 
er Zen Me ne elk Arid ie qd id, tt \g =P 
| 2 f VON 2 2 2 2 
je p nn de Ae) p 


E] 


À A Arcoos. * 
Fl gaen Ae” 24°) 


en gtv(q° —p*)) 
= - dn PENN Baie WrldeB 
q—p? Ì TEE p?) p í p°<0°)( E ) (466) 
PrSin.prde 1 (2 dz Bere Lr 
10. 2E —== > fSinpr————= | Sin.pe 2e Dans la dernière miégrale posons 
grt? 2 qe 2 gh T 
0 0 
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HI. M*°. 9. N°. 10. THEORIE, PROPRIËTES, FORMULES DE TRANSFORMATION, 


ghe=y, nn pee == [se {ply— Rheden == HE eenen ir Sin. {p vn) = 


q 
La première des intégrales partielles dans l'éguation primitive devient discontinue pour la valeur 
g de z: par San il faut krin 2) chercher la correction A correspondante. Hlle est: 


d, 
= z_fS Sin. Hin — on fn (ple d- Ds = (par introduction dey —=q—) — Sin. paf Cos. pa + 


qg-: _—i 


de Rl TE SCG 
H Cos. mjs Sin. Ba = Sin. pg. ee Tul ik de = og lant £ a 


1} (pe) + 


eds 1) n 2n 4-1 
Les Er ( a (EN een Ep 
1 n 


C ie 
2n f kn rie) ar UL En 


8 
Erie ratlr te rrSn slr pnE 
th je Dl Î SE 
Sin. pg ne ne j 12m 2n + elen lont An 1 
Or, comme le facteur de Sin. pg est identiguement zéro, que celui de Ee pg est une série 
de £ à puissances positives, et s'évanouit ainsi pour la limite zéro de #, la correction est mulle. 


Substituons maintenant dans cette même intégrale q — wr — y, alors elle est: 


oo d —n d — d q d 
Í Sin. pz - ne | Sin. pla} == — | Sin. (pla + ie et par 
À VE À y vel 9 


== Sin. pg. 5 


@ 
ij 
on Sin. pe de 


== T- En {p on) fin volg) } 


get 


eonséquent Y'intégrale peimier f* 
0 


Ee d 
— [sewer + [se {ply—0)} el Comme Sin. {p (y—q)} = — Sin. {p{q—g)}, les deux 
0 


"0 
intégrales prises entre O et q se détruisent. Substituons y — — z dans la première intégrale, au 
k B dan Px Sin. pede 1 Ss; Pon je 
: e — ec. On obtient: rn in. {p(e TE 
second membre, qu1 va oc o REE 2 Ĳ p{ q 7 + 
"0 0 


ee d Wed ®Sin.ped. 
+ | Sin. {pls —4)} nd En [Sin {pla +9)} Sin. (p(v— oC Ee — 


0 0 : E 0 


=— 5 Cos.p9, (T. 206, N°, 1), d'après Méth. 6, N° 5. De la même manière on trouverait: 


ket d nj 
| coenen = og Pt: (T. 206, N°. 2). [LU]. 
“0 


[11] Ces intégrales seront déduites d'une autre manière Méth. 24, N°. 5, Méth. 25, N°. 3, Méth. 43, N°, 14, 
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ET MÉTHODES D'ÉVALUATION DES INTEGRALES DEFINIES. HL M°*“. 9. N°. 11, 12. 


ed If verl ade \ ht: 
1 en ed |. Dans la première intégrale par- 
2e ) p — Cos. p + Cos.) 

AA 8 


Ù { nde l (7 a—e Ue fee 
tielle substituez ‚er — zr —4, vous aurez: == == nn rbe - — 
p? — Cos. 2e pf pd-Cos.e pl p= Cos. y 
'o } "0 

lr ee le (p= 1D, = 0, (p 41), (T.246, N°. 14, 15), d'après Méth 

== — = AD Ue ) (T.246, N° 14, 15), d'après Méth. 
| ptCos (0) Up (p° —1) e is + 

} nd 15 


12 2 dr sE: 
ze 17 ne Sin? «)° KT 


1 fi Sin.trtp! Sin. la) pj [(Cos.*a— Sin. za)(l—p* Sin, ta) Sin. *x.Cos. di 


ip 7 Ap 2 Sin.” 2:)5 LEE 
or XK 
1 Be EN De oe Sin. et. Cos. 1 B T.75. N18 
lp? Í he Pe | Ane ep a a 
EN o 
ed 7 
Ds 2 Sin.” > adr een ke Zed de | 
es Í ik (lp? ì Sin? 5 p° LW (1 —p? Sin.? @)° 5, (Lp? Sin? «) | 
© 


== hd en: 5 Bp) (pl. (T. 75, N°. 20). Encore: 


La première peut encore se déduire de la seeonde moyennant la différentiation par rapport à p. — A 
Paide des premières intégrales de Méth. 7, N°. 2 on obtient encore: 


Sin.ped 2 vd P Sin. pe dr 7 
Í nd fine ee TN | Ei pg. Ci (pq)— Cos. nq 5 + Si vol ‚(T. 203, N°. 11), 
y gr f ned | qgte 2 

0 


0 


1 
e 


{ En de (& 1, 7 
Í rn Í° Cos pe zi SE ese be isin Tesco 203, N°. 12), 


| ae gee) ate 
0 ‘0 a 
ri 1x 5 ede as) „pede 
[sters De in fsin pr Ee 5 enn Í Ze — Sin. pg. Ci. (pq) — Cos.pg. Si. (pa), (L. 206, N°. 9), 
Î gt fi qe gta 
0 0 0 
Ly Cos. pa d. Cos. pa d, ® Cos. pad 
| 5 ee Ë d Jen 7 | oe Ee ke | EES pg. Ci (pq) + Sin.pg Si (pq), (I, 206, N°. 10). 
gt TI et Tl ate 
0 0 0 
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IL. M°“, 9. N°, 12, 5. THEORIE, PROPRIËTES, FORMULES DE TRANSFORMATION, 


R TE 


ee die ba de If de (RD) ED). (121. (467 
el ee de 

V(l—p?Sin.22)? | ERE Te dj pz | (p) (p)}. [112]. (467) 
0 0 


gd x 
2 de 2 _Cos.adr 
13. Des intigrales ee, nen bt 
es intégra Í AET iben oit rz —= 2y, d'où Cos. # 

0 0 
% 3 
2 d 4 d 

== Cos. Zy —= l—2 Sin.* y, et lon a: ten y 


A 
/ V(p + q Cos. «) ) V (p + 9—?2q Sin.* y) 


men ae event Ae (P. 74, N°. i) 
Vieta) } vi 2q Sns) Vlot) \4° gever) bis 
pt 


Kd 


7 E 
2 Cos. rz da 4 1 —2 Sin.? - zl 4 
== Tg eed d ( | 2q Sin.? N ne 


7 


kus 
2p (4 d 2 5 2 2 7 d 
ep / Em | teke El ee 
2} vlp+g—2gSin.y) q pag qv(p+-9) v ee EO a 
q Ù k pa 7 


ri evans jer ijken 


Pour les deux autres nia: au contraire soit # — 1—2z, Cos. @ —= — Cos. 22 —= 2 Sin? 21, 
avec 5 ct 7 comme limites de 2; on trouve: 
2e 
dz 2 2 dz 
ren [ease z40) V(e+4) 


Be 24 Sinte) 
q 


Rad ban 


[112] On trouverait de même: 


„Lt 


: dz 5 Sin? dz heel ig 
Í7 en Tig eN a ze Or 
0 
Cos.* dz 1 il | | 
[En V (lp? Cos.” 2)? — p? En E'(p) —F (@) Me ho (470) 
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ET MÉTHODES D'ÉVALUATION DES INTEGRALES DEFINIES. IL. MM“. 9. N°, 15. 


7 z 7 
2 Cos. ede 2 2Sin.z—l 2 2 } et 2 
De En = Sin: dem | de (pq —2q Sin. 2) + 
(p— Cos.) Ve? 27 Sin.” 249) gen 
0 9 E 
zt En von fd e+ 
el A den tg Val in.” 2 
Oek V (p +q—2q Sin? 2) 2 | \ Pp+g 
i 4 
2p 9 dz —2 ( 2 mT 2 
_4l =| ge ' W(pt-4) (elv te) a 5 
UW pt0), ( Us: 1) q | p+g 4 TP 
zr Wil Sin? z 
+ \ p+g / 
9 Dj 
a eN fy Air Â ze (TE. 74, N°. 3). [118]. Mais on a encore: 
worn Wot) 4 paf 
7 id 
27 de 2 de 7 de js En dr + 27 dr é 
zE En ee el. € 
fe (p —qCos.e) 5 (p— —qCos afs Vp—glos.r, Í v(p—qCos.n) Í vlp—qCos.r) 
0 7 z ST 
3 d 
27 _ Cos.zdr Cos. zda Cos.ada "2 Cosade mr Cosade 
Wip—gCose) Mi p—qCos.r) - He V(p—qCos.e) Vp — Cos «) | V(p—gCos.e) 
7 7 
Dans les quatres intégrales du second membre de chaque équation posons & == y, — nn —Y, 
[113] Par la substitution de Cos. z — y on trouve: 
2 mT 2q 
elen Ae | EN Set on er (A71) 
A ne Pan) (pt) Ë pg 
1 ede 2 ar 2q Là 2a_\ 
WEE NE AE ne NES aen €112) 
fe (lepe) a ern) ud E sie p d pa) 
- dr 2 2 \ 2 
NE == an elv ee É 5 le JE .. . (473) 
NEE Pei LN bg reti 
: vd U (pH4) 27 (ierd 24 
Abi Gele) 
A 2°)(p— ge) 7 pt4 pta} 
Up 24 \ lar 2 
Pazo Sl mlEne | Lt RM ERORRERSEN (474) 
TEN AET AE dl 
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HE M°e. 9. N°. 15, 14. THEORIE, PROPRIÈTES, FORMULES DE TRANSFORMATION, 


7E \ a) 
Cos. — — Cos. y, avec 7 et 0 comme limites de di v=ady Cos. re = — Cosy, avec 0 et 


7 ein 7 het 
5 comme limites de ‚) v== ry (cos. == (Cos. y, avec 5 et 0 eomme limites de ‚) alors 
\ 


les deux intégrales du milieu, comme aussi celles qui se trouvent aux extrémités, sont égales. On 
trouve done à aide des résultats déja obtenus : 


IE) 


27 dr sE 2 de Re 2 de A Fly 2q \ (27 Cos.odr 
Pe ie TTS. ER He id EN RE \ EK Fun En 7 
| W(p—0os.«) | v(p—gCos.a) | v(paCos.e) vw (p-4) B zal v(p—g0oas) 
0 


7 us 
2) 


2 Cos.ade Cos. ud df ie 2q EN Wvo gn 5 
nl He Af en ZE. (T. 91,N°. 1,2). 
Íz p—40os.) | deren zadel Vree 


De la en iè Ï je ee 5 rl En 
ad maniere on ur aussl : A Ee , 
he | Vlrta0on) Veda Vota 
2e Oos da í | li 2 ) 3 
2e ee Ne NE POINT 5 
WV (p +9 Cosa) — ‚etdE We zh Wolf 


14 Quelquefois les décompositions en fractions partielles 
ger hk | law at ee 
prpe)gr tet) prat Wyt tat pr tet 
Pr Be. aat 1 CRE Ee q° | 
Pret e) pg Iper gt he 


peuvent servir à la réduction d'intégrales définies : 


_de s, a ie da % de ren (ee A mT (415) 
| merel Rie prk) p*—a*\2g 2) pgr” 


„* dz L ie p°de Saal 1 G 1 | 7 
Ee TT == zm TTT =P emmen ns € 
Ken (pre)gt de?) pg? iE ape grat) T prgt 2E 2 (pto) 


(T. 24, N°. S), par Fintermédiaire de Méth. 1. N°. 3. De même par Méth. 5, N°. 8: 


| amen Engen rn (476), 
(a wr ot) | Alge) 


zl 


1° Sin. pede ecn 
jr @ et)(rt det) dt re?) 


aka a met a 0 Ee (477) 


Page 330, 


ET MÉTHODES D'EVALUATION DES INTEGRALES DEFINIES. IE. M“*. 9. N°. 14, 15. 


5 Cos. pe de 3 
ee (CP TP), (473) 
lie (gt He)(rt He?) Wp (gtr) 
REE Td AOT ER Er Eeke 
| 7 Dn (rt H2°) EPEN. eP1 Grt) nere a dec (479) 
Encore: UH? nd) een Ld zen SIE ars el Zi A) (480) 
Tiptel) pitsrt le | Je 
0 
ede Uefa 
ed )p arta) (st t° 2°) OENE 070 
0 


d'après Méth. 37, N°. 6. Ainsi les intégrales trouvées au N°. 10 ei-devant donment lieu aux suivantes: 


r «Sin. pedo zt (C c \ (482) 
— nn EOS DO OSD Neersen ten velen Teenie 54 
de Nr 
jk (g° 2) t°) (q ) 
fier „3 Si de 7 
| Be En gj Corpr "Cop, 453) 
—_k)(P? — zr W(g- —r* 
, \g ll 
ee C, l 
rh it Sun. pr ISSUED (4S4: 
Pp PI) 


AE ere) gtr?) 


_ «? Cos.pede mt 
== Dar") (q° Sin.pq —r? Sin.pr).. .. . . (485) 
r Greer) ager) | TM 

15. Les formules fondamentales de Goniométrie 2 Sin. px. Sin. g+ — Cos. {(p — qg) 2} — 
— Cos. {(p + 9) 2}, 2 Sin. pa. Cos.qa == Sin. {(p + qr} — Sin. ((p— q) z}, 2 Cos. pa. Cos. ge = 
== Oos. {(p—q)z} + Cos. ((p4-q)e} sont encore très-propres à effectuer une vision de la fonction 
à intégrer: aussi en fait-on un usage fréquent et heureux. 


U à 7 7 P 
3 1 
Ainsi Von a: | Sinar. Sin. bode =— f’ Cos. {(a —b)e} dre —= In Cos.{(a + b)e} de = 
0 ’ '0 0 
Ì 4 bz 4 1 
ET EAT ( Sin. Co — a Cos. ED: Suy), Ee 16 (486) 
5 5 5 
2 1 fe? Pee 
if Cos. ar. Cos.bade — 5 | Cos. ((a—b)e} dw in | Cos. {(a + b)x} der = 
0 9 
1 7 b: \ 
Er (esn À „ Cos. SE bos De Sinn), Seo EES (487) 
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UI M°. 9. N°. 15, 16. THEORIE, PROPRIÈTÉS, FORMULES DE TRANSFORMATION, 
e 


7 7 7E 
2 het? 2 
Í Sin. ar. Cos.brdv = 5 | Sin. ((a —b) a} da +5 | Sin. {(a + b)jadz — 
0 0 ‘0 
i br bn 
en Tr (eeens Tg Gn Sin vn EE (485) 


d'après Méth. 1, N°. 12. Pour a (ou b) de la forme 2a on obtient: 


7 


2 — Jel 
4 Sin. Zar. Sin.brde —= CE HIDE, ness de ke (459) 
da? —b? 2 
— le-l 5 b 
(490) 
dat —b? 2 
EEn ax. Cos.badr — ale» Í, 1)% Co el (491) 
Zat. WR had En 5 NEE 
0 
gj 
a ar 
Sin.ax. Cos. 2 bude —= — il zl 50 GOS 492 
jk CD jk (— 1)! Cos 5 (492) 
0 


Dans les intégrales (489) à (492) on a supposé a et b entiers, tandis que dans les intégrales 
(486) à (488) ces valeurs étaient tout-a-fait arbitraires. 

Lorsque les limites sont O et sr et que les vaieurs de a et b sont supposées entières, les 
intégrales partielles s’évanouissent toujours, à moins que les coefficients (a—b) ou (a +b) ne 
s’'annulent {voir Méth. 1, N°. 12, form. (92)}, car pour un coefficient nul Pintégrale devient: 


rd 
| de — ar. Dès-lors on a: 


0 


7 di 7 
| Cos. ax. Cos. br dr = 0, (eSb),=s ACE Í Sin.ar.Sin.bedr. (DL. 78, N°. 12 et 11). 
a “o 
16. On trouve de même à l'aide de Méth. 4, N°. 11: 


| pn Sin. gr. Sin.re de = € | e=Pr Cos. {(q —r) a} de = Í pen Cos. {(q + 7) pda 
Ö s 0 Kij 
sin nd 
Wort (HD) ot (g)"} 


2p gr 
Apt laen)?} pt (gr)? „fe 


e-Pr Cos.ga. Cos.ra der =p ’ 


z dee 
|- e-Pr Sin. ga. Cos.re de = 1 oe gs (DE. RTI ANPI, Kek 10). 
| Eat’ }p-Hlg=r)?) 


> EE) 
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ET METHODES D'ÉVALUATION DES INTEGRALES DEFINIES. HIM? 9. N°. 16, 17. 


5 d Inns dean d Ins d 
Encore: sere Cos. des == sn Wpt0)e} S= Sin. {(p—g)z} en zl Sin. {(p+9)e} Eeue 
T 0 8 ® Kij 


0 0 0 0 
oo 


Lr es da da 
— sela z} —. Cette intégrale a été trouvée Méth. 6, N° 5, jor Haen =7: mais alors on 
ze En 
0 0 
a supposé r positif; dans la seconde des intégrales partielles précédentes, il faut done prendre la formule à 
Sin. {(p—g)z} ou celle à Sin.{(q—p) ej, suivant que pest plus grand ou plus petit que q, afin 
que de coefficient de # sous le signe Sinus reste constamment positif. Dans le cas de p =g la 


5 dz VI3 
seconde des intégrales partielles sévanouit. On trouve donc: | Sin, pe. Cos qe — — —,(P > 4), 
% & 
0 


1 
= 0, (p <4), = ze p=g), (L. 195, N°. 5, 6, 7), où le dernier cas est proprement identique 


avec l'intégrale employée de la Méth. 6. 
17. La même remarque vaut quant aux intégrales suivantes. D'àpres Méth. 5, N° 8, on trouve: 


® xSin pr.Cosradz ZeSin{(ptr)e Ann Ti lid hat a ven 
ate 7 er 2 derne À 2 
0 


7 7E 3 7 , 7E 
== ik (ear Hear), (pr), = pi e-Ptr)i — e Te rn (CPI — PI), (p Zr), 


= evin zm, (D=) (T. 209, N° 2, 3), où pour la seconde valeur on a substitué 


q 


— Sin. ((r—p)vj au lieu de Sin. {(p—r)a} dans la seconde intégrale partielle; tandis que pour la 
troisième valeur (où p — r) cette intégrale s'évanouissait. D'après le même N° de Méth. 5 on a encore: 


el a eN et, ESE en 
gta 2 gea? get? 4q … 4g 
0 


ig erder), per Den Ee e= = a (opd He 7D), (pZr)(T. 209,N°4, 5), 
e dl 


Kd sd o í 
5e en Sin. 18 2? Cos.{( {p re} a Cos.{ (p Hiel 7 Sen en BE! 
ge | gede? 2 ge 4e? 4q dq 


TE 7E 7 TE 
== PII — E79), ), == er PU (PPI e= — eN (eP1— ET PI), 1),(T.209, N51), 
Ei ( (pr) Te vk Ei ( pr) ) 
où Yon voit que Cos.{(p—r)e} a été remplacé par Cos. {(r—p)e} dans le cas où r était plus grand 
que p. Fraitons maintenant du cas de p=—=r, alors on a Cos. ((p—r)z} — Cos. 0 — 1, et donc par 


id * Cos.® pd. 
Méth. 1, N°, sf en ef EE — sterf 
0 deep ie ‘0 


% Sin? pad 
deme == JE (1 — eT?Pg). 


qg°-Fa? 2 gede? 4q 


(T. 205, N°. 23 et 21). 
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ILL. M°-,9. N°. 18, 19. THLORIE, PROPRIËTES, FORMULES DE TRANSFORMATION, 


e Cos. pr. Cos.rr dr Tt Ae zn z Cos.{(p+r; Bie 
ie gm stk 
J 


ĲS: Ona ensuite ET Teen q Het ge 4e? 
: u 


‚ ef Fon se trouve réduit à 


ene 1 [ (Cos. (p—r)e), zi 2Ch slaaf) e) 
nn eee en Al 
En EE arte 


x Cos. hx de 
Yintégrale de la Méth. 42, N°. 2: es 


En ==: or, comme elle vaut pour un A négatif tout 
ne 
comme pour un A positif; il n'est plus besoin ici de distinguer les cas, où p— r serait positif 
et négatif; done on trouve après une réduction évidente: 


@xCoe.pr.Cos.rede 1 
| OR. zerfer Bi (— ap d7)} +71 Ei (q(r— P)}} — 


he kc 
1 . 
zE e—P1 [e? Ei {ap r)} 4e 1 Ei {q (p + 1)} |. Rn (493) 
Si Si ]. 1 
ĳE 2 ae dj 2 «1 [e7 Ei {gip 4r)} — er Ei {q(r — p)}| — 
Ì 
enk „pa [et Ei {q (p—r)} — ere Ei {q (p + 7)} Ì BEND (494) 
Dans le cas de p==r, les premières des intégrales partielles sont infinies, — puisque 
Cos. (p—r)r — Cos. 0 —= 1, — d'après l'intégrale (48); done: 
Me nd AAN en == ĳ ie ne te (496) 
fr rt q° +2 
) 
Encore: En de ende —= El ri a aid zE, letz kn We Er Cette inté- 
gro 2 ie nd geet 
0 0 


grale, voir Méth. 42, N° 2 vaut de même pour un coefficient nf sous le signe Sis. Done 
on a: 


Sin. pr. Cos. rede l £ ze TE 
| nn eget ler ia) + et Bilar + 
Ì fj rj Ki f \ — rt Ei 497 
ledi pa |e1 ig lp—r)j erk a+ + 1)} | a ete BEE (497) 


19. Pour les intégrales amalogues à celles du N°’. 17, mais au eni g° —«*, les 
intégrales auxiliaires se trouvent déduites précédemment au N°. 10, IL faut de nouveau avoir Égard 
au signe de la différence p — 7, On trouvera: 
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ET METHODES D'ÉVALUATION DES INTEGRALES DÊFINIES. ÍlL. M*°. 9. N°. 19, 20. 


® Cos. pe. Cos. ra dat Ien 4 IL ma 
| TE a ek ad Sie pg. Cos. gr, pr), = 
0 
=S St ") en Si pi Si =r),. (49 
Ee in. {q(r—p) } + Le in. lalptrj}= os.pg.Sin.gr (pr), = E in.2pg(p=r Ss) 
Bs zr f Telef TE é 
e= _Cos.pg.Sin.grp>>r),=—— Sin.pg.Cosqr (pr) — Sin 2pqlp=t (499) 
ge? 27 2q Ag 
0 
a Cos. pe. Sin. ra de l — st ; 
ue EEn ee, Upd nes mls (p—r)g} = 5 Sin.pg.Sin qr‚(p Pr). = 
g* Et Oe, 2m 
0 
Li r id TE zi 
TR 23 Cos | (p ain en > Cos( prij LC pq-Cos. ar, (Pr), == EA Cos. 2 py, (p=r)-(500) 


20. Quelquefois on peut effectuer une division de la fonction à T'aide d’expressions imagi- 


; es 2E eari— 
naires. Ainsi l'on trouve: ePtt Sin. qrde = | PLL 


0 0 


e-qri 
de =—=— if dr {elptajei AS gr, 


27 


2 nn : é 
Ks Cos. qed = - | de {elpio)i J ee—o)ri}, Suivant Yintégrale (68) les intégrales partielles 


pe 


sont toutes deux nulles: seulement daus le cas de p — q, Vinitégrale à la fonction ep! sera 


97 
changée dans celle-ci | de — Zar; done on trouve: 

0 

SEN Q2n RE 
Í ezi Sin. gede — 0, (p 24) =H P he (501) 

Zi 

0 

Si 2 
| epzi Cos. ga da =0,(p 2 gj Dn, p=gd. (502) 
0 


On serait parvenu au même but par le chemin eontraire, en posant ePz? — Oos. pa + ì Sin. pa. 
Par Fintroduction des expressions imaginaires de Cos.qr et de Sin.qe on trouve encore: 


À Pr d e-PT 1 EN Ce el) ee etei) 
EE Cos. qrde —= 5 wv 
Pr 2 Oos. Zg Jet 2 e2pr Jer} ePael JT 2ari 


hal akad % Ì \ sela sti ae UE 
— 5 fe Lele—gi)e els ew =-gie RE ePtgör En e-erodef 2 logi 4 pqi 4} Ti A: p? en 7? id 
"0 
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e2per + 2 Cos. Uye Je PE 2i 
0 0 


ne a Eel ej iid 


Í a er — TPE 1 | © (err — TPE) (eli — e-4zi) 


Sin.qrde —= — : lij 
1 e2Pz Eel e—2pr -- eg2gzi Ee eget 


Tai) Ideepede ortie) ilp pkg) apt 44° 
(T. 234, N°. 7, 6), en raison des identicités : 


@pr je-2pz }ePazi je Pari — (ÁPHIDE Je Ptrilz) (elprd)e Jep—ader}), 
(ePz de-pz) (eazi + eg) — (elPtaile jetair) H LelPai)e Je (Prize). 


21. Mais il peut se présenter ici un cas, qui mérite d'être Étudié plus en détail.- Il a été 
remarqué par LueiEuNE-Drimicnrer [114], que dans Yintégrale (a) du N° 1 il n'est pas permis 
d'introduire une substitution différente pour chaque terme, lorsque ces termes sont tous deux 
infinis. Or, il se peut très-bien que les intégrales dans le second membre soient infinies, et que, 
pourvu qu'elles soient liées par le signe —, leur différence ze — oo, c'est-à-dire Yintégrale au premier 
membre, ait une valeur déterminée. Pour démontrer la vérité de la remarque mentionnée, supposons 
que chacune des deux intégrales en question contienne quelque constante p, et que leurs valeurs 
soient respectivement représentées par ad-p(p) et b+4gp(p), où a et b sont des valeurs con- 
stantes: la valeur de lintégrale à gauche sera a—b. Tant que p(p) sera finie, la substitution 
d'une autre variable quelconque, au lieu de z, ne pourra changer le résultat qui restera toujours 
le même, de sorte que g (p), a, b ne changerout pas. Mais lorsque g (p) est infinie, cette conclusion 
ne vaut plus. Alors posons la condition que les g(p) soient identiques avant aucune substitution; 
et cette condition est nécessaire, puisque autrement leur différence serait tout-À-fait indéterminge, 
et par conséquent aussi lintégrale dans le premier membre. Lorsque à présent dans les deux inté- 
grales on fait la même substitution, les deux g(p) auront la même origine et se détruisent 
comme auparavant: mais quand on y effectue des substitutions diverses, lorigine des deux gp (p) 
ne peut plus être considérée la même, et par suite la différence p (p) — p(p) est devenue indéter- 


minée. Prenons comme exemple @ (p) = TR qui devient infinie pour p — 1; lorsque àÀ présent 
Lp 


par quelque substitution autre p(p) serait devenue Ei z» Également infinie pour p= 1, leur 


à l ) Ie Be 
différence — — — ek ne serait plus nulle, mais bien infinie pour cette valeur 
mert lep? 
1 de p; done cette substitution n'est pas permise. On verra dans la suite, quelle influence un 


traitement illégitime aurait eu sur les intégrales à étudier. 

22. Lorsque la fonction Àà intégrer devient infinie pour une des limites de lintégration, on 
peut y substituer une autre limite, qui en diffère de Ò, pour faire converger Ò vers zéro a- 
près toutes les transformations nécessaires; de cette mamière on se soustrait à la difficulté du 


[114] LeseuNe-Diricurer, Journal von Crelle, Bd. 15, S. 258. 
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Nr. précédent, car dès-lors les deux intégrales partielles n’étant plus infinies séparément, on peut 
les traiter, chacune pour soi, comme on jugera convenable. 


7 5 Det eTPE - Derde PepPrde 

et dr où les deux gee 5 

Soit lintégrale xr, où les deux parties et sont né- 
x 


Nij T 
0 0 0 
N etl Per eTPT Pe td De-Prde 
cessairement infinies; on les remplacera par f ————— dr = ef Sup- 
kl Kij x 
ke) 
Derde ey En Piery te peted 
posons dans la dernière pw == y, il vient: En nd == == — S, par la 
T 
d vò E) 
substitution de y ==Òe. Pour la limite 0 de ò, cette dernière intégraie a pour ds Ip, T'après 
Og=t — TPE 
Méth. 8, N°. 7, done: | de == Ip. (TE. 127, N° 3). Eerivous g au lieu de p et soustrayons 
Hi 
0 
5 0E ed: Der ePr ddie ' 
ee résultat de Yintégrale précédente, on trouve: de = 1E (A 127 N° 4). (US). 


EL q 


8 


4 ® Cos.r— Cos. pe ® Cos.r— Cos. par ® Cosade ® Cos.pede 
Soitencore f_— —————— dw, remplacée par nen OEE en EE 


st Kij TL L 


0 b) ) ) 
Es d ® Cos. ede ® Cos. yd Pd Cos. yay PCos. Òzdz 
Supposons dans la dernière pe =y, alors il est: heen eel 
e Á y y 2 
É) Pà ie) 1 


où Ton a substitué y= Òz. Pour la limite O de Ò on a tout comme préeédemment: 


P Cos, Òz dz Pdz - 
hi == / == ORGA ee re a (503) 


N 


L Í 


Cos. ze — Cos. pt We 
donc: ĳ Ee Ip, (LE. 196, N° 1), et par la différence avec la même intégrale 
dT 
0 


® Cos. qr — Cos. pr 


) 
BOUD de en (L. 196, N° 2). [116]. Lorsqu’on aurait substitué 
© q É 


[115] Autrement déduite Méth. 10, N° 14, et Méth. 18, N°. 5. — Faisons-y p =p hq qg =r fsi, 
et séparons les parties réelles et les parties imaginaires, alors nous aurons: 


Cl * 2 2 
Í Ee (e-Pr Cos, qe — e"T Cos. sa) = zj 
ge 2 pg 
be Te (ere Sin. qr — e"F Sin, sa) = Arcty.- — Ardin (IB Ne LOS) 
A P 
[116] On la déduira d'une autre manière Méth. 18, N°. 5 
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directement pr —=y dans les dernières intégrales de ces deux exemples, on aurait obtenu: 


“erde PeIdy ® Cos. ade Cos.y dy N DN 
= —— Shet = — —_—, toutes deux nulles, et par conséquent fautives. 
y 


E 


1 ee Is 
23. Beeri | 8 an de ——l A Sin. 42 Cos. À.l (- Cos, 5 ‚| (CE, IN 0) ESS 
ke ĳ 


12 Cos.ha? 
0 


3 Sint ed zi 
| un. var Pp mt (TD 66, IN 11),1 (pasmeMEth, Wii R INE ZUNE 


TT 
14pSints Ap? Zp (l4p)’ 
0 k e 


en dr 1 ad 
el, (T. 23, N°. 2), avec le cas spécial: 
(ar Hb)(er Hd) ad—be be’ 


de I a Rn r dw p q Pils 
Í ee ll. (505); — tE 2,(506) 
| Atr)(artb) a—b b Pte tnt pig pt pg 
0 


begr=l de zn Cosec. zer p q 
VEE rr Cra pd Wte BEE 


| CT. 6, N°. 8), (par Méth. 39, N°. 2), 


tol À 


Cos.* edt EEE 67,.N°. 9) B du res q° 
| (p? Cos* aq? Sin)? ap? q zn "| wp? CosteHq? Sinte): a De q° 


Cos.Zedr nq — 


8 (DEETENEE DIE (panel Méth. 7 7, N° 20), 


z 
ie 

En 

(TL. 6 )L unne 4 p? Ea 
0 


7 vdo ? je är rj 5 ar ry are 
edi derij TL Sj ES AEN 
Í Cos. x. Cos. (r — «) (var; Verkijk Í Cos. r + Cos.2 y ee | Cos.r + Cos Zy : 
0 


0 —Ár 
EE 4 (dans cllese soif ba LS 
TER ans celle- == e mmm 
5 as de ) Rr r J- Cos.z Aran 
—Àr 0 
(ET. 251, N°. 11). (119). 
/ Jen l 1 + wr Cos. Ü 1 
(117) Puisque: | en dj 21 Sin. À + Cos. À. (2 Cos. 5) Tk (504) 


d'après Vintégrale mmdéfiie. 
[118] Sur ces deux intégrales voyez une autre déduction Méth. 32. N°, 3. 


C 2r\r 

WLA 

de 1 2 1 

119) Parce que ll — lS nn der 507 
de nn Sin. r TEE Sr (607) 


0 
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$ 5. MÉrnops 10. RÉDUCTION À UNE AUTRE INTÉGRALE DÉFINID, AU MOYEN 


DE LA DIFFÉRENTIATION PAR RAPPORT A UNE CONSTANTE. 


1. Dans la Première Partic, N° 28 à 30, on a trouvé de quelle manière il faut agir pour 
différentier une intégrale définie par rapport à quelque constante qu'elle peut eontenir, et quelle 
est la condition nécessaire pour lexactitude de ces calculs. On peut maintenant en faire l'appli- 

b 
cation suivante pour évaluation de quelque intégrale définie 1 == | (c‚e) dr. Dans la suppo- 


44 


sition que a ct b ne dépendent aucunément de la constante c, et que Ja condition mentionnée 


4 } dl bl. F (c ’ ©) 
soit remplie, différentions par rapport à cette constante, alors — == ik ì de, suivant les 
dc ac 


a 


5 AAT ; ‚dl 5 
règles citées. Lorsque la dernière intégrale est eonnue, p. e. f(c), on en déduit 5 = j(c) et par 
de 


Cc 
conséquent L == [ro de #C. De telle sorte Tintégrale 1 est ramenée à une autre intégrale 


c 
f{eyde, en général fort différente: pour le succès de cette méthode, il faut que cette intégrale 


indéfinie soit connue afin qu'on puisse \’évaluer entre des limites convenalWes: mais en outre il 
faut déterminer la constante C. A cet effet, il faut chercher quelque valeur spéciale de c,‚ pour 
laquelle Yintégrale Ll recoit une valeur, connue à priori: alors pour cette valeur de ec on aura 


re 
une égquation entre L, [te de et la constante C, qui pourra servir à déterminer la dernière. 


Dès-lors on a trouvé la valeur de lintégrale I, comme on se le proposait. 


$ ir Arctg. SL (lp? Sinte als 
2. Soit 1 == ek gl nn en ei dr,(p? <1); et différentions par rapport à Ja 
Vl —p? Sin.* «) 


KO 
constante g, ce qui est permis ici, puisque la fonction à intégrer reste continue pour chaque 


jr Ur 7 
valeur de q: il vient == 5 5 aen en an ar a mi u tent apres 
dj epe Sr ne de 
Ü 
heefd ] 
MENT NS 20e amet fe, 
B VIC a) PE) 


On a commeneé Yintégration à la valeur O de g, parce que pour cette valeur Ll sévanouit, 
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et que par conséquent la constante à ajouter est nulle; done [120]: 


sr Arct l—p? Si 
CL vl pee hee = zE (p, Arctg.g). (KT. 569, N°. 14). De la même manière 

V(L—p? Sin? «} 

Xx 
37 Arctg. lp? Sin.* dl D 1 d. 
on trouve pour [ = é = Arij la/0L P he DI == 5 ne 
W(t=p* Sin.* 2)? spa) lp? Sinte 14-q°(l—p*Sin.*) 
Kij 0 


=| BRT q° ARE 1 q° Ì 
‚ Up? Sinte Ig (lp? Sintef 2?) Vat pf 


d'après Méth. 7, N° 20. Torsque maintenant on intègre ici de O à q par rapport àÀ q, la constante 
C devient nulle, comme pour lintégrale précédente, et l'on trouve: 


br Arctg. {q/ (lp? Sin? z)} DEE Ede q* dg „hs 
OTE VU a 


V (lp? Sin.” «)° ETB Pe) 2 
Ee 5 gr Ltg*=p?g : 
E „Ar El En. gesneden 
rg PD ET pk 


dq Èt diy PPE: zn 
VALLI EE 


[120] Car par la substitution de q — Tung. e on trouve: 


EL ap? En 2  #) == F(p‚p), d'où encore: 


nn —r/ zl cos), f se = F(/) (509) 
| Ate Es | TE ee) 4 


gd P Tang.” pdp 


121] Pour q == Tung.p on obtient: - 5 en 
de 4 Ie oh HOE ba se je V (lp? Sing) 
0 


ee Cb 7 Oeren OEL Sin 1) — p* Sin” Cos.* y) 
ter | b sp (l—p* Sin.*g) 


B 
| {dp (lp? Sin? Pp) (lp? Sin. p)d. Tg. pT. de/ (lp? Sin? y)} = 
0 
1 
1 pr (Bip, 4) + Tang. r./(l —p? Sin.*g)}; pour lusage dans le texte on a en outre: 
ecg: 
ar on 


Len 
emd el) 


l—p* Sin.* p 
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37 Arctg. {qy/ (1 — p? Sin. 1)} 


Soit l'intégrale générale 1 — | BEE de, et différentions encore par rapport 


(1 —p* Sin?) ? 


Be: en DV 510) 
n en tire: Í” A He(lHet =p? 2) De ek wijt 5 Ik LANE (0) 

oi etn rd E Re 

ie OGk Fala? pe) a TN 0 GL1) 


u 
A Paide de la relation Arccot, a =g— dAretang.a et de l'intégrale Méth. 9, N°. 2, il vient encore: 


bd 


En dn 5 )} D= Pp) — a (p, Arctg q) =;F [p,-Arccot. {gy (L—p°)}| (23 
Z 
| en dein Ennn zun Eler Arelg.g) + 
} p* Sin.” 2) 2(l—p?) 2V/(lp?) 2 (Lp?) 
2 p2g? 
bert (4); T. 369, N°. 15 et 17). 


On peut eneore combiner ces intégrales du Nr. 2 et de eette Nete avec celles de Méth. 7, N°. 23. 
A cet effet posons g — Tung.) et q VV (l—p?) = Tang. V/ (1 —p*) — Cot. g, pour obtenir des expres- 
É ; Ee, mee 1 1 
sions plus simples, et considérous que: — DEE zal 7 Das 


(lp? Sin.*z) ? (lp? Sin.) Sn Be 2 


p2 Cos 1 lp? en 
Ten le an og Alors nilkpiente 
lp? Sin?) 2 lp? Sin? a) ° (l—p? Sin.) ? 
Î Up kid 
B 
2 Sin.* ede 7 k 
Arctg. {Tang hy — p° Sin? 2} —— ==, (F(p‚2)—E(p,d)} + 


v U —p? Sin.? 2) 2p 


Ee Cal (EB (512) 


ed 


(*) Veruursr, Traité des Fonct. Elliptiques, p. 4. 
(f) Id, p. 70. 
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, die ofte l de , 
DM Ae 7 Í Up Sin* Je 1E Gp Bie) Lp" Sit: nnn une forme rationelle — (lg 20)’ 

Kd 

9 Cos.* ede N 
Í Arctg. (Tang. id. / (1 —_p" Sin.” 7 Jen — p' Sin? 2) Sin? #) == 9 5e (E(p, 1) — (1 a 2E (pd) 
‘0 

7E 5 
Dee. on Cot.h. l—/ (Lp? Sinke nie tnt (513) 


f Sint ed: 
Í Areccot. { Tang. A (Lp? Sin? >} in.tede 


7E 
Re Ed 5 ee 5 
/ (1 —_p? Sin.? «) 2 p: (p v) (p #)} + 


0 


TL Cot. À Ered a [4 
tej ne SP en 
NK 
2 Cos.° ada 7E 
C 17 (lL— 2 ed ‚pP—(lp) EF E] TT 
| EE BEI DER Sin.” «) _ 2p? EE jn 
ar Cot. À, 5 N h 515 
Send dn VSP) oe Ol 
Ti 
2 A Sin. vde 7 1 8 
Arctg. {Tang. Azad ee Sin! DV} rg on pt (pn) ES 
, (lp ) p p 
ze Tang. À ee , 
EN (/ (Lp? Sin. DW (L—p°)}, eee ee (516) 
kid 
Cos.” rd 7 
—p? RN DA 
fare {Tang dv) (Ll —] Ein Alen 2) ap: U (p,4) r.)} + 
0 
mT gk é E 
ap vl =p? Sin? 1) (Lp? Jan te (217) 
5 En 2 Sin” Sin. rd rm ik 1 Bp.) —F{ „}— 
| arg (Bang hu AS Pp" SM pe sten T apr len en 
0 
a Tang.» ES 
ommen ie Ane ERE ER (518) 
ud 
r Cos.* ade IEN Te E 
| Arceot. {Tang.h. / (1 —p* Sin.* z)} ve pi Sinta) ap: WE (p‚ 1) — (p.o)} + 
0 


7 Tang. hv (lp?) 


op? Uy (Lp? Sin? g)}. «one ‚ (519) 
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Pour la décomposer suivant la Méthode précédente en fractions partielles, qui ont pour dénomi- 
nateurs 1 +g?c et les diverses puissances ascendantes de c, il faut considérer que nous avons identi- 


Allegretto ar, 1e gy 
quement: en TR . E En ie an pn = 
(lg?) ee Ig?) | gtel T1gre te 10e 
7 
ale n\n 2 EEN fr 
+ ={ 5 E c'est-à-dire, en retournant à notre intégrale: — == { gajede 
0 gan dq 1 Ie q° (1 —p? Sin.? x) 
% kf 
a—l 2 de mm (—g?e nt j2 de 
+ Para nt Zar en 
o (l=p*Sin taten BAHA Pp") (l=p"Sin ren 
0 ZÙ 


d'après Méth. 7, N°. 20. Or, l'intégrale sous le signe de sommation 2 est indépendante deg: donc 
on peut aïsément intégrer \'équation précédente par rapport à q: lorsqu'on prend 0 et q pour limites, 
il n'y aura pas de constante À ajouter, parce que pour q — 0 lintégrale I s‘évanouit. Par conséquent : 


mr q gee dg a—l gortì 2 de 
Ee, nn he emi 
2 VL H4) 0 +49? Zi 2 p?) 0 2n + 1 (al —p* Sin.* g)en 
) 
= C 
a 7 2 dr TT 1 
Or, suivant Méth. 7, N°. 20 on | nn  GOÛ por pl 
Ö lp? Sin.* 2 (lp?) r 
En 2 >1 520 
Í En Van eene (520) 
0 
Z 
2 d. de 
Différentions-la c fois par rapport à 7, nous avons : (—1jeld! ne EEn pr mt =5 Ee {r(r—1l)} 4, 
kid 
2 dr pan a dan! 
hd ù: en If il 3 
TE (Lp Sin? Len af’ En wen (— Lenda (1 2 gran {N pet 
0 
ma! pan gent dan! 
done la sommation dans (a) devient: (ie 5 en 2 FIJI PEEN G rl} RE 


Substituons en outre q —= Tang.p dans la première intégrale du second membre de l'équa- 


&1 Arctg. (1 —p? Sin.’ « 
tion (a), nous aurons, en changeant » dans « — l: Û EEM TE Elie din == 
“o (a —p? Sin) * 
7 AN 2a Á a pant g2n —Ì de n ==h 
zt ft Een (er 
zal v(l-p* Sin. 4) 2 1 (22 —1) Lanll dan’ bp) 
0 
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où la première intégrale est exprimée en fonctions elliptiques, et où la sommation donne lieu à 
une série assez compliquée. 


PI À 


nis d 
‚Etap? in” 2) sl —_ donne par la difdren 
Lg (lp? Sin? DV (Lp? Sint «) 


TT 


tiati En dI 5 2 da 7E R 

jiation par rapport «& B 3 AES à ne 9 2 ’ 
Sia Aken VLG TP REN 

0 


aide de la même intégrale de Méth.7, N°. 20, employée au N°. précédent. On trouve donc: [122] 


3. Lintégrale 1 gj 


id 
Ned da Weet dq Er 
Í Lg (Lp? Sin? 2) (lp? Sine) Vlg) lg + p°g°) 
0 


=aF { (1 —p?), Arcsin. q}, (T. 348, N°. 22), où Fon a commencé lintégration à la valeur 
zéro de g, puisquelle annule Yintégrale I, et que par suite il n'y a pas de constante à ajouter. 


® ere Sin. gede 


4, Soit Lintigrale 1 — Í et différentions-la par rapport à q, nous aurons: 


z 
0 
dÌ P RE 
== A gede = ‚ suivant Méth. 4, N° 11; done, comme l'intégrale s'évanouit 
RA pita 
2 _pdg q 

pour g ==0, nous avons sans constante ajoutée: 1 — | ET on Ree 392, N°. 3). On 
aurait pu différentier par rapport àp: dl =— een: gede = ze ‚ d'après Méth. 4, 

dp por 
N°. 11; done: I= Ep gep JC =C— Arctg.E _. [1 s'agit maintenant de déterminer la 

dn q 
® Sin. gede 


‚ dont la valeur tzr a été trouvée 


constante C: or, pour p zéro lintégrale L devient: | 
U 


0 


[122] La substitution q == Sin,p nous donne: 
dy ed HE 
|Z gt P20°) ED) 


=F w (Lp?) r}, d'où encore: 


ze FV ge OEE Ae ee 521 
haet (let 4 pe) Wa—e*)} (521) 
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7 $ 
Méth. 6, N° 5. Pour ee cas on a donc Pin C — 0, et par conséquent I= Arc. Ê= Arcig.Â, 
& & q p 


comme auparavant. [125]. 
oo 


de 
Différentions l'intégrale 1 —= e-ve Sin. qe. Sin. ra „ par rapport à q, alors: 
© 


0 


d1 je de E, in. ze} Sin.{ (r—g): 
de — | e=Pt Sin. re. Cos. ge == En ePz hm Aar OSE == 
® 2 


Kij 
0 0 


—= E KAritang, ed d- Arctang. Kd L ELZA Weenen (522) 
2 | p ) p | 


en substituant lintégrale trouvée précédemment. Done, lorsqu'on intègre cette équation entre les 


limites 0 et g, puisque l'intégrale 1 sévanouit pour g—=0: [125] 
gl 
deeld 


forseaesinne= Lr k ijd Zi + Be he ne 
2 Ea 
= d Arctg. nl re < Arctg. nen B nl RAT 0 
2 p? —_r? ) 2 


0 


ed riem ank Ap En 
5 de 2 2 Lag? 
et pour g=r: Í epe Sin. qa — == g Arttgs EEL, (T. 394, N° 4). [126]. 
LE Pp d p 


Ki 


De la même manière on déduira : 


3 de Eef 1) 3 en 3 ) 
| epe Sin* qe 2 4 Arctg. gn JE eibach Lt OS .…. …… (524) 
Kij P 8 


Ss 8 p2+9g* 
0 
2 de (2q +7)? —p? 2 2g —r)? —p? gr 
fers: qr. Sin re; =| Lin F Arctg. Bae fe 1 a £ Arctg. Be 
0 
Zeik de EN nd 2_L(2 2 El) art 25 
BR 4 drei + LE pl (pt Heg) Jg PP? Bat) FE DA 


[123] Sur une autre déduction de cette intégrale voyez Méth. 18, N°. 21, Méth. 34, N° 3 
[124] Pour 71 on a T. 392, N°. 12, 


rg zel) Ì da 
[125] Carona: eral "ag (eeen Arctg. Ee nk ll mar NSE 
p p Dlt Ea) 


El elen (LEDE 
vanme) SE 


[126] Voyez aussi Mút'. 34, N°. 3, 
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Ez) re Pe tt s\. 
et à aide de f_ePz Sin. ge. Sin. sr. Cos. qa de —= 15 Poef Dees af Zee lg EN 
Ts 4, \ p 4 p 
o 
Gilse En en an en lm A A en 
pt. et 5 ene L e (526 
1 zl ea OE AE 


d 2 rs 
qui se déduit aïsément de (523): ie e-Pz Sin, qe. Sin. re. Sin. sa = APE Arctg. EE) 
r 


5) 


es: AE} es \ Aad) dr (grs) —p grs 4 
Tm id rn En e avv! le 7 4 wagf(T5S 2 rg) pi 


mld 2 maden Hrs 
Hg net Hgerd)j ppt Hg) pr pl Pr Hlatre) — 
—_5 dhr ad Baanterratten weete (OI 
ï Dee gi) dl 1 1 
5. I= 8 men de. Différentions par rapport à p‚ alors oe =| mld —= a done: 
0 


d, 
I= | 25 +C =p +C. Pour déterminer cette constante C, observons que pour la valeur q de p 
p 


Layp=l gl 
LOE Gelk. (1.167, NA). 
7 


Yintégrale 1 s'annule, donc on a: 0 —lg+C et par conséquent: | in 


0 
Elle donne lieu à des corollaires qui ne manquent pas d'intérêt. Pour p=ptletg=l, 


babl 
elle devient : Í ze TEL de — l(p +1). (T. 167, N°. 3). Mettons-y p +gq au lieu de p et prenons 
© 


Ki) 


[127] Sur les intégrales, que l'on a traitées dans ce N° on peut voir une Note dans le „Archief van 
het Genootschap: „Een onvermoeide arbeid, enz.” Deel 1, Stuk 2, 3,” où je trouve enfin pour la valeur 
oet A? ĳ de 
de Vintégrale générale I,4, — | err Sin. ge, Sin.ra.… Sinn 


(à nl facteurs Sinus) la for- 


mule symbolique: 
1 3 
Inr Sgr jan (TP) soer es eet eeen oes (GRB) 


A . . rd Cc « 
où toutes Tes puissances u, n— 2, ud... de y doivent Être remplacées par Arctg. —, les autres puis- 
p 


sances 2 — 1, n — 3, n— 5,... au contraire par 4!(p? Je?). Pour e il faut mettre successivement toutes 
les sommes possibles des u + 1 éléments , r,s...r, (où par une somme nous entendons toute combi- 
naison avec les signes J- et —). 
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lag — 1 
la différence, alors | d m5 Oe bn ‚(L. 167, N° 5); mais lorsque nous y posons q au 
z 
0 


lieu de p et que nous soustrayons ce résultat de la dernière, nous trouvons: 


Wit rn Wapi 1 
an fe EE on 
le Iz le (pt 1)(qt1) 
SEN ptqdrt1l)(p +) 
Posons-y p+r au lieu de p et soustrayons, alors: oPde=l c 
„5 Î jk le Prater) 


0 
(T. 167, N°. 7). Dans lintégrale avant-dernière mettons » pour p et prenons-en la différence 
avec la dernière, il vient: 


ij Deed Pate Dpt DEDEN h. 


erneer ener (530) 
| be Pa) (pr) q-r+1) 


Prenons-y p + s pour p et soustrayons, alors: 


[ ee ed El ln prtlptstl) 
la (phat Dptgtetlptrtet)(p+1I) 


(531) 
0 


On voit à présent clairement comment on pourrait proeéder de la même manière; mais on est déjà 
en état de trouver une formule générale pour quelques cas. Or, il résulte de ce qui précède: 


1 jd 
Ni de= lapt Dt + (ijle ril, |rt + —{ Near 
0 


je 


— (5) eop+ EE == Zy | ) 5) L{(a- n)pt1},....-. (532) 


En 
| EEE ada — Up+agt 1) — í Heede zE |ertemat) ie 


0 
— (5): Pra Sereen et (533) 


Dans (532) prenez q pour p‚ la différence du résultat avec (533) sera: 


arl) le £ a\ pt (a=n)g +1 
dr (| Ie ee eee 534 
| Lv d ak ) | (a n)g tl id 
Posez p+r au lieu de p et soustrayez, alors il est: 
Herl) (29 —1)e jeder gan 
nn — lie Lee ie neekelekt eelt 3 
lz mda z(- ) (): pt (a—n)g 1 (535) 
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Ta différence de celle-ci et de (534), après qu'on y aura substitué r pour p‚, donne: 


í (ED erDer Ie Ep f petra (emgt1 
La hö n pt(a—n)gtl rH(an)ghl | 


. . (536) 
Ö 


On peut continuer avee Yapplication des mêmes réductions successives, mais on voit d’abord que 
la discussion, qui a mené aux intégrales (532) et (533), donnera ici: 


ape (2010 a b b 
je dE pl ) Scr Vime ap +1, 637) 
le 0 0 m) 


0 
} md ld Ee Ir 5) = S(-1) „e Jer tum qH(a=n)pt1} . (538) 


Lr 0 


nn en EN DU dE —= 


(lx)? dp iz pl 
0 


‚ d'après le numéro 


Sl (ar — 1) (2? — 1) As uil Lag Laatl 


précédent, et par conséquent [128], puisque lintégrale IT s'annule pour la valeur zéro de p: 


pe de En 


(le)? nl wak pt Idp= (pta Diptgtl— 
“0 


— (gt Il (q HI) (pt pd 1) orn eenen (559) 
La comparaison de ce résultat avec T. 167, N° 7 au Nr. précédent montre qu'on trouve par- 
tout ici yly au lieu de ly. On peut done conclure tout de suite aux formules suivantes: 


lar — 1e a 
| inr de In In E ep aneh ha ee 
0 


1 (aa je a 
Í Bn aPde —= Ar In 5) {p + (an) gt} l {(p-(a—n)gH1}, (T: 1685 NOAD 


0 
flap — 1e (za — 1 3 b 
Í ee de z( pl; |= E (— Ir Ki (bmg + 
F(a—n)p 1} U ((b mg H(a—n)ptl},.. (540) 


Wap —1)t (27 — 1) a b b 
[ (ar ) iË 1 erde =S, ) re ) {r + (b—m)q + 


(le) 
+ (a—n)p 1} {r + (bmg Han) pl}... veaveens (541) 


P 
[128] Car [te +g)dp= (ptp ta) —glg rr. 
0 
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ee $ 9 L(1 — aP) (1 — 24) de 
7. On pourra différentier \intégrale 1 — — s ' à 
Pp g | mars B par rapport à p pour 


lae(l—=e = 
Tr di LON aP(1 — 41) IR dee 
dp 1 F (p +1) 


0 


comme on trouve Méth. 37, N°. 3 


Pour p —= 0 cette intégrale s'évanouit: intégrons done par rapport à p entre les limites O et p, 


nous obtiendrons : Ke ee =— geel +! Ee = EP GE 


0 


BIS 
(TE. 171, N°. 17). Remplagons p par p + r et prenons la différence, alors: | rad ap de == 


lr Lv 
0 


etat 

D(phatrtijf(ptl) 

1(l_—aP)(l—ar)(l—e4) de EA De (pgr IE (pIE (qr Gand 
Le le TC DPA pr IN (gtrtI) 


(T. 171, N°. 18). (129). Dans Vintégrale avant-dernière mettons 7 pour p, 


et soustrayons, alors: Í 
0 


(L. 171, N° 20). On pourra aisément continuer à admettre de nouveaux facteurs 1 — zt dans le 
numérateur. Tuorsque toutes les puissances p, q, ” deviennent égales, on trouve encore: 


1(l — aP)a d a 
| En ze == men Inl UT {(a— n)p +1), Bereik te ES ge (542) 
0 
rn EE =E (Ir (gh (e—n)p +1}. (648) 


laptgtaPrdde 
Ia. 5 


ì apt — Pl OO d1 
8. SoitI= | —_—_— — —_ Différentions par rapport à g, alors — = 
la? alr dg 


TT 7 5 e 6 Ee 
== Nn suivant Méth. 7, N°. 10. Lorsqu'on intègre maintenant entre les limites O et g, 
2 2p 


1 1 


+ 1 
129] Pour p= gg = 
[129] Pour p zi q 5) q 


2 


eS 


‚4 == y* elle donne: 


en rr 2 (D. 172, N° 3). 
— er 


| (1 — 29) (1 — 21+!) de 


o 
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on obtient, puisque pour q == 0 l'intégrale s’'évanouit et que par conséquent alors il n'y aura pas 
de constante à ajouter: [130] 


Eerd 


q 
Lypt4 ap? de mof qr 2p qz p+qn 
=— Sec. —-dg=f Sec.yd Bilk oil 
| Eee al Dl ec ap q | ec. y y(oours nl en 5 (T.175,N° 11). 
0 ‘0 0 


laptg Jap de 


Er Ce la différentiation par rapport à q donnerait 
enk, ULT r 


Lorsqu'on avait [ == Í 


a 
dl kaptg Pl de 7 
== ES Tang. oe d'après Méth. 7, N° 10: mais lintégration entre 
dq 1-2 # 2p 

0 
les limites O et q ne fait point Évanouir la constante à ajouter C, puisque l'intégrale [ ne s'an- 


Zar der 


1 
nule pas pour cette valeur zéro de q: au contraire elle devient dans ce cas: | TE 
— PP al 


0 
la valeur de C par econséquent: donc en retranchant cette intégrale de l'intégrale I, on aura: 
lapt arl ZaP de 
1—a?P ele 


== zE — Tang. sp zj d.lCos. 3 = Vos (E175, NE 
A 2p 
qu'on pourra écrire aussi sous la forme suivante: 


f: (21 — 24)? da 


PaP ale 


Eine ET WEEER DE en + (544) 
- Ki 

La méthode employée nous a indiqué que l'intégrale proposée ne saurait être évaluée, c'est-à-dire 

quelle est infinie: et c'est le cas en effet. 


[130] Paree que par la substitution « m5 2 on a: 


ud kid 
2 4 dy Cr 1 TE 
js teder == Í BSinv. Goey 5 Í dl Tang. y — T2 { Tang. a nd bd Tang. E BT 
‚0 “ap zp 
dm aL 
[131] Pour g = let p= 2, En donne: 
l— d | 
e Eer ee kr (545) 
Í arnarte 2 


Une détermination exacte de la constante a été quelquefois onbliée et c'est pourquoi l'on a parfois obtenu 
par cetté Méthode des résultats fautifs: voyez entre autres Eurer, Novi Commentarii Petropolitani, 
T. 19, p. 30—64, p. 66—102, deux dissertations, qui ont été recueillies dans ses Institutiones Calculi In= 
tegralis, Tom. 4, Suppl. II, $, 2, p. 122 et Suppl. V. $ 1, p. 260. 
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IE | 


de k 
9, Quand on veut Évaluer lintézrale I= f U(l +aSin.’ 2) —_—— en 7 Suivant cette 


(lp? Sin. «) s 
0 
méthode, en la diflérentiant par rapport à a, on voit tout de suite que Pon retombe sur une fonction 


elliptique de troisième espèce: done il faut distinguer ici trois suppositions relatives à la valeur 


de a: 1°, —p? Sin* a, 2°. Cotta, 3. — 1 4 (Ll —p?) Sin.” «. — Dans le premier cas on trouve: 
7 7 

di d fl{l—p? Sin.? a, Sin,* r) dr 2 — p? 2 Sin. «. Cos. «. Sin.” vdv nd 

da de, Vl —p* Sin. «) En | (1 —p* Sin? a. Sin? a) (1 — pp? Sin.” «) 


0 0 


7 


2 Cot Í de da | 
zis ET NEE == 
| V(L—p* Sin.® wr) Eu Or Sin.” a. Sin.” (lp? Sin. ‚) 

“0 


Pe) 
— 2 Cot. a. [F(p) — WW (—p? Sina ‚p)] == eee LE (pe Ei(ps 0) Bip) EE el}, 
(lp? Sin.* 


en y substituaut- la valeur de la fonction elliptique de troisième espèce [132]. Comme 
pour « O Fintégrale I sévanouit,'il faut intégrer ici depuis O0 à « et il vient: 


Pr er _ E(p, a) da ze Flg eden TA 
de —p* Sina) ef za (lp? 2 Sin. Er id / (l—p* Sin.* a) Ee 
“0 


—= Jak p‚e)d. F(p,‚«) — {F (p ‚«)} 2 … (a), et que l'autre intégrale est Y (p,«) par définition : 

0 

dE 
21(1 — p: Sin? &. Sin.* x) da E rr 7 EN 9m 5 \ AAR pe] 11) 

| Aap sm EOF Of — Foro (THS, NW), 

o 

iT (1 + Cot? «. Sin? ov) de 11 

En second lieu soit lintéerale: ll == Í er NE 


OO emi 
(Ll —p? Sin? «) Olde 
_0 


er 
7 


7 Kd 
2 — 2 Cot.a. Cosec.* «. Sin. vd 7) di de 
ES (L+- Cotta. Sin. 4 lp? Sins) Sine Eri Ce ot ta. Sin.” a) (lp? 2 Sinte) 
u 0) 
dr Ì 2 — 2 '(p) 


dige nf A dl (Cot.* ze U == 
V(l—p? Sin. @)| Sin. «. Cos.u ze He Ksds @ 


Sin. a. Cos, « 


(132) Car suivant Vermuist, Traité lm. des Fonctions Ellipt., p. 105, on a: 


Tang.a 


n'(—pSin.a,p) — W PP (1). B (pe) — B (0) F (pr, 0). 

er el Ad le 
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2 
sb V{L—(l—p?) Sin. «} 12 
—_ {EB (p)—F' (p)) F 1 — p?),«\ f‚, en substituant la valeur de la fonetion elliptique de troisième 
p)—F' (p pe) ptig 


[; + F'(p).(Tang.a/ (1(l—p*)Sint a} —E{ (Lp? )e}) — 


Í 153 E E Ege \ À le fo mule identiq ue Id et vu que nn 1 RA da == == 
’ Si 0 ve 
espece u g rd d 14 r ( ) q | Í Jg | 


== U Sin.a, Vintégration donne maintenant: I= — 2F'(p). lSin.a Ha F (y/(L—p'),e} — 
—2F'(p). rW/ (Lp) — LE (Pp) — F(p)} [FW (Ll —p*)e}f? +C. Or, Pintégrale I 


TE 
s'évanouit ici pour la valeur 5 de «; par conséquent: 


2 1(1+Cot 2 a. Sint) de te d 
Í ret ele Mn te a — 


ZE ' 3 * Mu mier 2 a 
— (E' (p)— F'(P)} [Fl e} [PF (Lp) —Ip.F' (p) (L. 348, N° 14); 
7 : L N { zr Keen 
où dans la réduction on ‘a fait usage des formules Yr wears a W(L—p°)}. 


BV (lp?) gl [BA et Fm PPE (LP) HEF (Op) 
—F(p).P (/ (1 —p°)}. [135]. 


En dernier lieu on a: 


fi Ted la ame f (L—p?)2 Sin. a. Cosa. Sin. de 
da 
k { 


tl} 


(lp? Sin.) 1{1(1—p")Sin 2u} Sine W(l—pSinZe) re 


4 
2 


í —de dr | 


_ lp? )Sin.« Cos.a 
| la l psi) [It l —(l—p?)Sin.te}Sin. ta WA lp? Sin.) 


Ep Sinta 


2(l—p*)Sin.«.Cos e P) ee 
En nen —F( ER AE edn zel 

Enlil ) Sin? « anr en ed ain 
—F' (Pp). B (W/(l—p?),e} — {E'(p) —F'(p)} F WA—p*)e}} par \'élimination de la fonc- 


A 


tion elliptique de troisième espèce [136]. Lintégration par rapport à « donne maintenant: 


laf (A —p*),e} —2F (Pp) (lp?) e} [B (p) FP PE (lp), e} HC. 


[133] Voyez sur cette valeur Vernuist, Fonct. Ellipt, p. 103. 
(134) Veruursr trouve cette formule dans ses Fonct. Ellipt., p. 115. 
[135] Sur cette formule voyez Vernursr, Fonct. Ellipt., p. 73. 
[136] Suivant la formule de Vernuusr, Fonct. Ellipt, p. 108. 
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ke 
5 DCN 
. 7 SN é 2 L(l—p? Sin. « 
Pour déterminer la constante C posons « = —; alors lintégrale devient: Ohe — 
2 V(l—p? Sin? r) 
“0 


Ì De AAS EEN a 
En (pl —p?), (L. 348, N° 12), comme on la déduira Àà instant de la première intégrale 


1 
de ee numéro; dès-lors. on aura léquation: „ll — pp). F' (p) =P (LS pj 
— FP). [PA — PE (Lp) — U} — (Ep) —F(D)} [FP A —p°)} | #C 
21 — {1—(l—p?)Sin.? a} Sin, 
pour calculer C, et par conséquent l'intégrale: [ me Jee Sn al de 
4 (lp? Sin? w) 
0 
ZE (V (lp?) } — 2E (p) YW (ap?) } — (BD) — F0) [F pe}: + 


1 / lp? 
=- BE (p).— 
Pp 


TT 
mit WW (Ll p?)}. (D. 348, N°. 15). 
7 


TT Aen, (1 —p? Sin. z) de 1 
Pour # == — la première intégrale donne: en = =l(l_—p?). F (p),[137], 
2 (Ll —p? Sine) 3 i 


Dans la seconde intégrale prenons Cot.*« — p‚ alors on a par la 


0 
que nous venons d’employer. 


substitution p Tang. —=y: 


Arctg. ( 4 ‚) dz E dy 
an be (546 
WW (Lp?) e} / V{l— (lp?) Sin? 2} J 2 yepty)(l+py) ed 


TE de ig Ged 1 — Sin.2 
dn ee ene en F ‚ en y substituant y= rn Or, 
l4-p í | lp 1 4 p Ll + Sin.z 
SO Ee == En — | Sin? z 
14p ) 
Ì l 
cette fonction elliptique se réduit à — F’ Wp?) [138], done: F/(l-—p* e= EWS) 


Ì 1 2e lp 
De même: Y (W/ (l—p*),e} = zE WA} EW (Ip) — A) 


‚ done: 
4 lp 
7 
21(1 p Sin.* #) dv Ì Diek 7 7 
EE Leie a = —l(p).l ETON Wap?) (T. 348, N° 10). 
V (lp? Sin? a) 2 ov 8 
“0 
[137] Elle est déduite d'une autre manière Méth. 17, N°. 16, 
[138] Voyez Vernuisr, Fonct, Ellipt, p. 118, — Il s'ensuit encore: 
] ds 
3 E en ip) nn en venete (547) 
Valpta)lpe) 
0 
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La troisième intégrale ensuite donnera pour Sin.* EE: 


lp 
E N 
U(l—-pSin?ade 1 2(L—p) az 
nn en) le (LS IN (SLEEN EED 
W(l—p? Sin. 2) PJ (p) Vp 8 Www ( P )} ( = ) 
0 
La somme de ces dernières intégrales sera encore: 


7 
(1 —p? Sin. re) de 


KO) 
(Lp? Sin. «) 2 


1 JE 1 4 3 En > 3 
— 3 Fe} rn WW (L—p?)}. (T. 348, N° 16). 


Enfin dans le troisième cas soit « — 0, alors: 


pe MIS) j5 er Fot wap), 


V(l— p? Sin? wj W (lp? Sin? ©) 


(T. 347, N°. 11), d'où, suivant Méth. 4, N°, 8: 
Ed LSin. xv 1 a 
Pa de == — F'(p)lp—=F 1 Speke ENe EE 
V( (1 — p? Sin.* #) 7 2 (p)lp 4. Wi Pp) ) 


®_Arctang. px d. 
10. Soit rf EE alors la différentiation par rapport à p donne: 
get -e 


0 


dl de EP n 
- En suivant l'intégrale (475). Puisque l'intégrale s'éva- 


dp | (dp? a°)(q? He?) 1 pg 24 


. nouit pour un p zéro, il faudra intégrer de O À p, ainsi: 


® Arctg. pe de À 
he ee Sn RSE eene (548) 
WAN ete dee 1 1 depg 2q° 
0 
l de dz 7 
Soit T — f Arctg. qe — ——, alors: — NE 
| Pay (le) En EV (le?) (LH 09°) 
{ 
suivant V'intégrale (398). lei encore l'intégrale s’évanouit pour q =— 0, donc: 
l dr q mt dq ” 
Arctg. ge — ef n= ll 1 a (LT. 261, Ne lon 
| lame) laren EE 
a 0 
ede d1 


2 r 
Soit rf Arceot. — —— S 


a et différentions par rapport À p‚ alors il vient: — = 
pag? d, 


0 


(139) Elle est déduite autrement Méth. 37, N°, 5. Pour p =1l on a T. 26, N°. 2. 
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rl de 7 ) N t 
su En f „d'après. Méth. 27, N°. 2. Pour p= 0 on à: 
prhetg—at Ep dg? 
) 
: ard { N xe ev ede 
Areco == Arccot. @ —= 0, done il faut intégrer depuis p — 0, et dès-lors: Arccot. —— 5 = 
Pe —g 


LIN 


Par pd zm fp 
= 7: RN Í dl(p* +q°)= zi mn (1265, Ne 13). Pour pg == Ikonsennuren 


dr 4 q 
( 
ade Ì «ede fik ede 
Oee | Arceot. Ben Hr ING IDE Sj A Se | Antolini Dans 
4 — ll ze —l 
“0 0 ik 
Ì 
I RTE Arecot. ee le ED 
la dernière intégrale supposons v — — alorsilvient: £ —— 5 Ee —_—_der= zie (T.258,N°28). 
1 u — 
E y E 
y Se dr Ee 5 d1 Es ii de 
Soit [== B et différentions par rapport à b, alors: — == en 
Iz? dh THatbaj l4-u* 


Zabd-(la*—b) a En (lFa®) peab(L-ta?—2l? El: 
SC HAa*b? ne 1 4e? rif 1 + (a + be)? dl 


dans la dernière intégrale prenons a + be —y, où les limites de y deviennent — oo et «, et où 
le dénominateur devient 14° et le numérateur (1 Ha? +b?)at(l Ha? —b*)z; par con- 
séquent la réunion des deux intégrales sous un seul signe d'intégration fait évanouir dans le 
numérateur le terme qui dépend de zr, et il est: 


dI _—l en pat bb 


do (lHa*- —b°)? da? b? 


WI an... (549 
le? (l-Ha? —_b*)* H4a?b? Oe 

— 0 
Lorsqu'on intègre maintenant de &— 0 à b —=b, on a pour Ja valeur de la constante à ajouter ce 
0 


=— m AÁrelg a, done: 


de 
142? 


que devient l'intégrale L dans le cas de b —0, c'est-à-dire* Í Arctg. a 


00 


5 de Tarbf _Zab 2a 
Í Arctg (abe) — ed Ke Arcig. dd. Arclgi lj |= 
a° 
“o 


j 1 +2? 2 OL 


— 0 


2ab \ 13 2a 2 za 
— a Árctg.a — — 7 drag. | ETR ri B Arcig. zn EEE Arctg. ake 


> 


zf 2a Zab \ 
= —j Árctg. | —— t ea Held 
z | rctg es orde nl ( Ss ) 


je Cos. ede Tr Í 1 
= + En TEE 


1 dt p Cos. e Tp | V(l=p?)f? 


11. Pour] =| U (lp Cos.) de, on aura: 
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d'après Méth. 1, N°. 13. Intégrons depuis la valeur zéro de p‚ puisque alors l'intégrale 1 s'évanouit, nous 


; 7 p (dp dp MIE 2 
aurons: f_ U(Ll dp Cos.r) de —= 7 | a sv( (ou par la substitution de y° =l—p? 
À VZ 
p Vp) d Vu-p % ESE 
dans la dernière intégrale) = [ld otef 7 4 = Si d.lpd- sf EES = 
ie _ 
D úl ‘0 Ll 


Pp pee Al l—p?)}® | 3 me \ 
So dlpt 5 | u En pl ‚ (en retournant vers la variable primitive p), 
0 0) 
LE Os 


fu HV (Lp?) == ‚ (T. 353, N°. 9), où lon doit avoir p? <1, 


0 
d'après lintégrale employée. [140]. 
1 7 
Pour —=g, d'où q* >>1, on trouve après la soustraction de riesgente pdr =anlip: 
p 
0 


el 
EL, (a2 >1); (E. 353, N°. 11, 15), d'où pour g == l on 


Te 
Í L(q + Cos.r) der = rn 


0 
obtient de nouveau les intégrales de la note précédente. — Mais pour déduire cette même intégrale daus 


dI fg L 
le cas de g*<1, on a: as =| zi 


7 PE pour g° <1, voir Méth. 1, N°. 13; pa 
0 


7 
Í L(q + Cos.e)* dr —= C. Pour déterminer C supposons q =— 0, alors la valeur de l'intégrale est 
0 
kaf 
trouvée être (Méth. 4, N° 4) — 2arl2, done: Í l(q + Cos.x)° de —= — 2nl2,(q* <1); (1.353, 
‘0 


L 
N°. 10, 12). [14)). Pour g= — elle donne encore: 
p 


[140] Pour p =1l cees intégrales valent encore, car les intégrales U(L + Cos.) de = — nr l2, 
0 


(TE. 353, N°. 7, 8), coïncident avee eelles, que l'on a trouvées Méth. 4 à la fin du N°. 4 et au N°, 3. — 
La somme des intégrales dans le texte donne encore pour p? < 1: 


5 NE 
| U(L —p? Cos? zv) de —= gar EUD Eben RE . … (550) 


0 
[A41] On en déduit encore: 


7% 
hk mn tn arie ideen ee „(q*>1).(1. 353, N°. 14et 15). 


0 
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[ra zt pCos.o)* de = —ZnlAp, (p* 21). [142]... (551) 


‘0 


7 de 
L’intégrale il L(L & p Cos. 2), donne par la différentiation par rapport à p: 
os. © 


d1 7 dz slan % En 
ze en Gapres Meth, Nador Done Eon Pintégrale 
dp ltEplose Ww(l—-p*) 
0 
1 s'évanouit avec la valeur zéro de p on trouve (encore avee la restrietion p* < 1): 
7 dt Pasop ’ 8 
UL tE plosr) =| n= + Aresin.p. (T. 355, N°. 1). 
Cos. « V(l—p*) 
1 Soit -E nen 2) de ì é dI (lernt de 
2. Soi = QE) alors on trouve: =| = in 
| Teen dT) iaer Le”) 
D 


Ì 
[143]. L'intégrale s’annule pour q = 0; intégrons done depuis cette valeur 


=n 2V/( Er): 


de zr (U/(LHg) —1 q 
ef : U ON Se u | Ee z 
de q, alors jk (l4gqe 7 nj EED dg | UU HW (1 9)} 
ri, (ERG EN en 6) nes Vv) dig en eeeh ene .… (554) 
o 


tel | 


Ei: U(L 4 q Cos? 2)dz, (T. 334, N° 8), par la substitution de e — Sin.y ou de # — Cos.z. 


il xd: l Kn vd; Ì 1 1 
Soitencore J== | Ll 4q4*) : tg: 5 7 e ek Ell Laag. 
Vl?) “ag Plage? y(t”) lg eg? ovl) 
a 0 
7 
[142] D'où: Í U(L =p? Oos? ode —= — Anl2p.lp? lere eee (552) 


‘0 
[143] Car par la substitution de @== Cos. y on a: 
ar 7 


Wh? de 2 Cos.* y dy afs dy m7 7 de: 
Ee nf aanne 
lage? (le?) A dE dee 147 Cos.*y ale W(149) 
0 0 
[144] Car on a: . 


Ll z de 1 (Hf z? de 1 (qr TE 7E mi 
en nen EE eN 
| Lpqe? /(l-e®) 1 ne ee en de 


par Vintermédiaire de l'intégrale (553). 
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Puisque pour g —=0 Vintégrale I s'évanouit, il faut Hd entre les limites O et q; dès-lors: 


1 o° de mn (1 qg—2 1 
La leren NR en er dl {1 1 — 
| Wee) | A ze ++) 


PIEVE Ito 
lts’ 


vn Ae 


voie de soustraction on peut combiner ces intégrales avec celles qui précèdent et Pon trouvera: 


L 2 1 + (1 1 Dn IES 
rat aerdeva en —i | lk Bae (T. 162, N°. 5 


ee (PES 165, NAS 


vla 


ce 
7 
El 


old 


U(L + q Sin.* z) Sint ede —= Í L(1l + g Cos? ur) Cos.*adz, (T. 335, N°. 5 et 7). Par 


„iQ 


2 UT vg 
“0 
5 T 
2 2 
=| l(l 4q Sin? z) Cos? ade,... (556, —= Í UU HqCos.* 1) Sin? ede. (D. 335, N°. 6). 
a) k 0 
: EVA neee « Cos.ade 
13. Lorsqu'on différentie lintégrale 1 —= en par rapport à p, on trouve: 
RE ®Cosade —e ® Cos, Bat 1 h K REIST 
== En en TE TP, suivant Méth. 5, N°. 8. Mais he 
dp 5 p +e? pe? 2p 
0 
Pintégrale ne s’Cvanouit que pour une valeur infinie de p; par conséquent il faut intégrer depuis 
: , Ee »Coserdr P Ten 5 
oo jusque à p‚, et on aura: Í Arcig= == zg ePdp=— , l(eP).(T. 431, N° 2). 
4 P RO =p id 


2e) 


1 ide 5 e= „je 
Changeons p dans — alors par la formule connue Arctg pr E Arclg.= —= Árcig, _— es == Arclg. an 
p P zi 


Ins pr- = 
p 
qui vaut pour chaque xv positif, on trouve: 


í ((pe)= | Cos. ade 


TE Eel 
Arctg. | er — {lie p) +li.(er)} . (557 ct T, 481, N°. 3). 
IS vrle i PJ 
kj 
et — eTTE dl 

la. Différentions Vintégrale ek Ep Sin. pr da par rapport à g, il vient: En = 

=|" — e=1% Sin. pu de = — ora grtais Méth. 4,N*, 11, Nous voyons tout de suite que 'intégrale 
Par 
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EP4 . 2 \ DEN, . - z 
s'évanouit lorsque nous prenons q égal Àà 7, pour ne pas avoir à ajouter de constante; intégrons done 
depuis # jusqu'à g et nous aurons: 


TIE TTT q d q p 
nps ee — Ë Î 7 J —d. Arctg.d.— Arctg.= — Arcig.Â (ES SOB TEN ERSE 
‚ © p° +9 p p p 


QE 1E 


Traitons de la même manière Vintégrale Ï Ek Cos.prda, alors: 5 En ik er 1t Cos prda —= 


d'après Méth. 4, N°. 4; intégrons aussi, et. par la même raison, depuis r à q, alors: 


ree 

DO pGT__ er q d 2 2 
Cos. hen rn Sal ee Let (m. 308, N°. 5). 

‚ 7 p'+g° AREN 
s ' f / Dpqr grt r 
Comme cette réduction subsiste encore dans le cas de p nul, il est: | mt eee 
C G 
A 1 

(T. 127, N°. 4). [145]. 
zel _qapg—l dl lapa ld 1 
15. ek es En Ee eens: cha ee aen ame 
o 


(par la substitution de 27 — y, et suivant Méth. 1, N° 32). Or, comme Y'intégrale T s'évanouit 
pour g égal Àà l'unité, intégrons de 1 à g; dès-lors: 


Nee ante si le —= + al =| 146 ke 6eNe: le 
& q. +0 |. . . . 
0 1 é 


ag 
2m peride dI 2m te gelrtodide gene 1 
16. 1 = EE ED ee rt 0, d 
| peri geri” dp dna p | per Dee 


[=0C. Afin de déterminer C, considérons que lintégrale L devient discontinue lorsque p est 
égal à q; donc il faut distinguer le cas de p <q {posons alors p — 0, d'où I= 0) et celui de p >>q 


2 peride 
rn = 0, (p <9), =2r,(p 9). 


27 
(prenons alors p= c, d'où I ei dz==?2r); par suite dj B = 
0 


dz 


2 
+ pee (gere 


(T. 41, N°.8,9), Tout de même 1 ge ‚p<9),= 0, (pg) (T. 41, N°17,18). 


* 
[145] Déjà déduite autrement Méth. 9, N°. 22; voyez aussi Méth, 18, N°. 5. 
[146] Comme on a trouvé Méth. 4, N°. 13. d 
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OMA 2 d 
17. Ewercices. | pm et dan = Z Arctg.E, (T. 181, N°. 11), 
a qc? q q 
0 
P1tp'a? de z t dn Taal 
Mn gr == ld . (558), on, f U(LH2e CoshHa?) ENT, gt PE 
0 0 
l da 1 Ì 
frasonrten jer tad h?. (T. 160, N° 14). 
LX ad 


0 


$ 6. MmÉrHopE 1l. RÉDUCTION À UNE AUTRE INTÉGRALE DÉFINIE PAR LA 
DIFFÉRENTIATION RÁITÉRÉE PAR RAPPORT À UNE CONSTANTE. 

1. Il se peut qu'une seule différentiation par rapport à une constante ne suflise pas pour 
ramener quelque intégrale définie à une autre assez simple; dans ce cas on peut différentier une 
seconde fois, ou même plusieurs fois, soit par rapport à Ja même constante, soit aussi par rapport à 
une autre. Mais il ne faut pas perdre de vue que chaque différentiation nécessite une intégration 
postérieure, qui de nouveau donne lieu Àà une constante indépendante: done il y aura autant de 
constantes à déterminer, qu'il y a de différentiations eftectuées. 1l y a deux moyens pour déter- 
miner ces comstantes. Le premier, c'est d’attribuer plusieurs valeurs spéciales aux constantes, par 
rapport auxquelles on vient de différentier, de telle sorte que Yintégrale primitive regoive une valeur 
déterminée et connue pour chacune d'elles: alors on a autant d’équations que de constantes à 
déterminer, et la résolution en fera connaître chaeune de ces constantes en particulier. Mais en 
général cette voie ne mènera pas au but, parce qu'il sera difficile, si-non impossible, de trouver 
Vintégrale primitive dans tous ces cas spéciaux. Alors il faut faire usage d'un autre moyen, qui 
sera toujours possible; c'est-à-dire qu’il faut prendre en discussion aussi les diverses intégrales, 
nées par les différentiations successives, et y supposer une valeur spéciale à quelque constante: 
ainsi lon pourra toujours acquérir autant d’équations que de différentiations, c'est-à-dire, que de 
constantes, 


[147] Dans ces deux intégrales substituons z — Tang. y ct r == Cot. z; alors pour q = 


z kul 

] da E de 

TE TEA ee 2 Tang? (T. 339, N°. 31 et 30 
Í (L-p° Co Ueos mr Arctg. p Í Ul 4-p* Tang WE A (T. 3 et 80), 
0 0 

2 d 5 d 

2 hr} 2 t 

l 3 Cot? => K h nd 2 ‘ ‚2 en dee 560 
Í (p* + Cot? «) RTR (559), mr Arccot. p Í l(p* + Tang.* «) Ae (560) 


0 “0 
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2e Soit 1 


| a ed ee qe 


; dl 
da: différentions deux fois par rapport Àà q, alors: pet 
q 


Pr Sin. gede d°I 
gi el ze Er ee d'après Méth. 4, N° 11, 


Terts en 2 B e Pr Cos. gade —= 


dq? p jee p: + 47 
Á Il 2p dg 2q 
- Ik i t g, al ee C == — Arctg. = HC: or, 
Intégrons une fois par rapport q, alors: En BETE WE har relg 5 + or 


dl 
suivant la valeur de map elle s'évanouit pour q — 0; ceci nous donne C == 0 et par consé- 
q 


dl 2 
quent : aû == — Árctang. el Intégrons encore une fois par rapport à q, et nous aurons: 
enrG 
| Ee ae fes, Lire: == —gq Arctg. 5 Elp d4q*) HC, 


Mais Fintégrale ne s'évanouit pas pour q — 0, au contraire elle devient alors infinie: d'où il 
s’ensuit que lintégrale proposée est elle-même infinie. Toutefois on peut en tirer un résultat inté- 
ressant en posant q==r dans la dernière équation et en la soustrayant ensuite de l'autre; dès- 
lors C est éliminé et l'on a: 


9 a Agt 
Aj aan den 
Ps b D 


. (562) 


2 


‘® Cos? qa — Cos.* rr 2r 
| Te 
4 g 
o 


des à 


Mais on aurait pu la traiter d'une autre manière en la différentiant une fois par rapport àÀ 


4 f dl Peper Sin. 2 gede 
g, et une seconde fois par rapport Àà p; dans ce cas on aurait eu: Re et 
q e 
0 


nen 
der ek len 
Baak Ak Ee an de 
at Niet d 


AAE 


d? 1 
dp dg 


voir Méth. 4, N°. 11. Intégrons maintenant par rapport à 


ee 2q 
=f rn rarden zag’ 
0 


d 
p et nous aurons: a ND, tt pen =e ak C ; mais comme rine 7 s'annule pour 
Zi 


p*+4g' 
0, il vient: O=— Arctg.E +C C gaens: Sd 
— (0, il vient: 0= — == 5 en GET Ben, 
q retg 0 An 5 ark par conséguen di g.: 5) g 5 
comme ci-dessus; et dès-à-présent, nous pourrons continuer comme En 
Lap d: 
3. Soit encore 1 = KE EE ‚ et différentions deux fois par rapport Àà p, nous obtenons: 
dI lep da d?T 1 
Te E rap: — |= Pdre == de par eh àp, alors: — nen == l(pt1) + KR 
l o 
E: intégrons encore une fois par rapport à p, alors: IT — (p + 1) (lp +1) —1} +Cp4C,. Mais 
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ici encore il n’y a aucune valeur finie de p, qui fasse Évanouir l'intégrale primitive: car pour p — 0 
elle devient infinie, d'où C,—= oo et Yintégrale elle-même est infinie aussi. Par Yintroduction 
de deux autres constantes pourtant on peut éliminer les constantes C et C,; car désignons l'inté- 
grale proposée par 1 (p), nous avons trouvé: I (p) =(p+4-1) (Up 4-1)—1}4+CpC,. Donec de même: 
Lg) =(q + DU HDI} Cg HC, Lr)=(r ID (U(r 1) 1} HCrHC,: soustrayons les 
deux autres de la première, il vient: 1(p)—1(q) — (pt Ilp 41)— (g+ Iq +1) (PG) HC(p—g), 
Up) lr) = (pl Up 1) (rd Dl (r 1) — (pr) + C(p—r), où déjà la constante C, est 
éliminée: or, il est facile maintenant d'éliminer aussi la constante C, puisque dans les deux 
dernières équations on trouve (C — 1) multiplié par (p—gq) et par (p—r) respectivement: on 
trouve par cette Élimination: (p—r) {1 (p)—1 (9)}— (p—g) {(p) —L(r)} = (pr) (ptp 1) 
—(q + DU + DD} (pg) {pH Dl(p +1) lr Ir +1}, dod enfin par la substi- 
| ge EE PES 


tution des intégrales pour I(p, 1(g), I(#): IE 
. Kij 


0 


= (gr) (p + Ilp + IH (r —p)(q +1 lg HN) A pg) (r + Ir +1) (T. 168, N° 6). 


$ 7. MmÁÉrHopeE 12. RÉDUCTION À UNE AUTRE INTÉGRALE DÉFINIE PAR 
L'INTÉGRATION PAR RAPPORT À UNE CONSTANTE. 


1. Comme dans la Méthode 10 la différentiation par rapport à une constante ramenait 
quelque intégrale définie proposée Àà une autre plus simple, de même on peut quelquefois atteindre 
ce but au moyen d'une intégration par rapport à une constante: dès-lors il entre dans le résul- 
tat une constante indépendante, qui cependant ne nous gêne aucunement, parce que elle devra né- 
cessairement être éliminée dans la différentiation postérieure. 


1 
2. Pour lintégrale 1 —= | rear intégrons par rapport à q, il vient: Í Idg +C=— 


MO 


L el 
— | e-4r de — ‚ suivant lintégrale (61). Différentions par rapport à q, mous aurons: 
eG 


1 7 | 
EA | \e-4 
B N EN (CL. 112, N° 1). 


- EE St (2E : 1 (22 . 
Soit [= ) í eli gde, d'où par Yintégration par rapport à g: [ Idg +C= zi ear de —= 
i 


1 A : 
en MD (ATi 1), d Rt ar kt : De E ad 
après Tintégrale (67). Maintenant différentions par rapport Àà q, et il vient: 


en EN | 
da Í td Gn (563) 


t 4 
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2 — Za 
d'où pour un g entier: Í erde — bas idendere a Vs atebn AT ENE (564) 


0 keel 
8. Soit I fre xP =lde et intégrons par rapport à p, alors |: dp-C== fe-tar-lde =T (p), 


o 
Zune ; B ze ke dr (p) 
suivant la définition de la fonction T; la différentiation nous donne: f ez. Pld == a 
r 
0 

== LZ (p)T (p), (Ì. 377, N°. 1), d'où pour p == 1, puisque alors T (1) = 1, 4'(1) = —A: 
Í etlede =—A. (T. 273, N°. 1). On peut au contraire rendre lintégrale encore plus 
0 


générale, en y supposant © — qy, d'où: Í el (ge) ar lde = od '(p). Mais on a: 


0 


| riad Dn, done: Í Elma dp ee {L' (p) — lg}. (T. 371, N°. 2). [148] 


1 LE 1 
4, te # Sin. pa de, zor f Idp eed Cos.prde — —— Sin. p; done par la différen- 
p 


Sin.p—p Cos. p 


‚(T. 192, N°. 1). 
p? 


1 
tiation par rapport À p: | «Sin. pe de = 
ij 
IL — zp! 5 
[148] On trouve Méth, 37, N°. 3: Z'(p) ——Atf ner, done: f ee lp, al da —= 
—_ " 
0 


iN IL — gp! 
— zl es A —lg + le TE de). Supposez-y p=} et p ==} successivement, alors: 
q ) 


de nn 
San : eef 


en imm en y= (EL EEL ENSREEN 
Í EN eee En del (A+ lg nl) E ( ) 
0 


al Fati tele kee 


d'après Méth, 7, N°, 2. Dans la première de ces intégrales prenez encore z —=y?, alors: 
0 


jva = — (A 4 lg +212} Vo: (T. 273, N° 4). 
0 
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$ 8. MmÉrmopr 13. RÉDUCTION À UNE AUTRE INTÉGRALE DÉFINIE PAR 
L'INTÉGRATION RÉITÉRÁR PAR RAPPORT À UNE CONSTANTE. 


1. Après l'exposition de la méthode précédente, le cas, où l'on aurait besoin de plusieurs 
intégrations successives, n'aura plus besoin de beaucoup de paroles ni d'exemples. Seulement il faut 
observer en premier lieu, que chaque intégration successive fera entrer dans l'équation une constante 
indépendante, mais aussi qu'ensuite les différentiations, nécessaires pour retourner à l'intégrale pri- 
mitive Élimineront toutes ces constantes, qui n’appartiennent pas au résultat cherché: et cela de la 
même manière qu'auprès de la méthode précédente. 


1 
2, Soit Yintégrale 1 — Í e1tatdr, et intégrons par rapport à q, il vient: [ Idg 4+C= 
0 
1 ‘ (2) 
== ij er zalde. Intégrons encore une fois par rapport à q, et nous aurons [ Ldq* + Cg +C, = 


0 
À rd 
. . . as 
= + f etat? de. Continuons de la même manière a fois, et nous tomberons sur l'intégrale 
Ke 


N 1 1 e-4 j 
continue: f e-U2dy = — — —; de sorte que nous obtiendrons: 
g 


0 
[ Lg Eran 1 et 


Ui OO ele 


a le) a—1l 1e q 


h 


Maintenant différentions a fois par rapport à g, toutes les constantes indépendantes Ca—1, Ca—2...C, ,C 
s’élimineht et nous trouvons: 


L da 1 —e-4 Lelt da e-1 
| rn ASU (— lpg = 
A dq q qe! dq q 
1 TT a 
== Ee ee an E NEA (565) 
get 1 Gi 


$ 9. MmÁÉrHopr 14. EMPLOI DE LINTÉGRATION PAR PARTIES. 


1. On a vu dans la Première Partie N°. 41, comment la méthode dite d'intégra- 
tion par parties peut être appliquée aux intégrales définies, et l'on a trouvé la formule: 
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R R R 
[ro 2 —f@r0) ok F(: Le ) Il en résulte que l'on pourra faire usage de 
Ĳ à r zl 
cette méthode toutes les fois que la fonction À intégrer, entre des limites quelconques, peut être 
divisée en deux facteurs, dont lun soit la dérivée de quelque fonction eonnue; Y'intégrale est 
ramenée dès-lors à ume autre qui doit étre connue ou qui au moins doit être plus simple à 
évaluer, pour que la méthode soit utile dans le cas présent. Mais en outre il est nécessaire que 
la fonction déjà intégrée, qui doit être prise entre les deux limites de 'intégration, ne donne 
lieu à aucune difficulté dans sa détermination, c'est-à-dire quelle soit continue entre ges limites, 
ou que, dans un cas de discontinuité, la correction respective puisse être trouvée, et que par 
conséquent ce terme ait toujours une valeur déterminée. [149]. 
an oo L = A En Wed eej 
2. SoitI= [ Sin.pe.Sin.qe 7 =— Í Sin.pe. Singel ed En Í ek Sin.pa. Singa. 
F 0 ij i Ono 4 
Or, ici le terme intégré a pour # — so un numérateur indéterminé, mais plus petit que l'unité; 
Sin. pe 
est 
z 


le dénominateur au contraire étant infini, le terme s'annule. Pour z — 0 le facteur 


Z 


égal Àà p et l'autre facteur Singa est zéro; donc le terme est Également nul, et s'vanouit par consé- 


Ì 
gquent entre les limites O ef oo. Ensuite on a: d‚Stn.pa.Sin.ge =— 5 d.[ Cos. {p—g)e} —Cos. ((pd-9)e} |= 


B LSin (pe) EEL sin (pe). Done I = 0 | Sine 0e} + 
0 


E d ki L. 
+ err Í Sin((p4-g)2} Comme on a trouvé Méth. 6, N°.5: | Sin, me =; pour un 
z 4 
J GÁ 
r_positif, il faut distinguer ici les cas où p — q est positif ou négatif, et l'on trouve: 
k de BEGTE pdr <1 ak BAANT Ze A 
Í Sin. pz. Sin. bn Tm mpg), = 2 2 Es ER pr. (pg). 


0 
(T. 198, N°. 1, 2). Dans le cas spécial de p — q on trouve: 


En de pdga 1 E 5 
| sn on SED ANES Hi) 


0 
EN ' É da lenen R ‚ 1 

On a encore: Í Sin. pe. Sin, qz. Sin.ra — = — al Sin, pe. Sin. qu. Sina d. — — 
E T 


0 0 


[149] Sur ce sujet on peut consulter une Note dans les Nr der Kon, Akad, v‚ Weten- 
schappen, Deel 2, où j'ai traité de cette méthode, 
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— Sin.pa. Sin. qe. Sin.re)® 1 (*1 
en) ee 5 Í E d.Sin.prv.Sin.gz.Sin.rz. Ici pour les mêmes raisons que précé- 
0 0 
demment le terme intégré s'évanouit. De plus on a: d. Sin.pa. Sin. ge. Sin.re — pCos.pe.Sin qe.Sin.rat 
, D] . 
in Sin. (gt Ee re 
+ g Sin. ra Sin {(a+o)a) 5 ie + r Sin. pe lede SES, k 


pad & 


Hg Sin. pa. Cos. qe. Sin. ra + 7 Sin. pa. Sin. qa. Cos. r@ — p Sin. qz 


On pourra done employer ici lintégrale précédente, mais dès-lors il faut connaître auparavant 
les relations de grandeur, qui existent entre p,gqet r; soit en premier lieu, comme il est évidemment 
permis de supposer, r>>q >p; d'où toujours rtp>r>g,g-PSASn tr erDp. 
Encore faut-il distinguer trois cas spéciaux: 1 >p dq, d'où rpg, ptn rp; 
rpg, Voù rpg, phqg=r rg=pi et rp doù rpg, PHIDT, IGP: 


à prendre pour chaque intégrale partielle 


Maintenant il n'y aura pas d'incertitude sur la valeur à 
5 dr 5 Sin. Sin. {(r— 
et lon a: Í Sin. pr. Sin. qe. Sin. rx nl — | [p Sin. ge- in {(r+p)z}+Sin. ((r—p)e} ri 
7 


2 
0 
eend Sin. {(pHq)z} En {(qg—p)e) Er Sin. A Uq +r)a} en Kd 5 Ee 
WN EI Aj BEAT gp erfpen PET Ee fe SPE RE 
—EE + EE el +il5 EN peert T+ E)+ 


Ee 


2 
+ In EN forte Hg? 4r°), (r qe). (L. 198, N°. 8,9). (150). 


9S e d 4 St 5 2 e 
in.pr de 2 un Zij | p Cos.pade. Or, comme 


1 
PONT en 
rel / aatly/s Zal o/o), Zal} ae 
0 


0 


le terme intégré s'Évanouit pour la limite oo de zv, et que pour la limite zéro ce terme devient 


® Sin.* qe. Sin. 1E an 


=ir m7, r> 2q), ltr r <2q). 


[150] Pour q =p on a: | 5 


0 
(T. 198, N° 6 et 7). Mettons-y r — q, alors il faut employer la dernière valeur, qui nous fournit: 


0, 3 3 p 
| che AGIS 5i°m. (T. 197, N°, 13). 
0 
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infini à moins que l'on wait a — 0, Yéquation précédente ne nous donnera rien que pour cette 


® Sin. pr d. — 2 Si Ë 
valeur zéro de a. Dès-lors on trouve: | en - el er Kl ie > p Oos, prada = 
ave Ve 
Be de 6 
= of Cos. OR =WV2pn, (T. 225. N°. 2), d'après Méth. 18, N° 6. De même on trouverait : 
z 
0 
Í Cos. pr dr ef De Sin.* en A: hen po dea — Lypr (wr. 225, N°. 23, 1,12). 
EW U ' eve 
de Arctg. qa > / 
Bleef Are. qe hen A0 Sr eN 
K ) ze l4g*e? 2 q° 
1 
où le terme intégré est nul pour z infini et égal à Arctg. q pour e= l. — Lorsqu'on aurait eu 


à intégrer entre les limites O et oo, on se serait trouvé ramené Àà une intégrale infinie, done: 


nie de 
Í Arctg.ge — — oo. (DT. 264, N°. 2). [152]. 
de 
5 
Id 
Afin de déterminer ainsi l'intégrale Í Arctg.r de, intégrons premièrement de 0 À p; alors: 
KU 


dt 


p PP 1 
ES | Arctg. a de —= 2 Arg | al re == p Arctg.p — za + p?). Pour p == oo cette 
re 2 
0 % 


valeur devient @ — oo, indéterminée; e règles usuelles donnent done: 
ak e2pAretg.p fz + Eelt 
e2p Arcig.p 1 En 2pArctg.p 
Aen e Arctg.p + ae 2 Arctg. p. 
l4p* 2p __2p Arclg.p 1 + p:) 
a Le : EN : 0 
Pourp == ona: | Arctg. p + > 1 p? = 7? Arctg. p = mr, mais la première fraction est encore 5; 
Pp 2 
dn 2 1 
[151] Puisque: — en dE Een (8 dee dl(l +q°z*) 
ele? r ee 
L kl 
etn zt def al 1 Loen - 
on dr REE Ee (5367) 
ONE B nl Aa WD AR ef (5 Bee 
1 
Dans l'intégrale du texte prenez q — 1, alors: 
wen 568 
U ke OEI EVT ORENE DL DS Te5 ao 
| ee (568) 


dl 
[152] D'où il sensuit que la valeur trouvée par Cavcny (Savants Étrangers, Académie de Paris, 
T. 1. An. 1827, p. 599. Partie Il, $ 5) est fautive. 
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0 er 
or, puisque en général pour # infini — —= Tona enfin: I= et Í Arctg de = @. 
7 


ú 
(LOON SUI): 
5. Encore est-il: 


Ô 1 Ì pdz 1 
| Arctg. pe de == aeg. pel — | Br drelgp— Ul + p°), [153], (L. 108, N°. 2), 
DT sp - 
0 0 


1 + 2 2 
0 
1 l l pde 
f veinpaae=a aring) ll 7 pr eting Vil—p* ei (T.108, N°, 4). [154]. 
v(l=p" er? p 
0 O0 


Dans ces deux équations les termes intégrés s’annulent pour « zéro et prennent une valeur 
déterminée pour x= 1. 


é Sin.x.Cos.ede —1l f2 ed 
6. ak F(p, Se Em op? Í F(p,e)d.l(l—p? Sin? a) = 
0 0 
ud ad 
its def uns ed 
ap «).l(L—p? Sin il En al (L—p* Sin.* dln RTE Sin? DER 
0 
ll 1 ! hl ed hs 
men [r (p). (lp?) —0 Ue] ZE P(p) (T. 375, N°. 4), à 
2p° 2 4 
Yaide de Yintégrale de Méth. 17, N° 16. De même: 
5 5 5 
2 Te 
nails Epe r). UL —p Sin. + 
Vl p*Sin* z) 2p° 
0 0 0 
1 7 
ie il Ul—p? Sin? e)de y (l—p* Sin. ta) pe [eo JUUL —p?)_— Olp?) F (p) + 
E 0 
tete) Po} oe [et ar + [eter | ro}, erm 
d'après Méth. 17, N°. 16. 
AE, Lude kept 1 
(153] Puisqne: | Ip: = ap: il dl(ldp*e°)= ape EEP). Re Tnt 5 (569) 
0 0 
bide 1 ofl 1 
[154] om (rarr if nia) mei (SSN SCN 
me B En 
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1% 
E 2 F(p,z) Sin. x. Cos. ede —1 d aren uE : 
n H Ps 5 de ®, _— == 
Ees Í Cos.*oHSin.z. V(l—p°) - Tl V(L=p")} | (wp „e) d.l{Cos.* zhSinto. /(1—p*)} 
0 0 
en Z 
== me pijen Costa} Sinta. (l—p®)) le f hoort Sata) 
Ull jk Je V(l—p? Sinta) 
—l 1 2 (l—p°)? 
P' (pl {VV (L—p?)}—0— nn == 
vir) OWA ven PO 
5 rn 2 (T. 375, N°. 5), d'après Méth. 28, N°. 11 
Ce En À El . € E] . E apre ‚ #Ò, 5 5 
Bl (lp) le} Ae") Eva 
zt ante °m Sin «. Cos. a das En 1e 
n trouve de même: 2p en p‚a)d. 2E) == 
a P»2) 1 tp Sin. z | Ke den 
0 
: ie 2 de 
= F(p‚r).l(1l #p Sin”) — Ul & p Sin.” A 5 —. Or, comme cette dernière 
(lp Sin.? x) 
0 0 
intégrale a déjà été déduite Méth. 10, N° 9, il vient: 
5 o 
E: Sin. e.Cos. da 1 2 2p 
F(p,? == 7— zi U(1 on Part NE ND |= 
Ee Tp. DUA) — Zp TOEF WA) 
0 
te vaa VD zer Eme hs 
En ln an: ret DV (=p) (572) 
2 >p 
5 S 
in. «. Cos. da 1ef pl nie 
Eet tel nl LRL pen, 
[ BON nn gt AD tn OFF WAD] 
( 
= (pp). Slee ES ONE OPE OP Ei 5 
Trane EV er (573) 
d'où nous déduisons en prenant la somme et la différence: 
2 Sin. z. Cos. a da 1 lp 
F rep ln rd a TR A 574 
1 sal lp? Sin.* © Sp (@) lp er 
0 
% 
2 Sin.3 mr, Cos. eda 1 4, 
nn Elp) 1 515 
[rw 2) lp? Sin. z Sp? ») (lL—-p)r rp ad P Dj 07) 
0 
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= 7 Cen 
2 Sin. z. Cos. de sl 2 EE 
Enfin: f Pp, =| F(pe)d. Arctg.f Tg (Lp? Sinta) \=—= 
re Í ie EK V(l—=p?Sin.?e) _p° Sind. cf pre)d.Arctgf Thay: (Lp* Sin. aj 3 
ij - „Tan 
re [Fe v)Aretg{ Tyr (lp? Sin. a)} Kf Arctg. Ugh (lp? Sinte} A 
p°Sind.Cosik BEE p vl pe 


Se | zr 
ER ie Sin.A, Cos. Ír (p)- deeg, {Tang. Â.v (L-p°)} == Er 
à aide de Méth. 10, N° 2; et par Méth. 7, N°. 23 encore: 


Sin. w. Cos. 


EE 


de 


E(p, 
f- @ D=: —p* Sin. Sinte /(l—p* Sine) 
0 


to À 


—f Arctg. (Tg. (lp? Sin? a)}drf/ (lp? Sin? de 


0 


2 
Ei (p‚o). Arctg. {Tangly/(l—p? sua} - 
k 8 


TT p°S Sin. aen 


vara Ar Ome 


TT 7E Be 
ZED tg Cot {Ly (1 — p° Sin: 1} | imi enn e n 57 


B 12 SB Pare 
Zi fre ef str eef tad (px! de = 


kad 


8. je CosP x. Cos. gede —= 


0 


devient infini pour la limite O de z; done il vaut mieux raisonner de la manière suivante: 


4 


0 


gel 
yin! 


== 


On 
RIS | 


ik Sin. qa. Sin. z + Cos. qm. Cos. }] af de (Cosr+? a. Cos. ga —g CosP+1 a. Sin. qr. Sin. De Ee R-: 
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4 0 
en innn Dik | (p— etl = prtl. (T. 35, N° 23). 
CE he q(q +1) 
re 
nn == jk ted CosP+!e. Mais ainsi le terme intégré 


TE » 
2 2 
Í Cos.P s. Cos. qa dae — Í Cos P+? z. Cos. qr de — | Cos.P x. Cos. qz. Sin.* rde — 


2 
Cos. q.r.Sin.z d. CosPtl x= — le ge. Sin. v. CosP+1 a | 


tol A 


0 
FT 


alg Cosv+lede 
), 0 “ie En ke 
Fe 


… 


r- 
wt ’ 
ns 
k ol A 
ve 
rie 4 ge 
. ed 
id, n 
1 kje Ae 
j WENT eed 
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kl id 


Di a 
Í Cos.P xt. Cos. gedek 7 Í Cos.P+? ov. Cos. gede —= 


0 0 


pt! 
q 


d'où Pon déduit: 


zi 7 7 

3 2 1 2 1 5 
== Sin:qa. Cosa. Sina da — Í Sin.gad. CosP+2v == — — KSin. ge. CosP+2 el — 
| pel P+? [ 1 


0 


5 


in. 2 ks 2 2 
Aaen Í CosP+?e.glos.gedef —= En | CosP+? o. Cos. gerda, d'où enfin: | Cos.P x. Cos. gede = 
Je 
0 o 


0 


zr 


7 


BENE) — 9’ 
Pt D(pt2) ) 


_ favorable, que les termes intégrés s'évanouissent toujours pour les deux limites de z. Nous pouvons 
_utliscr la relation que nous avons trouvée, et en tirer quelques résultats; ainsi pour g=p + 2, le REL, 


2 
CosP+? a. Cos.ge da. (a). Le suceès de la méthode repose sur la circonstance 


e 7 en 
ad 5 $ 
__eoëfficient dans le second membre s’annule et l'on a: Í Cos. z. Cos. {(p4-2)a} de — 0. (T, 55, N°. 14). 


0 

se Ve 

| @HDp 2) p43ptd) 
(pto) 
(pal) (p +24) ‚ 


Ket) ze „2 
Lorsqu’on répète cette réduction a fois, il vient: | Cos.P z. Cos. gade = 


La 


2 p É Pre 
Cos.P+?ay, Cos.qeda; done pour q = pta: Í Cosp a, Cos. {(p + 2a)a}de == 0. Let 


0 


LS 
ad 


ä 


en , zm 

le 2 2 
(T. 55, N° 8). [155]. De la même manière on a: | CosP z. Sin. qa de — | CosP+? «. Sin. qed —= 
0 i r 


ad Ì 0 


7 7 E ë 

ke 3 —_1 f? —= ze ze 
== | Cos.P x. Sin, qe. Sin? rde —= ei | Sin. qa. Sin.ed. CosPtla — —ÚsingeSine Gosa Ein 5 red 
ER p+1 pl es, 1d 
0 0 0, t de Al 

é 7 : rd Ne EL 

ES 0 1 2 : Le 
wed Coorbtada{gCoogeSine}Singecora)f da{ CosP+2z.Sin gehgCosr+1a.Cos.ge,Sine). eed 
engs , p ER, oe Me 
ê ee 0 0 4 


ARD Ge AD eN kr 4 : \ 
Jomme on a déduit déjà Méth. 5, N°. 


Ad 
ï À b 
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7 7 7 
Tay Ap Ure 0, j 
Il s'ensuit: BE | CosPa. Te Í CosP+?z,Sin.grde = Í CosP+Lr.Cos.qr.Sin.ada= 
5 0 id 0 0 

ad kul 7 

rt —l 7 » 
me rif. GosgardsOoaP tn == [ cos. qe. CosP+? El — Í CosP+2e (— q Sin. qa da = 

pt? pt? 3 
0 0 0 
mT 
L ae q 


(p +) peat 


kl 
Ten CosP+?z. Sin. gede, d'où encore: “Cose «Sin. qed = 
Bte Pl) ‚ 


EE) gn 


7 
ine Sin.qede.... (b), qui donne de nouveau pour q=pt?2: 
West DEE 2) 


TE 
2 1 
Í Cosp x. Sin. {(p +2)a} dr = ——. (D.55, N°.1). [156]. Lorsque au contraire on répète la ré- 
Pp 
0 


+1 
ee 7 1 fe ke mt 
duetion (5) a fois, il st f CosP x. Sin.ge dae =q EEEN EEE SES 
Á an pk) (rtl) pt?) pt3) (pt E 


gd ee ed f carte Sades 


pt) (p4-2) (pta) (pt1)(p2)...ph2a 
5 Ì 
fz gl ( Dell (a—1lrll 
qui donne pour g=p +2a: WE ((p-2a)e} de =p +20) E (—1)" gesl 
o (pt IJ 
0 4 


(T. 55, N°. 3). 


En 
Maintenant soit d'après ce qui précède: I= | “Cosp a. Cos. {p+2)e} dr = 0, 
0 


5 


TE 
et substituons la variable y = Fah nous aurons: 


7 1 
= Cos «. Sin, I == 
K =| osp x.Sin, {(p + 2e} de Rl 
0 


ge 7 4 
D: 2 2 2 oe 
I= | Sin. r. Cos. it 7 n—(p+2) al de — Cos. ne zE z). Í SinP z. Cos. {(p + 2)a}-de + 
0 Á KU 
[156] Trouvée d'une autre manière Méth. 38, N°, 6. 1 fi 
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tol à 


7 9, 
“Sin? «. Sin. {p4-2)a} de, K == } SinP v. Sin. En n—(p +2) el (ir 


0 
” 7E 
2 2 DEN 
== Sin. Ke «| Sin x. Cos. {((p4-2)v)} dr — Cos. K ne il [ Sin? z. Sin. {(p + 2) z} de. 
pe 5 h 
TE 
+2 | 2 1 2 
Or, oolP 2) == — Cos. De sulP | =— SS pr; donc | Sin? x. Cos. ((p2)e} de = 
' 0 
T 
Io KSi ET (bsten (pole tStnetn HIE Cin 
Dn en = in.pe.Sini (p =—=_—_lSin._p oe 
os. pr in. „pr Si | ij (z je jda ü pr gE DRT 
0 
(T. 54, N°. 8, 1). [157]. 
2 1 2 1 
Puisque Cos. En e) == Ooa Cos. art, Sin, ee je) — Sin, zm Cos.art, le même 
raisonnement appliqué aux intégrales (TL. 55, N°. 8, 3) donnera : 
zi 1 1 Inl (a — 1l)r/! 
| Sin? «Cos. {(p + Za) rv} de — pine Sin. Pr Er 1)” g2n nt Kl ‚ … (578) 
0 
7 
= 1 al ad 1/1 (al )r/1 
SinP z. Sin. {((p+2a)e} dr —= De EEE Cos. =p. 2 (—1)" gn (Pret ) en ) (579) 
Cos {(a —1)z} en (pt 12/1 
0 


$ 10. múrnopr 15. CAS, OU DANS LA FONCTION A INTÉGRER IL SE TROUVE 
UNE CONSTANTE, QUI DEVIENT INFINIE, 


1. Comme au $ 9 de la Première Partie nous avons trouvé quelques théorèmes généraux 
sur les intégrales définies qui contiennent une constante infinie, il est à propos d'en donner ici 
quelques applications: nous choisirons celles dont nous aurons besoin dans la suite auprès de 
quelques méthodes qui nécessitent la considération de telles intégrales. [158]. 


[157] Sur une autre déduction voyez Méth. 3, N°, 10. 
[158] Voyez à ce sujet la première partie de ma Note, publiée dans les Verhandelingen der Kon. 
Akad., Deel 7. 
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a Cos. ke di a ee É 
2. Lintégrale Lin. en AN da, est de 
g 1 2p Cos. 4p* L—2plos.t 4 p* Cos 
0 0 
ge À 5 Cos. z E 
la forme de Yintégrale de I, N°. 78, lorsqu'on y prend f (2) == —o nrg) mais comme 
1—2pClos.e dp? 
pe É 2e +1 0 
ici toujours Je ) Ee nr =— 0, il est pour chaque a: 
Li a Cos. z. Cos. ke de le Ta 
m | DEPOT OE PEN nog on 
0 
a Sin, rv. Sin.kad a in. in. ka: 
De même lmtégrale Lim. EN ze — Lim Den Dee est com- 
L— 2p Cos. at p* 1—2plos.r +p* Sina 
0 


Sin. 2 Pj 


VE ainsi on a toujours 


prise dans les intégrales de 1, N° 72, pour f(r) — 


El TEE == 0, et Ton en tire pour toute valeur de a: 
a St Sin. kad 
Lim. SN 10 MMOL GEE oor stede con 
1 — 2 p Cos. ep? 


La somme de ces deux résultats donne, quand nous remplacons & par k + 1: 


u a Cos. ke de î Link 

Lim. Ln =—= 0,0 <a oo, lim. ke ee «(BORN 
0 

Pour a == elle donne l'intégrale T. 84, N° 11, et par la substitution de == 2y on en 

déduit encore par voie d'addition et de soustraction la formule T. 69, NSS 14 eb: 


1 
On aurait trouvé ces mÊmes résultats en prenant dans 1, form. 151, f(e) = RE SPE en 
et k—=kt1. Pour cette supposition la formule 1, 150 donne: 
Lim. a _Sin. ((k sE daj En a Sin. ke. Cos. SEE ee Sin. Erk 
1 —2p Cos. + p* 1 — 2p Cos e + p* 
0 0 
== 0,0 a oo 1, Linn: ke oare eteneenae orn a EN 


ou, en prenant la somme et la différence des deux intégrales quelle contient: 


a kod: ee’ 
Paps rein kade OD oat tse 
1 — 2p Cos.u + p* 


$ 


a Sin. r.Cos.kede ES 
Li us == Be Het EK 7 
ün, me ‚0Za< xe , lim k== (GRA 


et terr nn 
) Í a 
Fage dk " ° OE Me k 


OA MU DAAT HOOPER 


Ch u 
he RE 
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: f x a Cos. ka da 
Si Von avait au contraire: Lim, nare —_— , alors les formules T, 174— 182 
1 —2pCos ap? Cos. 
Ei, 1 
nous fourniraient pour f(&) —= — à „ toù gl an == = 
î — 2p Cos. Hp? 2 14 p* 
5, a Cos. {(Ak+l)e} de sg 1 1 aal a Ek ze 
5 De =de ted, 
ijs | 1 — 2p Cos.v + p? Cos.a 2l4p? 27 14-p? \2 2 ) 
A EE BEE 
21+4p? 2 2 lp? 2 
st br Ul (536 
= Lanen Fn c MR Erres 5 
ek en Je Ea) 536) 
a Cos. 2 ka dc a 
mf: — == 0;|0 SiensEi, 2 ‚(T.85, N°.32), 
Lim f L— 2p Cos. 4 p° Cos. <e<5) Gao = (7 Sn NG 38) 
0 
où partout Lim. k — eo. On voit ainsi que le résultat de Scrrömrreu (159) ne saurait valoir. 
a lans Pintégrale de I, N°.72: 5 
DN eere s 5 à 
our nf Forten gin Posons dans Vintégrale de fe) Ee 
0 
1 
alors f(o) — f (Zer) — sn, f(a) —f ((Le-Hl)a} —= et 
À (1 p)* ) (ep) 
a 8 al dr 1 
Nn (588) 
1— pose dp? Sine 2 (l—p)? 
“0 
a Sin. {(WU +1 l; Ì 1 1 2 
Elke det mfarb ojede A sn) ee 
1 —2pClos.atp? Sint 2 la —p)? (1 4- p):{ (lp)? 
0 
lp? Lp? 
== = bat), —= br _ ‚(tad banen bSd 
Pp): j (O0); Tee E LT br) (a "+ ee 71), (589) 
ze nn Sin. Ake de De { el Ee: 1 Sal ies pn en Ee 
1 %pCos ©} p? Sin. « BE eld + p)°f (Lp)? 
2b 2b ps Cos. b 
lab) SE (a =brtee) Limk = @ . (590) 
(Ap")® (A—p?)? | (l—pOos.ba)* 


aSin. ke. Tang. ade £ jh Sin. z Sin.keda 
A Ee 


Encore peut-on réduire lintégrale Lam Lp en BE pa 
0 


l—2p Cos. +p* 
ij 


(159) Voyez Semömrren, Beiträge II, $ 1 
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Sin. 


aux formules Ï, 183—191 au moyen de la supposition f(z) — 1-2 Cour + kk 
— 2p Cos.x + p° 


„(2etl \ _ Cos.er 
ER —__ mest pas nul, on trouve: 
Á 2 Le? | t 


ETT 
Gin MBE F Wel. Tangled Ì 

tin. f NE ej lede ng, ei) moree z) «+ (591) 
0 


comme 


1—2pClos.e dp" 


ve Sin. Ake. Tang. ode 
(Biak Lim. | = en 
0 


Lim. An {4 4 2) w}. Tanger de „e 


1 — 2p Cos. + p° l—2p Cos. ad-p? 


VI 1 Il ar Sr\ Bed Sar 
Te prees DE Peen 4e jn 


WH 1 WH 1 b41 bt 1 
as NE ee mil =S Ell a adeegn|, Lim.kh= o, 
fo A Et 2 
d'où il s'ensuit que le résultat de Merer [160] (T. 84, N° 12) est fautif. 
3. Un autre système d'intégrales, dont nous aurons besoin, est celui au dénominateur p? Ja? 


a Sin, kr de aSin.ke adr 
Les intégrales rim. f = rr et Ek - 


Cos.r p* Ha? 


se tirent des formules I, 


Cos.e p° Jz? 


91 ar Ies su ositions res Deetì ves ©) ais comme Le 
tf (x) . Mm 5: 


Ng Ki de — it: 
Cos. z pt Ha? EE in z) med ler) mj (594) 


ne s'annulent point ici, on a: en 


‘0 
a Si dk + 2)z de aSinAkv de 
ela EN IN jk 
Cos. z De dv? Cos.r p* Hz? 
0 0 
2 / Tan 4 7 Si dar 2 B) 
==, =| CA), la =|, = 
dp Ar \ 2 ) Ap +? Be S2”) Ip" ta? Ap HI ar? 5) 
dar dar Aar Cos. br 2m Cos.ba Ut 1 
TA TIE Ee ee or nn plee TA 
pret ape Wp n* Pp +251 2 
An 4 dur Cos. br ee 
EN rrd EN EE = rtosege); 
pda Ap: + On? ap? +(2b 41): z* 
a Si Uk F1 L: f l 
Lim. Ee te OE se 0, fag f = 0, id Bk Ae ern (597) 
Cos. p? pt Hat? \ 2 
0 
a Sin. (42 d: a Sin. 4k le 
Ee gede one) bs bin (EEE EN 
Cos. pe 4e? Cosun p* dr? 


0 


[160 Voyez Meiser, Exposé élémentaire des Intégrales Définies. (Bruxelles. Moqvarpr 185. IV, 
520 et IV Pages 8“). p. 220. 
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5. 
n° l Ede il 5 boe Zo? m° B) 
ee ZD nn Re WEL NIN Si er es er Kee er 
dp Jr? : 2 Ap* 47? 27 27 Apt dr? Ap° +9 ed 
Zn? 2? Zac? Cos br a? Cos. br 1 
En EE dn EN TE TE EINE 
Ap dr? Ap? Or Ap? + (2b—1)?r? | Ap? HAI) 2 
2? 2m? 2 m® Cos. b 2b 
ze de 5 d.d Be (e= ze. nde, err |. Lim. hk = ©. 
Ap? +? ap: +9? Ap? + (2b HI)? \ 2 : 
a Sin, ka. T a Sin. rde Sin. k Sin, z 
Auprès de lintégrale Lim. id Sd las | blie eed AG ee 
pe? p* 4e? Cos. p+r? 
. 0 
2e jes A. Cos. et 5 
done: / == EE ‚ pas zéro, et par ces mêmes formules IT, 183191: 
D apt F (Bet1j-ar* 


a Sin. (Wk +1) rh. Tang. : 1 f 

zuk De En der —= 0, 5 hik = @, (Ees ELD ER CEO 
p+r? a VA 

Lim. [ Sin. {ak + 2) z} « Tang. ds 


p a Sin. Ak. Tang. x 
ennn OO 
pp He p+r: 


0 


27 1 dr 1 ; De \ 4 2 / 
EE RG IN EVT SAN rt a ed BWT 7 ’ 
ap? dn? h EE dn zl ap? tnt | Ap? 0n? (— 


an Ne 
2 Wer 


L eh At 2 21 
ee EN a= 
apt: Tap? ETE LTC a 
den dr dr 5 2bH1 n PEP 
Et dt rs nee |= WU 
Ap* Ha? Ap* HI? 4p° Hb 2 Tapete p 
(d'après C. P. form. 73, quand on y prend p 


aCos.ke dt 
L'intégrale Lim. | 


Ì : ee a a hi 
Ga Re se déduit pour f(z) —= Er TE de T, N°. 73 et l'on a: 
“0 


7 aCos.2Zke de î 1 1 | kh 
mf DE EE ; et Bakels died (603) 


(e= oo), 


=—=2p'i). Lim k= ox. 


Dad Been A 


1 zE Art Ì B) 
rn STA MATT pr are (he EE INN 
Cos. w pdr? Ap* Ja? ze Ap? 4? gese % 


ann Js d 5 +[ dur Aar dar 

5E TE ap? Eon le 27) ti 29? ES apr: 
QU bt Ar dar dr 

Pap H@te il laeche nn en 

(- bl eP— ec 


Te ere?’ (a == @), (comme ci-devant), (604), limes 
e e” 
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aCos.ke ede 
E - se range sous celles des formules I, 192 à 194, et 


Enfin lintégrale Lim. je Gr p 2e ze 


comme f(car) ne s'y évanouit pas, il est: 


zi « Cos. ka ode 1 Í 1 Pae as 
ig == 0, ( = „==, 7 „UM, IE == DO. «se ee 
um | Gi Ed An eze im 20 ( ) 
Encore les intégrales Li | EE ke SE t se déduire de 1 
Bncore les intégrales Lim. | — — de et Lim. f — dw peuvent se déduire de I, 
i } eter) Ne 
0 0 
N°72,73,quand kon Gn 
212, 13,quand on y suppose respectivement f (2) = — — —, d'où f (e 7) — 0, e 
E on p2H22)r Terre 
Zl \ a Sinke 
tad (PS) — Os done: Lim pmen NN 606), 
: eee ie 
{ 
Li Í DANE (607) 
Ms Se a U Eee UNDU OO aken eeen 
| etter 


A _ feerrjePt Sin. kade - apr —ePT Cos. ke de 
4, On peut réduire les intégrales Lim. 5 t Lin. ng 
€ TTT q 2 Je? 
o 


à celles de 1, N°. 72, 73; mais tout aussi bien on peut les tirer de la formule is 150 et 151, 
Deen: hg Á ePE— TPE : 
TE 7 ge et f(©) = Ziel En on fonctions 


qui restent finies pour toute valeur sauf pour la limite inférieure zéro de #: mais alors la condition 


en y supposant respectivement f (w) 


Ò (erdte-Pd 
— qui dorien zo fini: Lim. Ee == 


1 
Lim. òf(Ò) — O donne ici, quand on ôte le facteur Er 
7 


pd err? SLE. Lel 
== 2 EE) zee ZEE pò, done toujours zéro, et par suite: 


r(erd Her?) Ee 


' apr de epe Sin. kade 
Lim. - EN (EEEN NN PE Ee 5 (608) 
err — gt q° Jz? 
Ĳ | 
GERRIE en C k 1. 
Lim. En ee (Oarces oon) am (609) 
OTT am OT TE qa ij u 
0 
5. D'après 1, form. 192 à 194 on a: 
Cos. ha da: 
Lim. Kk ep Cos.e Sin. (p Sin. a) Ee a „(0-Z4a< 00), Limak == ive (OR 
in.» 
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puisque Sin. (pSin.er) — Sin. 0, le facteur de f(czr), est toujours 0. De même les formules I, 
180 à 182 donnent: 

Cos. U had 1 1 
Lim. | ep Cos.r Cos. (p Sin. 1). ee == ll), (e< 5e) == nlgrees =) Lim.k — en; (611) 


Cos. a; ) 


+1 
puisque ici Jk ee d == 0 Cos. (=p) = Cos.(& p) n'est pas zéro. Encore à l'aide des for- 


mules IT, 174—179: 


C 4 de | 7 7 
Lim. ‘epCosa Cos. (p Sin. r) — ssl, ln +0 Wm sE 5 Cos. p, ze D= 
Cos. » 2 RE 


0 
7 2 EE: OI í B 
=— 1 Cos. p, ESS minis ne Gy) ss Ee Karishte == ‚> = 
21 / bl \ 21 
ies En mr Cos. ple Den == SET Gofe == nt6 ce) Lim. k==ee . (612) 
1 LE „kk le 
6. L'intégrale Lan. | U(I —2p Cos. v ern appartient à 1, N° 73, pour 
O8. t 


0 


je) =l(l—?2p Cos. ehp*), d'où Ae Giek «| == l(L-Fp®), done pas zéro; par conséquent : 


a Cos. Ue ar d, 
tin. | en NES ) =olgeces ), eneen (OL8)) 


Cos. x 2 
0 
} a „Cos. {(4k EI} 7 LN le 
Lim. Í U(L — 2p Cos. Hp?) — kn ld de —= to i(ltp®), eze): = 
0 
B B) 5 DI 21 
elpee j |t EG =r) = dt B atoe == e | 
21 ; 
Ebo li(l toe 5 zege). == oo, (a, 0), Limak — oo Ee (614) 


' re a pSin & \Cos.kede 
Les formules [‚, 192—194 peuvent servir pour lintégrale Lim. f Arctg.l— — | 
lp Cos.af Sin. wv 
p Sine nr 
el dot f(z) 0, done: 

— p Cos. a 


à aide de la supposition f(w) — Arctg. is 


re |_p Sin. Cos. ka d 
lin | Ard. (ro zl Pe ==i0; (Oa 00), Lim. kt oo: St (6 15) 
0 


Enfin dans la formule 1, 152, prenons f(z) — 1, il vient: 
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jk a Sin. ke da TT 
tan | De Sa) ve), Dam kto IVE (616) 


Sin. 
ij 


d'où pour a == et k=2k 1 on déduit Tintégrale T. 62, N°. 2 


7. Quelquefois pourtant on n'a pas besoin du $ 9 de la Première Partic. 


ze de 
Soit Vintégrale [ — Zim, | l Sin. ke en — (pour £—= x« ) et prenons-y he — En ky, alors 
5, p* de? 2 


7 ®__LCos.ky ds ®1Cosky d 
de — dy, et les limites de 4 seront eh oo, done: [== um f Ee tin | = Een 
‘ Danie 


2l REN EE 
eetlepe) 


quand on y suppose 4 infini, Mais Évidemment on peut prendre dans Yintégrale primitive 2% au lieu de k: 


» » de Or da 
alors il est: I —= tin. f vst —= an. , 2, + Lim. [ l Sin, ka — — + 
0 0 


ar 
pdr? pe dr p? Ja? 


fe dz ad 
+ tin. | U Cos. ka — , 2 ef” sh 21, done: 
/ Eet pe 
) 


0 
rrd 7 5: dz 
ii S= lt == Lim. [lS (617) 
A 2p pe 4e 
0 
Ee da 
— Lim Í bho smiet sanne en (618) 
Pie: 
0 
Ae-qke _— g-pkr 4 f 
8. Soit encore I — Lim. Í dr, (k — oo), qui devient pour Kern 
e 
0 
ak g-qt — e-DE den 
I= Í dr. Maintenant prenons k infini, alors lintégrale a pour limites 0 et > et 
es 
‘0 
ap ei ppke 
se trouve évaluée Méth. 9, N°. 22; par suite rim | nn zin (Lim. k —=o ). 
Ka 
Ku 
(T. 149, N°. 16). 
Neal oh 
Pour avoir enfin Vintégrale Lim. f — — de pour k infini, employons le développement en 
ar 


sóries suivant L,EGENDrRE (161), 


[161] Lrarnpre, Exercices de Caleul Intégral, P. 4, N°. 63. 
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aen eeN B 
Í Er men k H- ra A 2n—1i pour chaque £, 
0 
Jk 
done: im | AE de == A +k, Lim. k==@. (T. 3, N°. 6). 
—& 
0 
Prenez-y alternativement £=—= ak et k == bh et soustrayez, alors il est: 
laak — pbk REDT À 
ink Neer 
lx ak a 


$ Il. múÉrnopw 16. cAS OU LA FONCTION A INTÉGRER S'ÉVANOUIT POUR 
UNE CERTAINE VALEUR DUNE CONSTANTE. 


1. Il arrive souvent que la méthode d'évaluation d'une intégrale définie comporte l'introduc- 
tion d'une constante, qui doit être Éliminée après. Une des voies les plus usitées pour parvenir à 
cette Élimination est d'attribuer, s'il est possible, une telle valeur à une constante quelconque qui 
se trouve dans lintégrale primitive, que celle-ci s’évanouit. On a déjà fait usage de cette manière 
d'agir dans quelques-unes des Méthodes précédentes: on l'emploiera encore souvent dans la suite. 


b 
Jette méthode est donc basée sur la valeur qu'une intégrale: | ren de — F(a,b,e), . (a) 
‘a 


acquiert, lorsque pour la valeur A de la constante e, on a f(A‚,«) ==0. En général on en déduit 


b 
alors: Í f(h‚e)de —= F(a,b,h) = 0, . (b); mais cette déduction n'est pas toujours rigoureuse, 
a 


comme on va le prouver: notamment elle est incertaine, quand lintégrale définie (a) exige la eon- 
dition e plus grand que A ou plus petit que h. 
Retournons à la définition primitive d'une intégrale définie, c'est-à-dire à l'équation (3) Partie 


Première : [remae — Lim ò le, a)Hf(e,ahd)-Hf(e,ad2Ö) +. Hf (C,at[2—1l]d)},. (€) 


et supposons que la valeur A de e rende f(A,z) zéro, alors il arrive de deux ehoses Tune: il 
se peut en premier lieu que f(/,e) s’évanouisse pour toute valeur de w entre les limites a ct b: 
dès-lors chaque terme dans le second membre de l'équation précédente s'évanouit séparément, et 
Pintégrale elle-même s'annule par conséquent; — mais en second lieu il peut se trouver entre les 
limites a et b des valeurs de a, par exemple g, telles que f(c‚g) ne s’évanouit plus, mais 
devient plutôt indéterminée ou même infinie: dans ce cas le terme correspondant Òf(c,g) ne 
s’annulera pas toujours, mais pourra acquérir une valeur déterminée et différente de zéro. — On 
s'apergoit aisément, qu'ici la même chose a lieu qu’au N° 7—9 de la Première Partie, c'est-à-dire qu'il 
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b gs +2 rb 
s'agit ici d'une iutégrale singulière. Or, on a: [ro ‚e) de: =ffún de + [flo da + | fed. 
a g+: 


ge 

De ces trois intégrales partielles, la première et la troisième sont dans le premier des deux cas 
mentionnés, c'est-à-dire que la fonction f(h‚z) ne devient indéterminée pour aucune des valeurs de z 
entre les limites a et g — &, ou entre les autres g + e et £: ces intégrales sont nulles par conséquent. 


Quant À Pintégrale au milieu, il n'en est pas de même, et Fon doit éerire: fra win [7ä ‚e)de.. (d) 
a J—: 

Tout dépend done ici de l'existence d'une valeur g de r, qui, située entre les limites a et b de ar, 

rende f(k,«) indéterminée; lorsqu'elle existe, on a Péquation (d); lorsque au contraire elle n'existe 

pas, l'intégrale primitive est nulle. [162]. 


b CAT 
2. Soit Yintégrale | Éd 


£ k ; 
Bars: et k == 0; dans ce cas, la fonction — — — devient nulle avec 
—a 


hete? 
P p ; 0 En 5 
k, hormis lorsque w est zéro aussi, car alors elle est 6 valeur indéterminée : et comme cette valeur de z 


tombe entre les limites — a et b de # on a Yintégrale singulière (d) pour g nul: 


te kds e __t ee — he ä e\ Nr 
Í ie? — fare = Arelg. nn Are: Pa Arclj.t n— welk) a (GE) 


—E _—i 


Or, Yintégration immédiate aurait mené dans ce cas-ci au même résultat: car on trouve: 


b kdr b ES bn Ei) _b ( f ar ” 
Pers [dare are dd RE relgF Ze el gn AE) 
—a lk 
où l'on a supposé enfin k zéro. — Lorsque au contraire la limite inférieure était + a au lieu de 
— a, il n'y aurait plus de valeur g entre les limites et lintégrale serait nulle: 

kn (620) 
een bag ernie wate 
a 


comme il résulte aussi de Vintégration immédiate: 


tb kdz eid r b a 
d. Arctg.— =— Arctg.- — Arctg.— == 0, pour k = 0. 
alen n ï Í k 


LQ a 
Si encore la limite inférieure est zéro, il faudra prendre lintégrale singulière entre les limites 0 
et «, d'où il doit résulter une valeur moitié moindre. En effet: 


b kde e kd. 2 

Ah EN 
k? + u kh? Jh ded ij EAN k 2 

0 


| 


Lj 


(162) On peut consulter sur cette matière Scurömncu, Grunerts Archiv, Bd, 11, S, 65. 
(163) Merser dans son Exposé Elémentaire de la Théorie des Intégrales Définies trouve fautivement 
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Tei done, comme souvent, on peut employer l'intégrale singulière, ou bien se borner à l'intégration 
immédiate en gardant la substitution c == A pour la fin. 


3. L'intégrale Í 


v 


—a 


bephe — e-qkr 


dr, pour k == @, se trouve dans le même cas, car en gé- 
a 


e-Pke — eg kt 


' 0 
néral — est nul, sauf le cas de » zéro, où la fraction devient de indéterminge, et cela 
x 


pour ure double raison; car pour cette valeur zéro de zr, pk et qke sont O.oe, indéterminés, 
et par conséquent le numérateur est indéterminé aussi: mais fût-il même zéro, alors encore à 
cause du dénominateur zéro, la fraction serait indéterminée. On trouve done pour lintégrale sin- 
Leg -Ppkr_— e-qkr 


gulière, correspondant à z zéro, Í dr. Supposons ke — y, d'où nous déduisons — ke 


t 
et + ke pour limites de y. Or, est infini, done ces limites sont — « et + o,et l'intégrale égale à 
DgPr— E92 q 
/ orde == AUS LOA; anaran san Hit SEE (621) 
r p 


nt g 
en de — 215, (a 0 B), == 0, (a>>0, oub<0), (k—=0) . (622) 
x p 
a 
où la dernière valeur est zéro, puisque le cas de diseontinuité ny tombe plus entre les limites 
de Yintégration. Lorsque a est zéro, Yintégrale singulière doit être prise entre O et «, et après 
la substitution de ke =y entre O et oc: de sorte que suivant Méth. 9, N°. 22 on a: 


i e=PkeE — e-IKT 


Eel (k—0). (L. 149, N° 16). L'intégration immédiate aurait conduit aux 
u P 
"0 
mêmes résultats. [165]. 


k b kda 
4. Btudions encore lintégrale générale U), pour £ == 0, où f(a) soit supposée 
el s A FST ‚où f(x) Pr 


o 


être continue. Tua fonction À intégrer devient discontinue, lorsque avec k == 0 on a aussi # == zr, car 


la valeur double, puisqu'il prend lintégrale singulière de —e à z, au lieu d'entre 0 et e. 
o oo ’ 


a 


pe n eTPE— e-9T q f 
[164] Car on a Méth. 9, N°. 22: der =lsS. Prenez —p; — gg, — tj aurlieu de 
Tt p 
0 
Pp, q, ©, Vintégrale entre les limites — co et O aura la même valeur et le même signe que Vintégrale 


citée. La somme en fournit done l'intégrale (621). 


[165] Voyez en outre Méth. 15, N°. 8, 
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k 0 
dans ce cas la fraction Nn Eels indéterminée,. En premier lieu, comme la valeur — 
hk? 4 (str)? 0 


de w tombe hors les limites O et b, on a: 


11 en est autrement lorsque le dénominateur est zr; car à la vérité dans le cas de » plus grand que ò, 
on obtient le même résultat zéro, vu qu'il n’y a pas de discontinuité; mais lorsque r est plus petit que b, la 


Ln en eid EN kde d kdy 
fonction est discontinue et il faut calculer intégrale singulière À @) An rive en 
Bplemr)t ty 


en 


après la substitution & —y +7. Mais au moyen de HEN par parties on a: 


Oh ar 
[re ak re d- 4) d. Arc. = at Ada y) Are} — Í Arcig. df (r +) == 
EE) 


ë À Oan , —ù ) id 
= f(r + ò) Arend (r — ò) Arcig. PT Í Arctg. E df (ry). 
dat [8 
Passons À la limite O de k,‚ on trouve pour cette valeur: 


7 

Botto Afek fok fed Ur Dr} red, 
—_d 

d'où, pour la limite zéro de Ò, il s'ensuit zrf(r) comme valeur de l'intégrale singulière, et pour 

Yintégrale primitive: 


fi ) Zn (rf), (b> rr), = 0, (b <1) UI 
IE IDE kk Pre get ane te EN 
Í 2 IE (@— 7)? dÂ „ ( ) 
Ainsi pour f(s) — &P on trouv 

b kardr 6 k ap de 


$ 12. Mmúrnopr 17. EMPLOL DES FORMULES DE TRANSFORMATION. 


1. Parmi les diverses formules de la Partie Deuxième il y en a beaucoup qui ramèuent à 
une autre intégrale définie plus simple, Nous allons donner de celles-I\ quelques applications (où 
en général nous ne nous oecuperons pas des transformations intermédiaires), en suivant l'ordre comme 
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elles s'y trouvent exposées, et en continuant d'accompagner leur numéro par le signe LI, afin de 
les distinguer des formules de cette Partie Troisième. 


n lt Sin. x 
2. De II, 28. Supposons F (Sin.* @) == 1, p(a) =l— — — Dès-lors p{(2atl)m—e} — 
1 — Din. z 
5 HR Ì 3 men 
=p (Zand) =g (z) et p(Zan—z)=g (latr tej Tam en =— gp(«): par 
@ 148: d. 27 14 Sin. wv 1 ] 1 JE 
eonséguent on trouve: jee jie Ús En dee nn + ..l= 
“1=Sinrt & 1— Sin. « le ae ae Zar 
0 
7 14 Sine d 1 
== l a de ej OPEL (L. 414, N°. 4), suivant Méth. 28, N°. 7. Encore 
L— Sin.x Sin. z 2 


0 
VA IE MangEENe 

prenons H'(Sin.* «) = 1, g(«) = dr —) , d'où gar 4-2) —= ple), et glaz —e) —= 
l — Tang. 


1 — Tang. x\? ® (1 + Tang.e\? de 
== li ET = 4 (— Ki) == (wv) N done: l EE NEE En 
1 + Tang. ll fang.r) w 
Ü 


Ee en dE WG EA en dr 
0 


1 Tang. le ze ne nr + ) Ll Tang.x) Tang. 


0 


n°, (T. 414, N° 5), par lintégrale de Méth. 6, N°. 6, Note SL. 


ein 


(C.P: 69) = 
3. Du groupe II, 29 à 39. Dans II, 30, 32 soit F(Sin.® #) = 1, alors: 


Bled e de 1 
Í Sin. e (104, N°.I,[L66]— | Tange —, (T.194,N°.12), = zr. — IL 30, 32,37 donnent: 
TL Ki 4 
0 


0 


al dz a dez 
| smeer Gospel Le l0bE NE Zp | sn 2atl 7, Cos2i-la—S, (LT. 195, NSBS 
v’ « 
0 “0 
De l de ld Te 16/2 7 
== | Le 2a r. Cos. x. Gn Ee zee =| Sin?a es. Cos.tbrdx = gene: ‚(voirMéth.3,N°.5); 
0 0 
ĳ ’ de tie dE 
Cos2ax. Cos. Ube. Sin. z—,... (626), = Cos.2al #. Cos. 2 br. Sin.a—, . . (621),= 
v © 
0 “0 
25 
2 7 ]?2a/1 


7 l dz 
me Jar Ihr ee Ue dan (oe 9 oe (TES GENTLE 
— foe zaCos.2be, Tg. ze 7 (629), zl Cos.Par.f OE nn Tacojnje- ij voirMéth.58,N Es 
0 


[166] Autrement déduite Méth. 6, N°. 5, Méth. 21, N° 6 et Méth. 43, N°, 7. 
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ao d eo da 
| (1 — 2p Oos. + p°)° Sina, (BN == | (1 —2p Cos. 2r + p*)t Tang. —, . (630),= 
3 7 
7 
o 1 2 17 
— f(1—2pCos.2e4-p* Tg. ade, (631),= (L—apOoszep'prde=, fl 2pCoea Eptida 
0 


> ema d ze Ma d 
a 2, (voir Méth. 22,N°.9) | en gl | et GSB 
0s.2t ” 
| | Eptg 


== RENE nd (634\—= B hee An fs mr (pq? 
| Sptoder: e' =| dep +qCos.2z El eptylose (pr q°), 
0 


sonen Cos. Zar. Sin. v da 
— E 2), (d'après Méth. 1, N° 13); EE: En ‚== 
0, (p* <9*) (d'après Mé ) bs Cutatnents Sn (635) 
"0 
® Cos2a—l x, Cos. Za «. Sin e da ® Gos.2e xe. Cos. Zar. T Ied ‚ 
Es en r ze rn in. e OER os Ee ar. re Ei Ee (637, = 
os. teg ASL ee AP Cos.” z4q* Sin.” e 
0 0 
20082 z. Cos-Zaad za si d 
2Co324z.Cos.Zarde 7 qa zij SE e 
=| ee == rn, (voir Méth. 87, N°. 12); ETR Ee 
Í Costa Sinte TE ger | FEL ôn gepre 700 
0 0 
: 
e Tang. © dw (6 39), — * Tang. 5e (640,= 2 en Ee 
_ PlSinh.0os eetl °° | QL+-Sind.0os. Zajgtt aA, (1 Sin.A.Cos.2x)e+1 
1 (7 de ie » (rh Iet ) 1 
== ee = El IN Sec, %a—n) 14, 
il l + Sin. A. Cos. zjett  1al 2 Am TT ed nn 
0 
P___ Cosa 2e. Sin. o de A 2 Cose2e. Tange de (642) 
(1 + Sin. A. Cos. Zayatl o° eh = ff q + Sin. À. Cos. jet! PENN inf 
0 
® Cos. 2e. Tang. je de (64: > Cost2ade 1 ee Costrde 
oe. vaa À. Cos. 2) akl he | (1--Sin.d Cos.Qrytti 2 (LH Sin. z.A. Cos. xe) 
0 9 
p] ENE eb n/l 
ies zg BEDD (4) L rang.tta-mtt a, (voir Méth. 33, N° 3) 
Le/t 2 Sinatl, (Za — Inl? \2n/ 21 
®__ Cos.2as. Sine de we (eat ® Cos.2azx.Tang.e ua (645) 
1 — 2p Cos. Zr + al Wht ) En 1 — 2p Cos. 2e H- tet ve 
5 Pp pi Ì L pe 


[167] Elle est déduite autrement Méth. 41, N°. 12, 
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7 
® Cos. Zar. Tang. le dr 646) 2 Cos. Zarde l f7 _Cos.ards ” pe 
=f 1—2pCos.2etp? 12° ef 1—2plostetp? 2} 1—2plosatp? lp?’ 
0 


a Sin. © de En Tang. da 
(p* 1), (voir Méth.5,N°.6) | (647) El 


(1-—2pOos.2 Hp? jer z” (l—2plostetpjerl #° AST 


IE 


Ee Tang. & da (649 de lp da 
zl (L—2pClos.2adp? jer # °° } al (L—2plos.2 4p* yal „l (a — 2pCos. ep zal 
0 0 


Et) Apra S 


2n, (suivant Méth. 22, N°. 9); TE eol 


7 ge a\?2 : n 5e Sin. z.Tangez EEN 
Pp 1 — 2p Cos. 2e Hp? z’ 


0 


1 


® Sin. Tg?arle de 
„& (65 I= 
v 


(2 Sin.z.Sin.lalg?arde > Sin.> *z. Tang ?a, ede 
(652), = 
bn 1 dn 
| 2-2p0os? Arp? | 


1—2p Cos.2a dp? z ie edp? 


® Sin. 2x. Tang 2a-+1 ed TE Ie p zal ; nele, 
== 5 Ti „Dec. TT. |: — | (p*<1), (voir Méth, 43, N° 16); 


1_—2p Cos. 2d-p? 1 Ee p 
® Cosa zp. Cos. ax. Sin. dz ® Cos2al z. Cos. Za . Sin. de 
MENO) : ETR 
1—2plos. Zep? 7 1—2p Cos. Uw t-p* © 
ze 
® Cos?a zr, Cos. Za. Tang. Je dr Ger 2 Cos.?ax, Cos. Zaade ntm ee 
d, 1—?2p Cos. 2d p* B de 1—2p Cos. Up? lp?) \ 2 3 
f° Cos?erl o. Sin. Zaa. Sin? 2 de ® Cos?a z. Sin, Zac. Sin. « de Dn 
| 1—2p Cos. 2rtp? nge ik | l_2pCos.Uartp? 2 na 
"0 
P Cos2atle. Sin, Zar. Sin? Jer dz 3 Oos 21 v. Sin. Za «. Sin. « 
== 2 meten (OBE) Wer 
1—2p Cos. Bep? D 1—2p Cos. edp? 
0 
Core e. Sin, Za a. Sin. Zw de 1 al 
Ee A ij chr NE 5); 
2 1—2p Cos. Zap? p Hi 
0 


5 … de de l de 
f Corgi (050 L= fen (pTg.e). Tg. ip (660), =| ex (p Tg). Tytn: (661),= 
z @ 
0 0 
zl 


2 el 
| Cos. (p Tg.v) dz =S, IK Sin. (pTg.a). Sin.r. Tg. 5, (662), =| Sin. (pTg.r). Tg. ke ‚. (663), = 


0 À 0 0 
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kl 
2 


d, 
Sje (pTg.r). 1u «Tg. 5 (664) ol. „(pTg.e).Tg.rde = = [no-one 00) 
KG x 
0 
ij À ALE 
(GGO Í Cos. (p Tang. «). Sin. «. Sin. een (661),= 


Ki 


da 
— f_Cos. (p Tang. ). Sin.® w 5 
f os. (p Tang. r). Sin.* a EE: 


1 ik d 
ik Cos. (p Tang «). Sin.* ade —= 7 Dre, Í Sin. (p Tang. «). Sin. x. Cos.* x d ‚…… (668),= 
© 
0 


0 
„00 s 


de ij Leds 

mf Snol) Sn. r. Cos. Tr, (669),  — Í Sin. (p Tg. 1). Cos.* x. Tjen . . (670),= 
x Ko) 

o 

ied 


0 


Ì 
Sin. (pTg.v). Cos.* ret Te n fs (pTg.r). Cos. Bn (671) fen (p Tg. „5, (672),= 


LE | 


afl 
0 
eed da 7 . 
— fsi (pTg «). Cota. 17.5 en (BANS oi pTg.r).Cot.rda = —(l—e-P), (voir Méth.28, N°. 7); 
0 0 5 
ú : d 5 dz Eat dr 
| Sin. ry Sin? w ze „ (674), Hr Tg. z. 1 Sin.? Ee . (675), ef Tg. e.V Sin. z SS (676),= 
£ Ki 2 Ki 


0 0 0 


2 3433 de 
af de W Sinta =3 an. (sn Ee rn ER En [se Nd Coste. (677), 
0 
ad 
oe ‚Si Eed ] de 2 , 
il En (678 ), fte DP” Oost 2=(679), Khen 
0 0 0 
ES ( bij de PB Sin. x de 
SP ( Sin. |, |B St 8 681), = de (Gs2= 
28 ef zl | ea KD GAS s | Cos. old ef 55 D ha er (GEE 
0 0 
zE de Bean’ ls: 7 ° Sinem de (685), = 19.2 „de, (68I= 
=| B” Sinte á \ Ad 5) | WP Costr Se AN | B Cosa a’ wt 
ij 0 LU 
8 
® Tang.le de Dedi 
== | Ene Da, . (685), | IE de P27.E: (se 5) (voyez sur les valeurs cmployées 
0 
in Sin. x de Ee Tang da, 
Méth. 7, N°. 17); ETA mac (6 OP ED 05 werk HOG 
| V (a + b Cos. Aa) z ik hee Í V (a > b Cos. Az) z va 
0 KU 
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Tang.te dr Ee 
adtblos.Ae) «°° 


Ov (atbOos.Ar) 


[7 


wi Vl ET 2) 


IL. M°‚ 17. N°. 5, 4. 


|. 


/ 


rv 2b 


atb 


1 
en) 


® Tang. }a.Cos. 4 da 


® Sin.z. Cos.Ar dz (689), = ® Tang. z.Cos. Ar de resort 
Vi (atb Cos.Ae) x” V (atb Cos. Ax) z ! 
0 
sl 
2 Costede Cos. rz dz ei [ De’ 
ze atb) k 
ME V(a dt bCos. 4x) 4x) v(atbCos.a)  by/ (ab) ij 


on Méth. 9, N°. 13). 
4. Lemploi des formules IT, 30, 32, 37, II, 33, 39 et II, 35, 
encore les résultats suivants: 


V (atb Cos.) « 


„…(691),= 


Sel 


S ensemble nous fournit 


25 \ 
a+0) 


oe Sin. a de is _ Tang. © 5 © «Tangled , 
A RER 6 stean 7 (695) = | ME 
Hp? Cota z 14p? Cot. zo’ 14-p* Cot & 
0 0 0 
Kz 
2 le 1 En Si la 
— LT les ‚ (voir Méth. 1, N° 17); en ‚-. (695),—= 
Lp? Cot? 2 lp’ “+ Tang. @ & Cos,* « 
0 
ki 
ie Sin. de a 5 de 7 a a 
== Ke ’ == . 5 rn a ens bJ E M b ] 9 . 5 
Í p*+Tang.* w # Cos.* z Ke Sin.* rp? Cos*zx 2p Gi j : ) 
0 0 
A (698 2de 7 
p*+Tang.*r «° Di) sil p*+Fangte «° } a p*+Tang.*e  2p (Lp)’ 
0 0 0 


RE 3 Sin. Lr Sin.® v. Tange ; 
(voir Méth. 1,N°.18); ae = sf 
Sin. AE » zOos.2x P SintaFp? Cos.°z « Cos. Zx d 
lez » _SinoSin je da 0D, — 7 PN De nde he _} pr 
Sin. edp? Cos.* z «Cos. 2’ Sin.* zt-p* Cos.* & Cos. 2x 2 lap: 
0 0 
es Sin, « To _ Tang.v de Pe 
Sin? w4-p? Cos? e © Cos. 2 Ze Í Sin? zp? Cos.* « «Oos. 2e ben 
0 0 
ks 1 de ilt ®_Sin. w. Cos. x de zo 
| Sin? edp? Cos? z Cos. 2e 2p 1-p?’ Sin.? edp* Cos.*  # Oos. a’ een 
0 0 


Cos.* w 
Sin? ad-p* Cos.*o Gos. 


Sin. w. Cos? « 


(105 
Sin. ap? Cos. a Oos. Ze 


de 


an 
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Nh ns Tang. | de 
2 „(706 En 0 pm 
De) nf abSin.2afe Cos.*a eteCos.te ) zi abSin.*wtelos.*r « AD 
En pe Tang. Ja da (708) du EE mda 
nk atbSin? ateCoste w° | atbSin?eHelos.?r WW (a+b(are)’ 
0 0 
a Sin. « de 2__Sin.? «Tang. En 
EE eN COD), fran. Sne (710),= 
[et Cos.* eg? Sinte « Cos. e-+q Sinte x’ 
0 
ku 
of Sine.Sin® ie de a ] Sin* ada m5 
fn „2 Cos Sin. El Vak | p? Cos? eg? Sin.- a Eh 4 
Û +4? E q q(ptg 
o _Sin.: 7 ze (712) ee Tang. ne de (113), = 
fr p? Cost aq? Sinta a De | p? Costag? Sinte a U == 
0 
ad 
2 de Bees (7 Sin. «. Cos. « dee Hi 
ge if p* Cos? ws 4q* Sin.* « 1 2pg | p3 Cost elg? Sina CAA NEEN GP 
0 0 
7 Sin. «. Cos. de enne Ë Cos.* zda: u 
zi Í p? Cos? wg? Sin? « skoet IE É Sl p? Cos? w+-q° Sin? Wp(p4g)’ 
Û 
Ke de 
(voir sur les valeurs employées Méth. 7, N°. 20); je p° an Di TE 5 D a ………… (716),= 
Sin.* z. Tang. « de E Sin. «. Sin.? 1 xe dar 
0 ern 
q At (p* Cos.* d-g* Sin? a) a 
0 
Sin. da 71 5 Sin. r de 119) 
5 == : tert So OORD de 119),= 
f (p* Cos.* Hg? Sin? x)* 4pq° (p? Cos. * utg? Sin.* ER 
0 0 
kf 
Tang. da (720) ike den net eN en np? + q° 
Te ik (p? Cos.* rd-q* Sin.* )° el ern (p? Cos.* @d-q* Sin? 1)° _4&ep?gt 
a Sin. a, Cos. a de Sin. wv. Cos.* a de 
ES TN ak nen en Ee (122 = 
(p° Cos.* a 4q Sin? «)* a | _ (p° Cos. aq Sin? o)° « 
0 
2 Cos * da 7 ee Sin.3 « 
= le == (voir Méth. 9, N°23 ee (OOS 
EEA Pra en L ): | (p° en Kl GRAS 


u 
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ee Sin.? «. Tx „dl lx ki Sin. a. Sin.* Le da 
dE: SAR: Rn C E, wl 2 De 1 DE 7 e de, (025), — 
(p? Cost ad-q* Sin. 2)? w (p? Cos? 24-q° Sin.) « 


0 
E Sin. ede KL 3p° 40° Ee Sin. x da (726), — 
nd (p? Cos.*aq* Sin?) 16 pq’ (p? Cos? aq? Sin)? @° en 
0 
Zi 
Tang. ; da 2m) 2 da 7 Sp‘ +2Wp°q* +39! 
| (p? Cos. aq? Sin)? « a (p°Cos.*ad-q? Sin)? _ 16 pq : 
0 Sin. x. EEE 2 (128) e hd LE de , de Tr (TSO 
(p° Cos.* zg? Sin.te)S « (p? Cos.* hq? Sin? @)S zv 
0 


ud 
2 Cos? a dao rp H3g? ee Sin. « de (130), — 
E [ (p? Cos. aq? Sine)? 16 pg? (p? Cos? 2-q? Sin zj at Pr ve 
0 
Ee Sin.*e.Tang.r , da Di Sin. x. Sin? 4 a da 
= g (31), —2 : (18 = 
(p? Cos.* 2q? Sin? 2) @° ' Ë | p? Cos? edg* Sin? 2) z' i 
0 0 
kid 


2 Sin.* vd et Pudsarde wf Sin. x da (133), — 
= (p? Cos? eq? Sin.*e)* _ 32 Pe Í (p? Cos.* eq? Sin? 2)s «°° pn 


kus 
2 É Tang. « de 184 = Di de WE 5pe+3piq*+3p?q'+5q® 
(p?Cos.*a+qg?Sin.to)t 2" 7 | p*Cos.*ag* Sine) 32 god j 
0 0 
Sn Goar: d, ks Sin. rx. Cos.° z dez 
EEE Se ee 
(p? Cos.* zq* Sin?) wv (p* Cos? vg? Sin. 2) z 
Ls 
2 Cos. zdz a psH2Wp°g*5g* Ee Sin. z da (73%) 
== Ed E 3 5 { ed 
nT 32 pq Í (p°Cos.*atq°Sinte)t «” 
0 


DN: s ® _ SintaSin? fe de (789), — 
ECE en (p° Cos.*adq°Sin.? 2) 2’ Nas 


Ee Sin. «. Tang. da 
(p? Cos.* sq? Sin? #)4 


0 
7 
2 Sin. ede’ n Sp +q* ge Sin.® zv. Cos. z da (740 
Di 2 Cos. rt-g? Sin?) 32 pq’ 2 Cos. eq? Sin.ta)t «° ri 
5 Pp q (A (2 q 
Ee Sin.® «. Cos.° x de EN 2 Sin? x. Cos? ede zm pi dg? 
zel) (p? Cost aq? Sin.* 2)? «°° en (p? Cos. 2tq° Sin?) 32 pq’ 
0 0 
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9 Sina. Cos « _de ES Ke Sin. z. Cos.® de: re 
| (p? Cost 24? Sin? 2)s 22° (142), | (p? Cos.2 nq? Sin? 2)t #° ns Jet 


0 
ks 
on ®__ Coste. Tang.je dw (144) % 2 Cossede dente Pag 
(p° Cos. Hg? Smart «° Ê } (p? Cos.” zg? Sin.* z)* 82 pg’ 
ER Ee ae SAT 
s intégrales employées 3 tes Méth. 32, ; (745), —= 
(Les intégrales employées se trouvent toutes Méth. 5% Df 142 pCos. 2 A oe (745) 
® Sin? x. Tang. a di En 5 ®_ Sin.x.Sin* je de Dn 
=| 142p Cos. Utp? «' dE | 14-2p Cos. Zep? «° ek de 
“0 
2 Sin? wd tr En Sin. z de ĳ 
de Eee e UD ot NE 
1 + 2p Cos. U + p* 4 lp 1 4 2pCos. 2e dp: 
) 
a Tang. de ad Tang. Je de - 
= Ne Tren 
14-2p Cos. Zep" z | _lH2pClos.2Zetp* « í 
zi 5. Nes eo Sin.r.Cos.e dw (r. 219, N°. 7) 
ne —p* | 14 ploste pe Bk HT 
_f°_ Sine Coste du En Zj Cos.* de 1 
| 14-2p Cos.2atp? «| 9), os | 142pCos.2etp? Alp an Ean 


0 
voyez Méth. 831, N°. 7 (on yap? <1). 
5. Ces mêmes formules de transformation II, 30, 32, 37, IL, 33, 39, II, 35, 38, donnent 
encore lieu aux intégrales suivantes, seulement à l'aide des intégrales déjà trouvées Méth. 3, 
IN Eel el: 


Sin ed. ® Sin? w. Tang. vd 
fe on V (lp? Sin.? x), . (750), =| naren (151), =— 


z 
0 0 
ad . 
ade 2 
== | SE Sin. Sin? bay (lp? Sin.?«),... (152), == | Sin? ade (l—p* Sin.* ©) = 
ĳ 
0 0 
Wp —l1 lp? Sin. rd, 
== En 0 (p) + DE F'(p), han wer EEV (lp? Sin? TE Een SST (153), = 
0 
Á E 
® Fang. ede 2 
| EW PE eN en (754), - | de (lp? Sin? «) = E'(p), 
U 


0 0 
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® Sin. v. Cos. dee Sin. t. Cos.” de 
Í SS Apt e)- (155 — AIP EDO 
L LC 
0 0 
2 Lp? Jp? Sind: 
=f Ae ro ro rn Lp Sine) (151),=— 
sp" sp” 
“0 
Tang. ede © Pang. ede 
=| EE Alpi Sinte (Sje == Í gn DEE Ap Sinte 
L L 
0 0 
2 deon? ee @Sin.Sede 
z | nj), Í EE (a—p? Costa), (160), — 
J oJ £ 


0 Kk 


nd je Sina. Tg.ede (=p Ooste), (161), — | Sin.* Le.Sin. vd 
A 
0 


(lp? Cos. x),. (162), = 


de 
0 
3 
2, 5 4 14-p? l_-p*, ® Sind ep: À 
= Sin. ade (lp? Cos.°)—= 5p" E'(p)— Er (p). en MAPS shed 
0 0 
® Tang.ade 2 
ie nnn — CRT) EN A Dj — 08.2 @) — E'(p), 
| SES var ond Gen, =f de Apted) 
0 0 
® Sin. «. Cos. xda ® Sin. z. Cos.” ed 
| TV (l—p?0os*0), (165), =| SEE EEN (lp? Cost 2), . (766), — 
3 ) » 
ap*—l lp? ® Sinadae 
| Cos-aday/(1—p* Cos.” te Ee rf EEN (lp? Ooste) Gj 
p Sp KG 
0 
DIR d. ® Tang. Lede 
if" Alp" Cast a) (168); =| re Lp aspnoorns A69 
Td 
0 0 
> Ap? Lp? e Sin. v de 
Ep Cop Sr pj Eppe EE OBIN 
| Aen) ö @) @) (lp? Sin.) w (EROL 
if 
& Tang. da En Sin? bx da 
— lado | 2E 2 es . ‚== 
| V(l—p? Sin?) o { ) | Sine. (Lp? Sin?) «’ En) 
0 
ze 
2 de $ Ee Sin.® w de 
me zn — F(p), en 72), = 
WSE @) | V (Lp? Sin?) (773). 
0 Ki 
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_ Sin.r.Cost 
talen l—p? WV (Lp? Sin? 2) zo) 


5 Sin? rde 


RS En Tp? 


Sin. we. Cos.2 dz. 
V (Lp? Sin?) «° 


2 (P'(P)— 


der. 231, N°. 


E'(p)}, 


ze (Gl 


SDE ln dz 


== 


TUÉORIE, PROPRIËTÉS, FORMULES DE TRANSFORMATION, 


® Sin... Sin? ir de Ee 
AE RE UD 
Sin.r. Cos. de AA 
a WEP Sine enn Gr 
Cos. ada 1 


Sin x 
fo V(l—p?Sin? e) ne’ 


2 Sin4ede 


de mg=f. 


V(l—p?Sin?z) «° 


| (1 — p? Sin? z) _ p? 


ae DN | 
0 


jn 
— |E’ (p) — Ee F (p)s 


D Sin3 erSin2: z de 


V(l—p?Sin?z\ 


ASN 


hd Sind. Cos. z de 


2 
== F'(p)—E' nl b EES s — 
var GRE Sn al p)—E'@)}— Pf aps a se(0 79); 
0 
_Sin3a. Cosa Cosa da (TBO 2 Sin? w. Cost ade Re B Li 
L= Ip Sine) z 1— 2Sm 2e) 3p : PS 3pt (»), 
p ) p p p 
ne x. CosAa de 481 val D Sin.e-Cosse dex De 
nnn dn nn (782), 
0 
® _ Costrde 2p—l (2— 3 p°) (Lp?) 
= DE 
fe Men) 3p' (p) + 5p* (p) 
0 
5 Sin. « Tang. 2 de 
SIRENE. EN € 83), —= 
de haas Ek an „{ al V (lp? Cos?) z he 
7 
ls & Sin? 1e ze da) (734 gi 2 re en 
ë Sin z. V(l— p?Cos?a) °° IJ V(L=p?Cos?z) p), 
0 0 
2 Sinde de 185) 2 Sin.x.Cos.x dz 18602 ® Sine. Sin?ie de (787 
Ae En amen m)e »( | va p°Cos?r) z °° ‚= 
TE 
Sin.x.Cos.zx dr 


2 Sin? ede 1 
ie al W(l—p?Cos?e)  p? 
0 


Sin. r. Cos. x ZA 


V (Ll — p? Cos 2) v 
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E'(p) — Ent (a) f 


if heet 


vi V(l— p? Cos? EE 


Cos. rde 


(1 — p? Cos? «) Tie 


re (18BR 


1 
Ti {FE (p) — E'(p)}, 


Le 
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KIL Mee. 17. N°.5, 6 


en Sin? z ® Sine. Tang.x de ® Sin3a. Sin? adr 
’ ee A Gd SE ’ (792 p= 
 V(Lp?0o? ae EG V(l—p?Cos?z) v V(l—p2Cos?a) a 
0 
Bee 
2 ‚n 4 Deen Gls Ln, ke ‚n 3 n° . 
Sin4edz je 2p-—l 2E) + (2—-3p®) (l—p? Lp) (p ) Sins. Gos de (198), — 
V(L—p?Cos.?) sp* 3pt Md ms) fa 
0 
E 
© Sin3r Cos u dz 2 Sin.2x. Cos2 ede Lp? lp? 
—, (194), —= an ra en 2E (p), 
| V(l—p? Con 2e) @ hf nd Cos.” «) Bp Bp? 
®_Sin.a.Coste de (195), Sin.r.Cos3r dz zr 
(Lp? Cos?) Ti V(l—p2Cos?z) ie An 
0- 
2 Costade 2lHp? ] 
Te T{F'(p)= B (p)} —_ F (p)- 
V (lp? Cos? «) 3 p! { (p) (p); 3 p? (p) 
0 
6. On trouve ensuite par ces mêmes formules: 
Sin? x da en Sin. x. Cos. « Ee (198 
| (Lp? Sinas 2 E V (Lp? Sin?23 2 IT 
0 
0 7 
© Sin. Sin? iz Le Sen 2 Sin?zdre 1 B») 1 pr 
== End Wi 0) Kee me 
LAG 2 EN eee): V (lp? Sin?) __p(l—p?) : p? P), 
ee Sin. z de 2 (800), — ®___Tang.z de (son), ER: 2 de Ls 
Dep SA EP 5 (lp? Sin}? w /(l—p? Sin? x)3 
0 


=ipE nf v (lp? Sin. V (lp? Sin? 2)3 Gi 


Sin. x. _Sin.r.Cost HD da zi Ek D_ Sin.r.Cos2a de Ee 
Dn = Vv (lp? Sin?23 #° RI 
o 
rennen ee Sin.5 fj de B 
zl P)=E 0), ie ee: (804), — 


Á Cos? # da ) 
ie Í V (lp? Sin? 
0 
A, DP Sin.a. Cos. de 
pn V(L—p?Cos.2)3 wo” 
0 


5} kee] 
Tr {F’ (p) — E' (p)}, Í 
0 
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TE 

OP Sin.r.Sin ie de 2 

on —f (806), ik 
0 0 


v(l—p?Cos2e)3 w 


Sin ade 


V(L—p2Cos.2)? v(l—p? Cos? 1) PN 


Sin. v Ged (807), =| Tang. 
0 


de (508 
V(l—p?Cos?2a)3 «°° B 
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to |A 


lx 1 kel in. à b kj 
EI > E'(p), en Zi ERE (809), — 
V(l—p? Cos?) lp? V(l— p? Cos? « 
0 0 


ES wSin.z.Coa?r da Cos.2adz 1 
Es / 2 DPS (810), == EE =S EDS El (p), 
Vv (l—p? Cos?) wv v (1 — p? Cos? 2)? Tp(l—p?) 
0 


0 


meu 


Sin. da SL, i Tang.e da (812), — 


de leurs de Méth. 9, N°. 12 ee (ei 5 
( die eursde Méth. )5 | OTE 2) nn ES 


Tr 
5 


de hek or ì Sn dr 
== — —= VV}. FI Sin. — |, (voir Méth. 7, N°. 14); EE (SUN 
/ (1 Sin. 2) 4 V(L4Sin?) «° 
0 0 


® Sin2«. Tang.ede ® Sin.e. Sinse de 
5 LE BT NET 
v(14Sin?e) x 1 (l4-Sin?er) zo 
0 


wol 


Sin ed AN 
v(L4-Sin2e) 
“0 


® Sin.x. Cos.e d ® Sin.r. Cos?e dt 
VR Sine | AF si; en ee 
4 4. V(l+-Sin?e) « V(l4Sin?e) « 
Kee JL 


TE 
2 rd E Sin3 o ; 
ee z[r (sin2)—r (si ib EE 
VC (1-Sin? 2) 4 4. (Ll4-Cos?er) z 
"0 0 
E 
5 ggn Zi (819), =2 ® Sin. «. Sin.2ie de, (820), — 2 Smrdre B 
(los?) z L(l Cos?) z TL (L4-Cos? z) 
0 0 


8 [r Sin E\ mil si 2 Sinx. Cos.r de zr ® Sin. z. Cos? dr (522) 
NW | in— ||, TE Ne ‚(82 = 
( 0 | L(l4-Cos2r) «° he | vr (lCosv z 

o 0 


2 srd 5 
== = Ben — 2 (si EE rv}. Sin. 0 ‚ (d'après les valeurs de Méth. 9, N° 4); 
LA (10052 x) 4 4 
0 


Kd 
ij Sin. ® de Ee Tang. dr 2 dr 
— (823), —= —, . (824), —= == 
LL (L4-Cos? a) V (1-Cos?e) @° Lo (L + Cos?) 
0 0 0 
TT 
vur (si5) (voir Méth. 7, N°. 14). 


7. Passons à des intégrales définies d'un autre genre, mais qui se déduisent par l'application 
mêmes formules de transformation II, 30, 32, 37 
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Kij 


NN ao 
ke if RE d: 
| tp Oosta) EE) Í Ute Cona on 
0 


0 


kid 
Sint. SÙ ; dk 2 Il a 
fs (1 +-p Cos.) — ER TEN Sl LA +pCos2w)Sin? de — zb le (LFP) nd 


5 
0 (ij 
1 Es ] r de 
BEAU)! pn U(1+-p Cos? ed 2 SN == UL H-pCoe? 7) EE … (829), — 
4 Te 
Zi de, 2 1 14 p 
_fx (Ll + p Cos?) gE (SOME / L(1 4 pCos?a)de — nl ee EEE 
© 2 
Ún Kú) 
Sin zr. Cos. zE Ml Sin. ze. Cos? ade 
Ik Qd p Ooste) . (831), =|" (lp Coa?) BES 
U & 
ij 0 
Ee Cos? z. T 2 
mj (1 4-p Cosa) — Tang Eed va onhe (835), =| LL + p Cos? «). Cos adr — 
EE 
0 0 
il 1 al —l Sed. 
Ed A Jk Up sine, Ee: (834), — 
2 2 4 rv (lp) +1 
0 
Ee Sina. T Ee E Sin.r. Sin?? de 
LL Hp Sin?) — se . (835), —2f tpSnen Ee ee . (836), — 
E kj 
0 0 
> 1 (1 1 —l d. 
pn 2r).Sin ade ol EL ze Ep) iaer) (1 HpSin.? ee ee S= 
0 
EE, e Tang. Eede 
el U(L 4 pSin? rs) — ame .… (838), =| Lt +pSin2e) EES …… … (839), = 
F » 
0 
2 
2 1 1 ij Sin. z. Cos. xda 
zi Na LED) Í Je ur 
2 Ee) 
0 
Sin. x. Oos. Had Ù Tang. 3 «ed. 
oi Oe en =| isen En (842) 
Ki 
0 


| 1 
ante) Cos? ada eea (L+-p) 7m U (lp) 


5 iP UE DT Rn d'après Méth. 10, N°.12); 


kij 
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E Sin. rde 8 Tang. xd 
Í UIt p Oos. L eo) (843) == (Ut plot) SS, de (BAAN 
a 


0 0 


oo TT ‚. „de 1 7 
=f U(lap Oos. 2e) SEE | (845), — ftatpomenas | L(L + p Cos.) de — 
Kij & 


0 
— zl Born f lezen a) (S46), fen EET 
0 
5 Tang. Erde jj 
= f tat om a SES, ae (SAS fasen 2x) de == a l(qg + Cos.) dae — 
0 7 0 
Eder ag 1) 


‚(q°>1), (d'après Méth. 10, N° 11); remarquons que ces mêmes intégrales 


vo 


2 


pour p2 > 1 ou g° <1 ne vaudraient plus, puisque dans ee cas elles deviendraient discontinues. 


0 Sin.rdex p. 


Tang.ad 
ja Ap Cosa Hp). (549), ni ‚ (850), — 
E 


Eli: 


Ee ne le 5 
_f a+ 2p Cos. Up?) —— 5 (851) on (1E2p Cos. Waet-p?) de — 0, (PI), 


3 5 Sin3rda. 
— nlp,(p?>1), (voir Meth. 4, N°. 4); |’ hp Oe nt (852), = 
BN 
0 
Sin?z. …e «da: En Sin.t.Sin.2 za 


les] 1 
== frarspons vt-p?) „…(853), fo Epos Hp?) — dr, (854), —= 
L 


“0 0 
AN 


2 1 1 7 
Sel U(L EE 2p Cos. Za + p?). Sin?aode —= FP (PE 1), = riette (p2> 1), 


Sin.x. Cos.2ade 


Sin. r. Cos.ed. 7 
EN (655), =f (stap Core B (856), — 
0 


Ie U(IE2p Cos. Hp?) 


tol 3 


2.7 J.7 d 
nun pnlbadge pj teegn Ven en “LIE 2p Cos. 2a-Fp?). Cos? ade= 
Kij 
0 


0 Cos. 2 ax. „Sin. ede 


l 1 
—=t es IR zp nn + zn fl dE Uplos.Ler +-p?)- 5 „(85 
0 
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Cos.Zar.Tg.rde 5 Cos.Zax.Tg.Srda 
zn 2pCos-2a+-p? ln EE (859), =fia ploert pj (860), = 
v 
ki 
—= IK (12 p Cos. Lr Hp?) Cos. Zar de =-e p)°, (d'après Méth. 5, N°. 6); 
2a 
NRN Sin. ede (861 Ben EAS Tang. rd sn 
at ergere en) (XC ’ == EL Mir rear et nd vs), == 
Ik MEE NEC ) Í VEE Cos. 2 er) 
0 0 
5 N Tang. Fed (563 2 EE dez PEN 
= ft(ttp Core) is a (50 ) | HOE) rt ; | (Ep oee) = 
0 
7 - 5 oe dr 
= 7 Áresinp, (Dvor 10, Nn f U(I4p? Pang? v).lU(A Hq* Cot.” «) rn (864), = 
B) « Sin, x 
“0 
Panna gt Gotta (865 
— * Tang.’ «). HEDEN ar OP MN SRE DN 
| Ed a 8 z Sin. v. Cos. © dl 
id 
1 (in 4p2 Tg.) (0 4-qCot- en 866), —= ( UL-H27g 20) UL 
== 2Tg.°e). OLE mn pT? ( 
zj tr Eene ĳ gen): ie 
0 0 
1 GO 7, d. 
or gene Hp? Tang.*e).U(1 + q* Cot.*: en Ee 
Cos. z 
Ö 
Tg. Ed Tg.lede 
ZE la Cot.? , —= 2Tg2a)l(l H-g2Cot.t a) ZS. (& 2e 
-f' LP TG2 + Cote) eee of 127 Pott) EES (860) 


a 


3 dt 
mi Lp? Tg? 2). U(1 4-q* Cot? at Er Pli (Lpg) — 2 7, (d'après Méth. 37, N°.S); 
08. & 


B Sin.zd 
Í lp 
U 


= Tyede 
V(l—p2Sin 2), (870), — | Ul—p?Sin 2) LE (lp? Sin?) (871), — 
U E 
0 


ud 
ee er if 2 f 
zi Sin.*z) RUE v(l—p? Sin). ($72), =| U(l—p* Sin.) de y/ (lp? Sin.) — 


Sin. ad 
(2D) FP" (p)— {2 NULDE mf (lp? Cort) V/ (lp? Oo8.* 2). (873), — 
% 
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5 Tg.rd. 
fien Eva —p?Cos.°),. (874), fe —p?Cos.? 7 En (L—p?Cos?a),. (875), == 
Ni 


o 
is 


[a —p? Cos.>a)de (lp? Cos.*z)=(2—p°)F'(p)— {2 EU(I—p*)}E'(p), (voir iei, N°. 16); 


0 
7 Sin. ed E Tang. ed 
Vp? Sine). Ee Sdk UNS De 
TV (Lp? Sin.* zv) av (l—p* Sin.) ì 
0 u 
Ul=p? Sin * J6 Taageds (875) Zo 2Sin? 2) de 
== 1—p? Sin® x (STN —p? Sin = = 
P v(l—=p? Sin.* z) : v(l_—p? Sinte) 
0 0 
La F ir Méth. 10, N°.9) “a Sin?) SE 879 
—= —l(L—p?).F' (p), (vo th. 10, N°.9): —_p? Sin? : En rde elf IE 
2 Td bn É Dev (lp? Sin? z) ek 


Sin? rv. Tang. dee Sin. «. Sin. Erde 


(880), =2 f Ul—p? Sinte 5 
ey (l—p? Sin. w) E80) je De rr Sin.) 


| 


[Ap Sin.) „(SSI), 


oe 


0 


Sin? ede 1 í 1 Tafels Ì 
—p? — 22 l(l=p? SF NDT Sp NRA 
fj (lp? Sin?) AE pr ú at lk Pp JE oF b AGh Î ), E' (p), 
0 


Zin. z. Cos. ede 
er (lp? Sin.-a e)’ 


Sin. z. Cos. @ de 
rv (lp? Sin.* 2) 


Ul=p? Sin? «) 5 . (882), tar Sin . (883), = 


0 
z 


» tamme > Conde 
| UIP Sn je, (884), =| In 
L 


(lp? Sin? zj (lp? Sinta) 
0 0 


2 


» Bled = DON 
fra" ono EE al Costa), (886), = 
0 


1 1 1 1 p 
== err); RO On) B’) 


7 vl —p? Cos.) er (lp? Cos.2 2) 


Sin. de 


887), — f U(l—-p*C RE - 
NRE Ik as dine a (lp? Cos? 2) 


Sin. %: Sin. Leg 
(lp? den al 


7 Í L(L—p? Cos.* «) 


0) 


E jz ed L 2)N mep) — en eN ip) e 
— Ze _—_— pp _— en === 
a Pnt B Pp en 
En Sin. «. Cos. rv da pa Sin. v. Cos. 
— p? Cos? à sij fp Cort 889), — 
fra Con? B petan ‚…(888) (lp? Cos. «) BRS EE . (859) 
0 0 
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kul 


Cos.* «. Tang. da Cos.® dr 


za Teer EN Me TOEN == 
=|" Bj OE pO) ee | eek een 
0 
1 


if 
p 2 
Sin. ede 


(lp? Cos.) 


Tang. ede 
S91 lp? Cos.) — 
ul ), |" ( Pp Os. OE (Lp? Cos. 7) 
0 
kus 


Tang.taeda dr 


80 
1 
ofer —_2 H- (lp D) F'(p) tj Ik — Te) B' (p), (partout suivant Méth. 32, N°. 


(892), — 


EE Te 
=| DOME 
û 


2 
ENDE == Í UA —p? Cos. «)- 
5 “0 


Sin. ada 
rr (l —p? Sin. z)” 


> La —p?). F'(p), Ì LL + p Sin? «) 


‘0 


ze Tang. ade oi Tan jade 
fotonen, NE taps: 2) n= 
dL 
0 


L (1 — p? Cos? 


(lp? Sin.® z) ì (lp? Sin.” z)’ 
0 
Kd E 
2 dee 1 2(14p) 
(0 Sin z _l HEN )—zP L— 
Í Ge NE 2 Vp @) 4 p)), 
0 
Sin. xda e Tang. ede 
AUD (897), = f U(L—p Sin? x ‚…(89S), 
| er Sar (lp? Sin?e) 897) Í de EL (lp? Sin.) \ 
0 
as 
sd 7 a xd 2 dr 
RE 
er (lp? Sin. w) (lp? Sin.* 
0 
1 2(l— 5 Sin. r dr 
EE pr onee Dl U(I—p* Sint @) OD 
2 Lp S er (l—p* Sin.* «) 
7 d. Tang. tad: 
= Ge 2 Sin.* VUE ee == lap? Sin.*x)— SE, OP == 
(lp? Sin. ani ev (lp? Sin.) 


dr YT 4(l—p?) TE 2 


Sin. ede oe Tang. xda: 
LL Cos? : 903), == L(L Cos.” t _— (904), —= 
ig (l+-p Cos zi Op? C) „(903) Í (L4-p Cos ETET (904), 
0 0 
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DT 


== 
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i Tang. txde > de 
== Weeen ee (OON t(1 Cos.) 
Í Gea OTE a) A05) Í Oe PE Cos.? «) 
0 0 
1 2(1l+4-p) 7 Se Sin. v de 
| „FP'(p)—— F' { l-p?)}, U(L— NI 
Ep TOP (lp) Í (oplaten: (006) 


Tang. da E Tang. xdz 
Ul—pOoste) gon (007), — | UI—plos.ta 998), — 
jd ek en er (l—p* Cos.*z) sh, Í ee al (l—p? Oos. ) dh 


2, ds 1 2(l—p) 7 
(1 — p Cos.? ee F(p)— =P {v (1 =p?) « 
zikdl Zee) (lp? Cos.* x) 2 7) (e) Ss Ü P )} 
Sin. ede Tr d, 
eed (909), — ke en 
av (lp? Cos.* 2) ml (lp? Cos. z)° 
0 
5 
E Tang. Leda 2 de 
—_p? De 11), == nT s, 5 Ee 
Up? Cos UE Cos”) (911) je p* Cos Vp Goe 
0 0 
1 4(l—p? 
= ne Fo) F (1 (L—p?)}, (voir Méth. 10, N°. 9); 
5 p 
Sin. edz En Sin.’ «. Tang. ede 
: == rf DNS S= 
fra- p' Sin. in (lp: Sinta)” (912), je p* Sin DAL p* Sine) (913) 
0 


tol 


Sin. rde 


SE Sin.* 2)? HE 


ie Sin. x. Sin.? Lada U 
hes EC 
Re) er (lp? Sin. 2)? Ge, kl tr Ae 


—l 
— pag Ie EPU} F )— (2 + HULP) EO), 


ee dl » Tang. rd 
f 'Arrsnzn men ned EEE MOL) el ee 
El ) el 
0 


(lp? Sin 2x)3 ‚ L (lp? Sin?)3’ 
3 


dr 


2 
© (917), =| Ul —p? Sin? z) (lp? Sin? 2) == 


Ee Tang. rade 


Ee AN 
Í iere Glelags 


0 0 


Sin. a. Cos. adu 


1 DI 2 EE 
=O HOBO Sinte sn 


(918), = 


Ee Sin. r. Cos? ade a Cos? x. Tg: rde 
lp? Sid? (919), — | Up Sint (920 
ft sene 10 neren 
0 0 
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d ‘Cos. ade 
Es 9 2 je Dd 2 ' 
ef lp? Sin?) Vp? Sin?) p al {2 (Rp?) HULP) F'(p)— (AHU) E @)], 


Sin3 rde Sin? z. Tang.r da 
—p? ‚2 en EE ‚(921 S= Val 2 Cos. Ee O2 
fzo PO?) proost CD Ik Ap ne 
0 0 


tol à 


Sin? rde 
V (lp? Cos? 3 


Kas] 


Ee Sin. a. Cos? 5 a 
Ee —p? ‚.. (923), — | U(l—p? Cos? 
fa p? Cos? zo) Eh (923) / (lp? Cos? z) 


0 0 


5 Sin. rde 
ppl PPH (al) E0)], | nn 
0 


TV(L—p2Cos.22)3" 


Tang. + ede 
TvV/(l—p? Cos? z)3° 


ye Tang. du 
== | USP CHER 
0 


5 
(925), — | ta—rzon 2.) (926), — 
“0 


e/(l—p? Cosa)? 


5 , | dz 1 ETEN 7 ; TLT 
Ee ik EEn Eeen enh no 


7 RE ora Sin. z. Cos. dr zen 7 Mrs Sin. x. Cos? ade DE 
— p? Cos. Ee —-p? Cos.2 ’ (92 
IK PPO) ape Cona” 27 jr PP Onda) eminens GE 
0 
Zj 

C T 2d. 2 Cos? xda 

en angie de . (929), —= brt Gorj 5 ee 
eV (lp? Cos? 23’ V (Lp? Cos? z) 


“0 


=| tronen, ) 
0 


—1 1 1 
Br |} Er De =| Dn Ë ed | ol. (d'après 


Sin. ade 


éth. 3: OAZE 1 p? Sin? hl, Sina) ee ee eee 30) == 
Méth. 32, N°. 7) Í Ll vp? Sin. ne) ie Sina)’ (930) 
0 
Tang. « d, L 
Ali —p°Sin.?Â Sin?) ke dad 931), — ij embed Sin?) HEER in (932) 
evil — p?Sin.? 2) 2V/(l—p?Sin?e) 2e) 
0 
dr Ô 
sf UU —p? Sin? À. Sin? z) AE Sn? £) — E'(p) [F( Ps 1) |? —2F'(p).r(p,À), 
Sin, rde Tang. r dz 
UMSBGEN Sin) 983) fl PCO Sin Ere (934), — 
|’ tg en al p? Sin? Ze)’ "{ je ih EE a/(l—p? Sin?) hae 


0 
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Tang.tade 
Tv (l—p? Sin? 2x) 


dr be HE, 
V(l —p?Sin2a) 


| UI + Cot 2d. Sin.? @); 


0 


(935), ek (1 4-Cot? à. Sin? zj — 


— af (V(L—p?) 4} —2F(p)r{y/ (Lp?) A} —2F(p). ISin AF (y/(l®)) — F'(p).lp— 


emi n E EA Sin.rda 
—_{E'p,—F Prva f UL (11 —p?)Sin.21} Sin 22] ml -PSna) (936), == 
0 
ee Tang.r de 
== UI — {1 — (1 — p?) Sin22} Sin? Ee de Aloe bei &e = 
| Í { ( p?) Sin2 1} Sin 2] VLP Sn2 z’ (937), 
5 Ee _ Tang jed» ga 
= Í WI — { —— (1 — p?) Sin? 1} Sin? die Te 2 Sin?a)' RE rrd a (935), = 
de 


Te A 


— [re — {1 — (1 — p?) Sin? 4} ie 
0 


nij 1 SE 9 ' : lÁ DJ Dj] 
—? P(p).r (WP?) + 3 (pl (Lp) {E'(p)—F (0) [ FL?) 
ze Sin. da Tang.x dr 
—p?Sin2).Cos?z)- —,. (939), — f U(1—p?Sin.21.Cos.2 NE 
je p?Sin.21.Cos OS nf p°Sin.21.0os. D(L p2Co8s) zj” (940), 
0 
ij … _Tang.iedr a dr 
— fU(L—p? Sin). Cos) …(AAl),=f U(l—p? Sin. À. Cos. — 
je oe ad VVA Cos. r) ks Í le an ET, Cos.) 
0 
E F( 1 P or x 1 I Cot? ‚k C 9 Sin. «dr 942 
kh e EN ea S. Jke), = 
[Pep ro, ke (Ut O2 Oante) non” (042) 
0 
Tang. de Tang. ode 
l 2), == Cot 23.005. 944), = 
| re) VL =p"Coste)| wf OEE ay V(l—p?Cos.” e)’ den. 
0 
2) 
“a + Cot? À, Cosa) —— de u — a F {(1l—p?) 2} — 2 F'(p). vr (1/ (1 —p2), A} — 
Vv (lp? Cos? 0) À 
0 
Ĳ 7 Ar / 0 1 A AL \ Al 9 2 
— 2 F'(p).l Sin. mike WA —p?)} — FE (p)- Ip — {BE (p) — F'(p), [FE {/ (lp), 3} Ï 
Sin. dr 
js U — {1 —(1—p?) Sin? 1} Cos Nay pr Care TRE (945), = 
0 
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T d4 

ilk [Ll —p?)Sin?i} Coste) AT eenen (946), — 
p? halt: 

Tang. t dz 

OTT SEN ARE. DAT), — 
| [ | een lk (1 — p? Cos? z) Ge 
B 

af” UL {ll p? )Sin.21} Cos. al Ai En zP (WV (Lp?) 2E (PT (LPA 


“o 


l_— 7E 
+ 5 LF(o).l — — a wa —p®)} —{E'(p)—F (p)}- [F W/(Ì — p?), A} |, (d'aprés Méth. 


Sin. edn 
3 l ( 2 e (1 NI GER RE et ORO PORTED A elk erde ale € == 
10, N°. of” (Cos? + Sina. ( p? WE Ap Sint)’ (948), 
0 
E 8 Tang. vd 
== l ard Sin. (Ll —p? EAN ‘ == 
Í {Cos2 ao + Sina. (Ll — p2)} Es) (949), 


Lj 


En Tang. Jd. 
== Í Ll {Cosa + Sin? z.y/ (L— p?)} sn a NN et MERE to 6, (950) = 
0 


ev (l—p? Sine) 


7 
7 4 dz l PO(L— p°)? 
— f U {Cos? Sin. / (lp? == enb) 
Í (Orlent A, P Ya — p? Sin.) ON Me el VAA p°) F@), 
0 
zi Sin. da 
1 {Sin? Cos? zr. (l—p? rna 8 ee A le Oo 
Í {Sin z + Cos z./( p Pil =p Cos?) (951), 
0 
A (Sinte Corte (1 5 Tang. dr ZEE 
inz 082 x. — Bane nee == 
il ea — p? Cos.) Goe 
ij 
Sin? 6 dl Tang. Ered je 
zo (Sin? 4 Cosa. ( ln aj EG (953), = 
rs 2d Cos?a.p/ (l—p?)} Lo zi ld en Dn Méth.28, N°.1 1 
A eerie is 
0 
PO LqV(l—p?Sin?r)  Sin.adr 6 P14gv(l—p?Sin?e) Tanga de 
Zn ER ; SEG (954), = l (955), == 
lv (1—p?Sin?e) zy (1—p? Sin?) 1qV(l—p?Sin?) oy (1—p2Sin2) 
Ea ziaed! (l—p?Sin?r) Tang zadr (956), tg (L— p?Sin.2) da 
N= nm 
FT 2z) ov (l—p?Sin?z) en 1—p?Sin?) v (l—p? Sin?) 
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5 k 2 14g (lp? Cos.* zo) Sin. dr 
== F l— z ‚A ò6rt, : l- zv: ten 
TL Wi p*), Arcsin q) | Lg V (lp? Cos.* 2) EV (lp? Coste) 
0 


2 ml I—p?Cos?) Tang.ndr a vlos) Tang. dr 
E me —QV(L-—p?Cos?r) e/(L-p2Cosr) Ah Lgy/(L-p?Cos?z) ay (l-p?Cos?) 


0 


1 lp? C / 
fe +av{ p* Cos.* z) ae — af {y (l—p?), Arcsin. q}, (voir Méth. 


1—gyv (lp: Cos.°z) (Ll —p? Cos.” z) 


10, N°. 3). 
8. Les intégrales de Méth. 10, N°. 2, lorsqu’on y applique les théorèmes II, 30, 52, 37, 
conduisent aux résultats suivants, où Pon a Cot.p == Tang.h.V (l—p*) et p* <1: 


dei: (Tang. hv (L —p* Sin. z )} Sin.? zn. (960) 

ii VL — p? Sin.? x) et 50), — 

® Arctg. {Tang. h VL — p? Sin.* )} Sin.* wr. Tang wv dz HE 

| V(l—p* Sin.* z) DE aus heee hee ( ‚== 
Arctg. {Tang à. (lp? Sin.* x)} Sin. r. Sint Erde oe 
a Vv (l— p* Sin.* z) 5 ze mla 8 


tg. {Ta.h.(1—p?Si ' 
nn en EEV pens tad pd} Cold (LVL —pSin 1}, 
(lp? Sin.) 2p° 2p? 


(964), = 


’ 


SAE (Tg./OA—p?Sin?e)} Sin.edo (063) = Arctg. U LV(l—p?Sin?)} Tg.ade 
Í v (lp? Sin?) ohh d | Vv (lp? Sin? o) 


% 
> ® Arctg. {Tg.hy/(a—p?Sin Ze )} Tg.tade (965), = 2 Arctg.l Thal pie Ero) 
V(l— p? Sin?) 2 Vv (lp? Sin 2) 2 


Arctg. {Tg he /(l—p? Sin? w)} Sin. z. Cos.* rde RE 
fr V{l— p? Sin.* zo) z A zn Rn hd == 
‘0 
® Arctg. {Tg. 1 (1— p? Sin.* x)} Sin. z. Cos. de dee 
nen Be eN EE 
“0 
Ee et ne E Aen jn A 2) oe e=] Tange En EE RC et 17 (9 68), == 
V(l—p* Sin.* z) pi 
Jo 


Page 406. 


isd mj 


ET METHODES D'EVALUATION DES INTEGRALES DÊFINIES. HI. Mee. 17. N°. 8. 


24 tg. {Tang dr (Ll — : : 
ali retg.{ A 4 p? Sin.® 2) Ee (E (pi) —(L—p*)F (p‚i)} == 


V (l—p? Sin.* z) 


® Arctg. Langh. / (1 — p? Sin. #)} Sin. a. Cos? 2de dE 
ae 15), 

iN V (Lp? Sin.* z)° ij 5) 

0 

_ (“ Arctg. (Tang. hy/ (L—p® Sin? «)} Sin w. Cos. da rond 
En rs ee (976), 
_ f“Arctg. (Tang. Ay (1 — p? Sin.” *z)j Cos *w. Tang. } de te 
Ee en : RD (977), 


Brig Lang. Ay (1 — p? Sin? zj} 
3E V (Ll —p? Sin? z)3 
Pace AOT. 52 
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TE 
Cos. ade — pp: (PP pi) — Elp, dj + 


C AV (I—p? Sin? @)} Sin? xd. 
nep Psn EL en NS en (969), — 
2p* (lp? Sin. #)? @ 
® Arctg. (Tang. À. Hi ne Sin? «)} Sin.® x. Tang. hs 3 
MINE enk KE en ren (970), — 
V (lp? Sin. x)? e 
0 

== 0 ® Arctg. {Tang. A (1 —p? Sin? «) Sin. «. Sin? jade 07), = 

ai (1 —p* Sin.* 7)° T Taelen ak $ 

2 tg. Tg. (lp? Si } 
Zare JAJ. / ( De un. 2) Sin? ade —= sees {E (p 1) (l—p*) ens 
V (lp? Sin. r 2p* (l—p*) 
Ml, À san ® Arctg. ie V(l—p* Sina) Sin: Slad he 
2Up*(l—p*) (lp? Sin.* 7)? © 
® Arctg. AV (pt: Jen ‘e)} Tang. edo 

= > ARE tee BAE (973), = 

V (lp? Sin.* o)? x : 

Arctg. (Tang. (lp? Sin? )} nn jede a 
OEP Tante ri = 

7 
2Arctg. j{79.t. ARES Sin? ©} 55 

and == A a == 27, 2) en 

=| / (Lp? Sin. ? Eje de 2 piet) pan ja pom.” e= 4e P Dis 
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9 Arctg. (Tg. hy (lp? Cos.*x) Sin.* da 
LN er ED Zr El 
p° Sin. 1)— py Ü p »f Wp? Cos”) — +: (978), 
® Arctg. En Av (lp? Cos.* : z)} Sin? x. Tang. 1 da 
Ee Ll Rr = ar Mad (979), — 
Arctg. | Tang. à y/ (1 —p*Cos. * z)} Sin. vin. ‘iede (so 
ee El } 
ZE 
’2Arctg. A. (1 p? Cos? z 
er Tag lp rn 
V(L— p? Cos.* «) 2p? 


q 


mr Sn ® Arctg. { Tang. hu / (lp? Cos.*a)} Sin.ade | 
— — Cot. — —p? Sin?.à en : ‚… (981), = 
op? Cot.h A—/ (lp? Sin?.1)}, J AR (981) 


en 2e) } se ede EN af Arctg.{ Ty. (l—p?Cos 2} Tg: He 83 
X 


V(l—=p* Cos.* zj (lp? Cos?) 


5 — p? Cos. 
_ Areto- Tang.) Ap? Costa) Erp, 
V (Ll —p? Cos? «) 8 
1 Areig- (Tg AV (L— p° Cos.*u)} Sin.v.Oostade (984), — 
V (Lp? Cos.* z) Ie 


EEN ARE (985), — 


® Arctg. (Tang. h./ (Ll — p* Cos.” a )} Sin. z. Cos. ede 
| V(L— p? Cos? zv) T 


® Aretg. {Tang hy (Ll —p* Cos.” x)} Tang. 3x. Cos." udz 
5 (Ll —p* Cos.* «) © 


FK 
2Arctg. {Tang. hy (1 —p? Cos.* <)} TE 
== — — Cos? ade —= —{F sil ol 

| Vl —p? Cos.* z) ik ap: | (p‚4) @,)} + 


0 
0 ; Arctg. (Tg. hy/ (Lp? Cos.* @)} Sin.* z de ze 
+ gee Lp (lp? Sin. nf Ee Cost @)° RT (987), = 
Arctg. (Tang. h./ Ql — p* Cos.* «)} Sin? «. Tang. ada (988) 
if | 
Bid Arctg. (Fang. hy/ (1 — p° Cos.” : z)} S Sin. «. Sin.* 2 zede 059), = 
mof seni pat) Santed | 
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ag Cee A (L— p? Cos? £)} miel : 
zl EE Cost)? nn EA 


zt À © Arctg.{ Tg. A (lp? Cos.*e} Sin. vdo 
Ne te IN AE > — IN == 
HDE (ap? Sin B) (lp), ae ET 5, (990), 
5 / 
Arctg. OEE LEE a )} Tang. de (091), = 
EED EE se 
En ® Arctg. g. (Tang. Av (Lp? Ge = 2} Tang. 5 elen (992), = 
Jp: Cat a) INE ER 5 
aj 
2 Arctg. { Tg.hy/(l—p* Cos? z) WS Sgr 7 Ze À £ 
| nn 2a)® ba ang er er } 
® Arcig. (Tang. L/ (l—p? Cos? o)} Sin. m. Cos® ee (993). — 
pes en Hs 
en } Sin. «. Cos. edu De 
ee (1 —p? Cos? «#)? ” NA Vaer AP en 
ren n a IV (lp? Cos? )} Cos.* 1. Tang. ; ade 
cs — p? Cos.* a)? NRE EE: ITT 
7 
2Arctg. (Tg. hy) (lp? Cos.* £)} mT he 
| W (lp? Cost a ) en ee (Elp, 4) — (Lp?) F(p,d} — 
A ® Arceot.{ Ta (A—p? Sin.te)} Sin. Fade 
=mlieg Wp? Sin D (Lp). drocoh RGA PS) in A are 
2p (lp?) ; V(L—p? Sin? x) 2 45 
0 
_ _f° Areceot. (Tang. hy/ (1 —p* Sin? @)} Sin.” rv. Tang. w de 
ge V(l—p* Sin? «) r rent le 
Er ? Arccot. {Tang. hy/ (1 — p° Sin? @)} Sine. Sin? } ede 
DE, DET : RARE (993) — 
0 N 


ik A recot eg Lv/(l=p? Sin.” 


z)} abe 7 À g 
V (Ll =p? Sin? «) egt op? Pp, —Elp‚0))} + 


Cot. À Dost Zil 
gen! _ mo tiepen (te) ® Arccot (Tg.hy/(1—p* Sin? AUS (999),= 
2p°v/(l—p*) en ' 
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Ee: ® Arccot.} Tang. Ar (1 —p* Sin? z)} Tang. rde 
(Lp? Sin.* z) () 


@ Arccot. | Tang. Av (1 —p* Sin.” «) E Tang. Ae 
Se rv (l—p? Sin.* r) ze 


id 
2 


Arccot. | Tang. dr (1 — p? Sin.* 2) 
mi (lp? Sin? rd 


TE 
da — SF (7,9) 


À li Tang. hr (Lp? Sin ® z)} Sin. r. Cos.* ode 
rv (l—p? Sin. z) 7 
0 


Re Arcoot. | Tang. Â allt Sin.” @)} Sin, x. Cos. ader 
(Lp? Sin.? wv) 5 id 


® Arceot.{ Tang. hr (Lp? Sin? w)f Cos.” a. Tang. iede 


or Í (Lp? Sin.* z) £ 
0 


Cos.* rde = st. p)— (Ì 


recot (Tang. A. (Lp? Sin? @)} 
ae Vv (l—p? Sin? x) 


datde cals 


Or De Oe 


mite medie 


- (1004), 


—p)E(p,P)} — 


mr Cot. À Arccol( Av (: 2Sin.: 2) } Sin. ele, “ 
Arsen epen ‚1003), 
PV (1—p’) f v(l—p* Sin.) r 
Arccot.{ Tang. Ar” (L—p* Si Sin.* Te de 
el f Peco ik En Lr 5 p? en 2 x)} in.* x. Tang. de _ (1006), 
— Pp" Sin.2) 
® Arccot.{ Tang. A. 1 (1 — p* Sin.” z)} Sin. a. Sin.® zede 
—= 3 nr nn Ed . (1007), 
| (Lp? Sin.* z)° Kij ) 
EArccot {Tg hv (Lp? Sin? «)} ud 5 
— Sn ndi 5 —p?)F(p, 
zij PETE intedr=g SE Ee (pe) — (lp?) F(p‚9)} 
À ies LÁTgAr (lp Si Si Ee 
Ek 7 Tang. Orel Spine), Arcco (Tgdr (lp Sinte} Sin.ade - (1008), 
pv (lp?) (lp Sin.*)* : 
0 
Areccot. Ges Ar (lp? Sin.* z)} Ln den (1009) 
fee tene | 
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EN ® Arcoot. (Tang. A.y/(l—p* Sin.* #)} Tang. EEE Re 
Vip? Sin.® x)° e 
Ë t. {Tg —p° Si 1 ang. À 
== D Ee vS: »)} de ree he (lp Sin. p)}, 
V (lp? Sin? «)? 2 lp? W(l—p*) 
® Arccot. (Tang. hy (l—p* Sin? «)} Sin, x. Cos. zdz man 
Í V(l—p* Sin? «)? z Alen al A 
® Arccot. {Tang.A/ (lp? Sin.* «)} Sin. a. Cos. de 
ze ee E oe (1012), = 
Vv (L—p? Sin.* ©)? D 
P Arccot. { Tang. A y/ (Ll —p? Sin? @)} Cos? «. TangFada 
= - (LOB 
Vv (l—p* Sin.* x)? 
rBArtcot. (Tang WLS pr Sine) 
ze reent{ Tang. eee) Coa Up Ep‚o)} + 
V(l—p? Sin? «)? 
0 
zfghy(lp*) ‚ Arccot. {Ty.hy/(a—p*Cos.*o)} Sint4 
Dun lp? Sin. p)}, ) == 
in op: (lp? Sin nf (Lp: Oos a) ‚(LO14), 
0 
Arccot. 2 A (Lp? Cos? w)} Sin? wv. Tang ade 
oe N Eng Jee (1015), — 
V(l—p? Cos.* z) ® 
nd ® Arccot. (Tang. A y/ (1 — p? Cos? e)} Sine. Sin. Za zj es (1016), = 
V(L—p* Cos. z) RL 
Blnecol. {Tang AW (1 — p? Cos.* «)} 
el SS 2 == EE =S 
| V(l—p* Cos? «) den Blo) (Lp?) F(p,‚o)} 
Cot, À P Arccot (Tghy/(l—p'Ooste)} Sin.ad: 
E Te VP Sin) A) Jl en CAMCORD (HON 
op (lp?) (l—p? Cos.” ) Tt 
® Areeot.{ Tang A (1 —p? Cos. Tang. vdo 
mt EE RN Pla (1018), + 
V (Lp? Cos.* z) KD 
® Arceot.{ Tang. A. / (Ì — * Cos.* «)} Tang} ade 
5 cot (Pang. Jy (Ì —p' )} ghede er ree 
(lp? Cos? z) e 
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en {Tang h./ (1 — p? Cos.* z)} de 
a (Lp? Cos.* x) 


® Arccot. {Tang h./ (1 — p* Cos.” «)} Sin. x. Cos.” od 
(Ll —p? Cos.* «) E 


pan (Zang. A (lp? Cos.*: 2} Sin xv. Cos en 


(L— p? Cos? 2) T 
0 
® Arccot. {Tang h.y/ (lp? Cos.* #)} Cos.* z. Tang. iede 
à Í W(l—p? Cos.* «) T ‘ 
0 
5 Vee 
== zen 2 likt, Oos dn Epe: Elp, 0)} + 
V(l—p* Cos.* z) 2p? 
moot Ae ® Arccot. {Tg h/{ (l-p?Cos.'w)} SinZade dn 
zh5 7 Arina Û J NT )} 
py (1 Ö W(Ll—p* Cos.” «) 
® Arccot.{ Tang. A. y/ (lp? Cos.” «)} Sin.” z. Ta ng. da 
ik if V(l—p? Cos.* 1)3 5 k 
® Arccot. {Tang / (1 —p? Cos.” @)} Sin. x. Sin.* Zed 
jk | (Ll —p* Cos.* 2)? E) LE 
7 
2Arceot. { Tang. h.y/ (1 — p? Cos? 2)} 
—— 5 5 = RENS Si 2 d: == Oe F ( kJ k 
Í WU —p* Cos” 1)? ed nl p‚)—Er,n} + 
alg 2 Arccot. { Ty. (l—p* Cos.” ) )} Sin.* 
+ op? ie V(l—p'Sin.*p)}, | VL =p? Cos* 2) E 
“o 
® Arccot. { Tang. à. / (1 — p* Cos.* )} Tang. ede 
5 | Ai ents Ae 


Arccot. en A (Lp? Cos? z)} Tang. tad 
7 fe: (1 —p? Cos.* z)° Kr 


7 Ee À 


ee) {g. Av die Cos.* @)} Be 
T lp? 0 2 


TE p: Cos. * 2) 
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Gr ER (1029), — 


Arccot. (Tang. A. / (1 — p?° Cos? e)} Sin, z. Cos? 2E 
| (1 —p? Cos? z)3 © 


r® Arccot. { Tang. À. 1 — p? Cos?) Sin. we. Cos. « de 
g ( Pp &08. Ep Bn. LT. GOS, TO 
oe WL —p? Cos? 2)3 © 


ae Arccot. (Tang. Af (1 — p? Cos? ej} Cos? «. Tang. 5. ed 


vl — p? Cos.22)3 E 
5 Arecot (Tang VLS? Cos.” «)} 7 F 4 
ik V(l—p?0os2e)3 Goa” ads — 22 (1 —p?) (Ep, 9) — (Ll —p2)F(p, 9)} — 
0 
zm Tang. a / 
ee fl (Lp? Sin? p)}. 
pv) | 4 


EE a EN / 1) € A Ù 
Eneore a-t-on par lintermédiaire de Méth. 7, N°. 23, au moyen des mêmes formules de 
transformation les formules de même genre: 


le2} 
de 
/ Arcíg.{Tang. A/ (1 — p° Sin EE pr Sinte or ee (LOBI 
0 


== a Arctg. {Tang. A. (1 — p? Sin? aen zeg: Lan 


(Lp? Sin?) … (1033), == 


0 


=| Arctg. {Tang. Av (1 —p? Sin? a EN be 


0 


Tang.: zede 


2Sin2«),.. (1034), = 


T 


2 
Í Arctg. {Tg ar{ L—p2Sina)} de/(l—p? Sina) — SE(p, 5 5 Cot. {1 (L— p2Sin2 Dj}, 
0 
Sin. ada 


Í Arctg. {Tang Ap? Cosa} (lp? Coste), … … (1035), — 
0 


k Tang. « d; 
== Í Arctg. {Tang / (1 — p? Cos2)} — kad 


VV (lp? Cos), .. (1036), — 


Tang. 2de 
Ë -W(l—p?Cos2o),.. (1037), = 


leed 
== Í Avctg. {Tang y/ (1 — p? Coe? 2)} 


ak Arctg. {Tg (1 pos? dep (lp? Cos?) — ij) pi) Cot (lp? Sin), 


0 
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S 
Arccot. {Tang (lp? Sin? a)} — ne, (Ll —p? Sin.?z),. .. (1038), = 


Arceot. {Tang (1 —p? Sin? x)} — (Lp? Sin?e),. . (1039), = 


© 


Í 
jg ° Tang. xd. xvdre 
Ni) 


Arceot. {Tang 2 / (UL —p? Sin? 2)} Tang ele ea Sea elo 


” 


ze Cot.» 


2 7 
== pf Arccot.{Tgay/(L—p°Sin.?e) day (l—p?Sin?2)= BPP) 2 Sing) — 
| ej ) 
ls Sin. dz 
—V(l—p®)}, ) Arccot. {Tang.X./ (1 — p? Cos?2)}—— WV (lp? Cos.?2), .… (LO4I), = 
‘0 
ii Tang. ede 
= | Arccot. (Tang. Ay/ (1 — p° Cos? z)} EV (lp? Cos?), .. (1042), = 


‘0 
od /K nee > dd. 
=| Arccot. {Tanga (1 — p° Cos? z)} Ee, (l—p?Cos?), . … (1043), = 


% 


«ol A 


= lek {Tanga / (1 —p? Cos? o)} de (1 — p? Cos?) =— Ü(p, ») — 


ze Cot.) 


BEVA) 5) W{ (Ll — p? Sin? p) —/(Ì — p?)}. 
Dans ces formules on a en p? <1, tandis que la constante auxiliaire p se détermine À 
Paide de Y'équation Cot. p — Tang. h.y/ (1 —p*). 
9. Enfin les formules de transformation II, 30, 32, 57 nous donnent encore: 


ee oo 
| e— Tang. >, Tang. ada El Tang. rde é 


Kr ak 1044), —= e— Tang. rz — En URE OO 
xv Cos. z DR ) xr Cos? z 
0 
Kl 


OE ang. sede - eed Leak 4 E 
=| e— Tang. ae „ (1046), Bk e— Tang. z 5 = Vm (voir Méth. 28, N°. 7); 


« Cos? « Cos? @ 
5 2p C Si da: 
Arctg. En Eee en an Wienen (1047), = 
—p? Cos? « EEE q° 2 Sine « 
et amo. ee EN (1048), = 
— p? Cos? z Cos? + q° Sin?a 
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ao 2 1 ” 
= f Aveo ws \ TLE Ewart) Maes (1049), — 


1 p? Cos? a} Cos. 4q° Sinar a' 


0 


2p Cos.° x de Pq 
== t En tg. | - —|, 
ang, EE Cos.* zl Cos? zr + q° Sin? « bk ae 


ú 2p Sin? Si d, 
Hg ee med Ne. (1050), = 
1—p? Sin? x/ q° Cos.? e+ Sin x z° 
0 
5 2p Si K:: 
Ean Jee ee LANE del ent (1051), — 
lp? Sin? of q? Cos.*rtSin*e ao’ 
0 
Ke In Kin. ? Ll d. 
Ar 8 eg EN De (1052), — 
lp? Sin? z/ q? Cos. ad Sin. re 


E gp Sin? d 
2p Sin. @ 2 Pq 
En er ee Art MEENDEN 
Í hi aes rag. EE): ek 
0 


ee + des 1 + p Cos. 2x 
| (1 + 2p Cos. 2e + p°)ie(p? + pg Cos. Le + q°)ie Sin. [« Arccos. haa EG ik 
ij 8. 2, in. rd, 
Sin. |: Arceos. | Ë arch 2 H Sd OrED Oe0 oe 6 (1053), = 
Wp? + 2pg Cos. 22 +9) T 
1 + p Cos. 2 } 
= l 4 2pC Îa(p? + pq Cos. 2 ie Si A 
Ad + 2p Cos. A 4 p")fe (p* + 2pg Cos. 2x + q*)ie Sin. |. ve er 2e + p*) ]. 
C d 
Sin. [e Arccos. | Pantip le U Pen. 5 e TEEN (1054), = 
Vp? + 2pq Cos.2a + 9°)) 
6 za \___1+4pCos.2e É 
a + 2p Cos. Za + p*)ie(p? + pq Cos. Zar + g° fe Sin. el Pr es Es zeik 
0 
’ 3 (ik pt Cos. 2x | Tang. jede ws, 
Sin. [e AÁrccos (7 (p: + 2pq Coe 2e +4") | E nelson (1055), = 


XK 


2 ’ 1 + p Cos. 2x 
V-p Cos-Be Hop*)ie (p* Hang Oor. 2e + q°)iein [a Arcoon 1 £ 
(1 + 2p Cos. Ar 4 p* ie (p° 4 2pg Cos. Ar + q°)fe Sin [e rcC08 Anti 


| Oos. 2: Aen 

Sin. le Arceos. ne Ee dl de El) al a 
5 V(p? + 2pgClos. Ue +g°) 2 \n 
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w 1 + p Cos. 2x 
Î 2 dan? 2Upgq Cos. 2 DE b | } E 
| (LH 2p Cos. 2 + p*)it(p? Hp q Cos. La + q jie Cos [e Arccos VL + 2p Cos. 2e Hp?) Ì 


pJ-qCos.2e Ĳ Sin. dz (1056) 


WV (p* + pq Cos. 2 + 9°)f 
hr) co z Ei, 1 + p Cos. 2x \ 
— f + 2pconte (p? + 2pg Cos. 2e 4 q° ie Cos. | Arcos. rn ee 


Cos. [- Arccos. | 


p + q Cos. 2e 1 Tang. rdz (1057), = 


Cos. AE 5 (p2 +2pgCos.2edg*) ee 


1 Cos. 2 
ek H 2p Cos. 2e + p° iep? + 2pq Cos. Za + q* jie Cos. [e Arccos. ei reren 


pq Cos. 2 1 Tang. Jade (1058), = 


Cos. | Arccos. 7% PEG Lef) 


1 + p Cos. 2e | 
EE on Gonzo dep Helpt 42pg Gas 2e gie Gon laArecon 
f a+ apaaaato'elpt + apo Cona + Can [ err eer 


Cos. [e Arceos. | Vp: en Es rr zld — se | + 2 > Ne | () | N 


“(pt +2 : 2)À os. Za „be. Sin. ad 
(p? +2pgCos.2adg*)ie cosa AN | pg Cos. Za U Cos. Wz. Sin. z 2 (1059), ie 
1—2pe Cos. 22 4-p° V(p*+2pg Cos. 2rdq°) z 


Cos.2 ja Cos. 2; „br. Ty.ed 
— nn dE BSOD) Cosa Arcos. am De 2 ki 
Iep Ooetetp? v(p° +2pgCos-2ed-0°) z 


5 Ja Cos. 2 Cos. 2be. Tg. zde 
= rp Ed AE Cos,fe Arccon.|- ed en 1 in (LS 
1—2p° Cos. 2 4 p° Wp? +2pg Cos. dq) p 


FT 
on? 5 Dr 2yla (DY 2 
F p*+2pglos 2Zeg°) Cos [aArocos) _ptgqlos. Il Cos. ade pf Ê jee 

1—2p® Cos. 2e Jp? vp? -2pgCos.2e+q°) | 


2 pg Cos. 2 ha Cos. 2, Sin. 2b x. Sin.ad 
ap +2 pg Cos. 2rd-q*) a, [e Arcos | ___ ptgloste is in, 2 zr. Sin. © la 1062), = 
1—2pt Cos. Za + p?e V (p' 2 +2p q Cos. aeg? ) © 


2 p Cos. 2 Sin. br. Tg. xd: 
fe 2 (p*4-2pg Cos. hq* la ed [a Arccos. 5 _p+gCos2er 1 in. br. Tg. E (1063), = 
1—2p Cos. ZH p?C ‘(p? +2pq Cos. 2e-q*) ej) 


0 
Ë 2 (p? +2pg Cos. Za gk Sin [aarecoe | p+-g Gog. ENE! r bz. Tg. } ede 
1—2p° Cos. Ur Hp? V(p?+2pg Cos.2e4-q°) 
0 
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(1064), = 
A 


ET MÊTHODES D'ÊVALUATION DES INTÉGRALES DEFINIES. III. M°, 17. N°. 9, 10. 


2 C 27 
In dpa cts t gn sin [a arccos. | zn 


dl } Sin. Wade — 
(1 — 2p° Cos. La + p?C) | 


Wp? +2pg Cos. 2 + 9°)Í 


==: Epe js qre, (d'après les intégrales de Méth. 41, N°. 7 et 9, après que l'on y a substitué 
2 1 \ze 


ad Et encore suivant Méth. 4, N° 12: 


in.xde Tang. ede 
rg) EN (des) EEE SEE, (1066), = 
104 (1 —p? Sin? z) xv /(l— de ©) a 


wia 


® r(p,‚o) Tang. Jada Y(p.x) de mi 

== d CEE ’ 1067 j == 5 TE F je 2 
4 V (lp? Sin.* «) F7 ) V (lp? Sin?) 12 W/(l—p*)} + 
:e 0 


TE Or ie) 
+ sE @)[F@)] 5E) EG 


Les intégrales précédentes, que l'on a déduites N°. 3 à 9, démontrent assez la fécondité des 


formules 29 Àà 39 de la Deuxième Partie: et en effet elles ne manquent pas d'intérêt, parce que 
généralement il ne serait pas aisé de les Évaluer par quelque autre méthode, comme le prouve assez 
la circonstance, qu'elles n'ont pas été déduites plus tôt. 


1 
10. Dans la formule II, 40, prenez F (Sin? z) — et FP, (Sin. 2) = 


1 + 2p Cos. 2 + p? F 


— Oos. z, Cos. az. Sin. r, fonction impaire, alors: 


® Cosa wv. Cos. ax. Sin.x da EE Cost. Cos.ar de Tr EN 
| 1 + 2p Cos. Wedp? wv = 1 + 2p Cos. 2e Hp? Te —p°) 2 í 


/ 


.. (1068) 


suivant Méth. 22, N°, 5. Au moyen de cette même intégrale auxiliaire on trouve encore par la 
substitution dans IL, 41, de la même valeur de F (Sin.® #)et de F, (Sin.? z): Cost z. Cos. az Tang. x, 
fonction impaire: j 


® Cos.a1 x. Cos. ax. Sin. daz 2 Cosa. Cos.arda: a (lp\e en 
| 1 42plos.2e dp? à 1 4 2p Cos. Ap? mk 2 ) «« .… … (1069) 


Gardons toujours la même forme de F(Sin.*z), mais prenons successivement F, (Sine) — 


Sine ND APE A 
TOL 2gCos.2r Hg: Lp 2 Cone Hg" OE a rt 


Tang. Sin.3 rv. Cos. 


EET LF, (e 
Prades Tren en 
Page 417. Joe 


1, 41, les autres formes impaires F, (#) — 


HIL M°‚, 17. N°. 10, 14. THÉORIE, PROPRIÈTÉS, FORMULES DE TRANSFORMATION, 


id 


. zi 1 Sin. de 2 1 dez 
obtiendrons: 5 ne EN Wer ET TEE EE 
142pCos.2r pt 1427Cos2rtg z 142plos2ahp? 12qCos.2r dq? 
0 0 
jE Ee in. Cos.* 
Gn ee EN 
lp) (l—g) 1 1 4 2p Cos. 2e Hp? 1 4 2q Cos. 2e Hg? 
FZ 
ee 2 Sin? z. Cos.’ xv da mn 1 orn MOES (1071) 
1 + 2p Cos. 2 + p? 1 4 2q Cos. 2e + q° 16 1 — py 
0 


TE 


à 1 Tang. x de 2 1 ‘ des. 
l + 2p Cos. Ue Hp? 14+ 2g Cos. rg _ | 14 2p Cos. 2 4-p? 1 + 2q Cos. 2 +q? 
0 0 


mT REET … (1072), ig Sin.® x Cos. z de 


(Lp?) (1 —q*) 1— pg’ 1 + 2p Cos. 2e Hp? 1 + 2gCos.Pr 4q* z ” 


FK 
|’ Sin. ze. Cos? x de 7E 1 EN Pe! (1073) 


| 1+42plos.2e Hp? 1 H2gCosLUw Hg? 16 1—po 
0 


d'après Méth. 31, N° 6 
11. Supposons F(Sin.*z) — U(1+q°Tg.*2) et — U(14-q°Cotfx) dans II, 44; nous aurons: 


ZK 
hf? de h / eP—eP 
Str penne gee) 
PD) Ĳ (2 


I1HPTg?e) 
Í \ +-g g Dare M2Cos?a Hg°Sin2w p gh er de-P 
0 


ad 
ee _g 2 ULg Cot. x)de _gh En 90 __ 7, : ep HEP 
|’ (14-q® Cot.*z) an RD er p gh kr p ka : 
0 0 


(T. 416, N°. 1 et 2) d'après Méth. 37, N°. 6. [168]. Les formules II, 69 à 72 donnent pour 
la même supposition : 


OEE T ) 7 À 
[168] Car supposons dans les intégrales aux limites O et 5 respectivement Jang.x —=y et Cot. =y, 


il vient: 


ud 
E dz pr 7E h 
14-47, 1 —_ == 14g- |. « (1074 

fort gs | UN (te) « a074 
0 0 

= de Er 5 de 7E 4) E 

2 Cot- x es Pael 1E). (10% 

| vara Cot. Vitak Eme / ULg? 2 ) ae ak ( +97 (1075) 
U 0 
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tn ned 


ET MÊTHODES D'ÉVALUATION DES INTEGRALES DEFINIES. III. M?°,417.N°.11, 12. 


0 2 „2 d. g eld 
OE CE A EE 8 Und Di 8 |. ester (1076) 
pt +? Cosa _perteP er Je-P 
c 2 Cot.*x) de 2 Ln ri 
OE Et arr IND (1077) 
pt He? Cos.e _pePpteP eP —eTP 
OEL eerd en lt event: (1078) 
pt. 4e? Sine  ep—eP ep + eP 
PLL Hg? Cot.* x) var QU eP H- en 
ne RE lr em Io Be 1 5 Se 1079 
Í p? te? Sinz eP—eP dl Tip =P ) 

Ei é 3 Cosede hz ì 

U(l 49° Tang. EE ph — Teen Loe 
0 

a (eP Her ep — eTP eP — E-P 
eni = — = Ul EO Rd L 1080 
nd ant nl zij (1050) 
ee « Cota da eP H- eP eP — e7P\ \ 

Ü(1 2 Tang. En end -l__ (1 or ou (ik 
i (1 + g* Tang Dn 7 5 Jo Tl pe) ( Ef ( ) 
0 

12. Dans les formules (54) et (55) de la deuxième Partie mettons F(Sin.? @) — Cosa, 

ee in Cos.2a ad, 
alors nous trouvons: 2a | Aralg. Cos2a-1 z. Sin. ode — — tg | r a B A 
0 
E) zm Costa? xd 
earn f Arclg.5. Cos2a x. Sin. rde — een nn nd , Or, par la substitution de 
0 0 


Cos. —y, on trouve généralement : 


br Cos.2er da 1 ir y2e dy le l fly2et2ndy 7 @ JeHA2 1 
2 ent a gf SNT ‚> nf? (1082) 
on de (2 VALSE ta VAN IT 
al 0 
q 
Pour q= 1, # —=ry, p =rp les intégrales du texte donnent encore: 
®] Cos? qr zi En ge 
reta? u 2 3 seer si 2 ? 


®] Tang? qe jee B 
ro a eld CE. 415, N° 4, 5, 11) 
Bente A rl 
0 


la dernière comme la différence des deux autres. 
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UIL M*e. 17. N°. 12, 15. THEORIE, PROPRIËTÉS, FORMULES DE TRANSFORMATION, 


i7Oos.2eHlzde 1 fl yer! dy le 1 fl y2et2n+! 1 » 22 1 
| no? Cos? TG il 2 /- Camer \ Mon „dy 5 ï rn” (1083) 
lem CO8EL 4 ) (2 INET MG ‚ (ly?) q° o 1etntij2 g2n 
é q 


2) —1 
suivant Méth. 3, N°. 3; le développement employé de fin ) } (voir C. P. 62) est permis 
q 


ici, puisque q>> 1, donc toujours A 1. Par conséquent les Équations déduites donnent ici: 
q 


0 5 
É 7E nn eP Je P » Zatn/2 2 
Í Arctg.E. Cos2al xv. Sin. rde —= — ak 
® 


2n 
Ere 55. 08) 


4a Zaep—eP og Zatn/2 \eP He-P 
0 
pj A 1  ZatHnt-1/2 2 2n 
Arctg. B Qos2ea.Sin.adr= TT E rm (055) 
5 2 (Zal) Zal eP HeP g Zat U2 \ep 4 e-P 


0 
Dans ces mêmes formules soit F (Sin.® 2) — l(l +q* Tang.* «), alors à Yaide de l'intégrale 
trouvée dans la Note précédente (168): 


2 sede pe? 
f ves Langon aires) Ke | ee: (1086) 


v Cos.* ad q? Sin. z ep + eTP 
0 
0 2 
Pp 2q° | Tg.ade 27 | en 
tg.—j) Cos. a.l(1 +q° Tg. EE 11 (1087 
fol ke) AAT Sin.* 2) Cos.a ePHeTP TE ) 


0 

15. Par introduction de F(#°)—=l1, F, (a) — z?a-l les formules II (60) et (64) four- 
nissent, par le même développement qu'au numéro précédent, développement qui pour la même 
raison est permis ici: 


PCosPalxde A fL—-vtjet land ofer Tef—l\t fi 
eend) Ee ke (Ar? aande 
pa? p hete? ph o\ 4? ph o\ 4? 
o 0 0 0 


l ef—l\r 12 14/2 ar a lei? 1 » 1/2 (—2)}" 1088 
Fn ph o\ A? LaÂny2 gant a, p Za ep—eP 0 Lauf? (er RS ep) el We ( 0ë ) 
® p Sin Zal # det U — zat n 1e2 © 17/2 gn 4 
ed En PIE Te enentaebes (1089) 
pw ge —a Pe P Za og latr? (epjt e—P)2n 


(voir Méth. 5, N° 4). Encore les formules II, (70), (71) et (72) deviennent pour F (x°) — Cos. qe: 


je Cos.(qTang.* #).Cos.ade hf” Cos. qa dro h ze ( Ì fi) 
LE 2 2 TE ET ee Neen 
Ö p: +? 3 (lak? Agt?) p2g(ht —g®) 
PD TP ns eeb 
Ek re ed vake ORN (1090) 
‘pg 
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ET MÉTHODES D'EVALUATION DES INTEGRALES DÉFINIES. III. M°‚, 17. N°. 15, 14. 


pa (qTang.* @).Tang.ede — md a? Cos.qade 
(He 


pe tet (ht Hg? 2?) 
2 7E ep + e-P ep —e-P gt 
g (eP re e-P)? if 2 \ On es Ae Pre ml, ovale nd enke (1091) 
Ee Dn ER D__eTP 
/ nn En zi (rm Rn en (1092) 


à l'aide des intégrales de Méth. 9, N° 14 [169]. 

De même pour F(z°) —= 1, F‚ (z) —= Sin. qz, la formule de transformation II, 73 donne: 

® x Sin. (q Tang.* @) dz 8 ee z Sin. ge de ee (ri) 
pa Hat 4gte) 2 


suivant Méth. 9, N°. 14 
14. Prenons f(z) — 224 dans le théorème II, 74, nous aurons, en substituant ensuite a —y: 


- (1095) 


Elke 22 \20 de, An | ap \Ude zr 1 Wy \de mn flyt-lde 
Arctg. n= == | Ean = = 
Í LH z?p Fi 2 | 1 +4 z?P zr 2 ow} ly v Ap f (L49)2 
0 0 
zn Wm T(g) vat T (9) 


Ap Tg) Wtpr(g Ht) 
suivant Méth. 7, N° 9. Dans le cas spécial de q — 1 nous trouvons: 


a op vn dz 7E Be 
MZ IN, RE 
Í tete Se sp de 
0 
Dans la formule IL, 75 soit f(w) —=ler et p=}, alors Àà l'aide de Méth. 27, N°. 7: 


el d; 1 oo id 
l Lt Arctg. a dE ke jee erde En ( hen 
Vid lit sal 2 Va la? 16 4% (2n +1)? 
0 


3 


(1098) 


Pour le groupe II, (76) à (84) soit f(a? + e-P) — «? za) pour la valeur Punité de p: 


[169] Quand on combine les dernières formules par voie d’addition et de soustraction on obtiendra: 


Í PCos.(q Cos.*) ede mr 1 ge 


Sin. En ORE RBE An 9: 
Sin.2e pt Ha? q (er Heep)? ° nt: (1093) 


0 


® Cos. (q Tang. x „de a {erde _ de” 
Í tee ed = xl nn Te ES (1094) 


Tang.2e _p? He? (ep + e—P)° 
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UIT, M*e. 17. N°. 44. 


deon: f fer — nt == fan 14e 
0 0 


THEORIE, PROPRIËTÉS, FORMULES DE TRANSFORMATION, 


tel de = je (LH #2) a2al de zij lx, tal de. 


Or, la valeur de la première de ces dernières intégrales sera trouvée être (Méth. 36, N°. 4) 


dit 

2a | van 
——, de sorte que lon aura: 
da? 

1 de 1 dp 1 
ap Ten ee Paneer! 
fe neee 

0 


Dès-lors les formules II, (76), (77), (80), (81), (S2 


), donnent respectivement : 


zal 2 ral d IL 1 le (—l)” 
EE eed en, 
v l tx? 2a da? Za Ggatndl 
0. 
eel 2 g2a-ld 1 del 
ì stalde es le E 
zv l—ct Za da? ga hant 
0 
o 2 pLa—l d, (en 
„ite? za EE (— Ir 
Zi IES ga 4a? Za gad-ntl 
0 
ONT 9 En == jd 
ae telde its Erde 
Ki ga? a vaEnded 
0 
O1 a? e?ede 1 el (— 1)” 
U en pul tE 
Í ez 1e 4? eea U oant 
0 


tandis que pour la seconde on trouve Méth. 583, N°. 7 la valeur 


ane demen va! 


ewebiel ever pike 
amedee ge nen le 
anetkekser stes de 
GEO TRORE T0 


De 


: . (1104) 


Supposons encore dans le groupe des formules de transformation II, SS à 93, f(e) — 2? 
et employons la même intégrale de la Méth. 7, N°. 9, qu’au commencement de ce numéro, pour 


obtenir les résultats suivants: 


2 TEN as T ie d mel 
— Aretg. (ede Ke en siroop fre Len VE EDE En 
erheen) 22rtep NH) peeree)t — Lap rq+) 
en ERA de Wz* F(q) (1107) a SEN Ab T(g) (1108) 
| (TgPas-Cot. P)1 Sin.2r 220+3p T(q Hi) | (Tyra Cot. Pe? WO pT(gti) ie 
0 0 
ee WENEN 4 Vr _F(g) (1109) ie 1 de Wm F(9) 
(PgPat-CotreTg.an 2 agt r( g+) f (FgPaHCotPe)l Sinte — 2UHp TQ) 
0 
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— (1110) 


ET METHODES D'ÉVALUATION DES INTEGRALES DEFINIES. III. M°°. 17. N°. 15, 16. 


15. La formule IL, 94 donne lieu successivement aux intégrales définies : 


Âz Cos.rdu 57 Cos.rdr 2/8 7 nl lj 
en 5 El Cos. Ee NED Se oo (CUM) =S 
B Sin.2e B Cos? « Ps de a 3 dl on nl ) 

0 


in Sin.rdr ri Ar OCos.adr ir Cos. edo 1 rc TT 1113) 
=| oe, (1112), =| en =| Cor |. ‚= 
B Sin. 2: ) B Sin? 2 B Costa 8) d 12 
o o 


iz Sin.rdr iT 
Ee re (1114), (A'après Méth. 7, N°. 17); Í U Sin. 2x. Oos. ode = 


B Sin? 2u’ 
0 0 
Lr bud 
fever Cos.rda — 2(l2—1),. (1115), — fin 2e.Sin, edz,. (1116), (d'après Méth. 44, N°. 4), [170]; 


0 


5 de 2 I 
Up Sin. Br ek Ep Cos) ni n?—(Areeos. p)°,(p* <1), . (MRI) 
Sin. z Cos. 4 


0 0 


ks 
2 2 Ltpy/ Sine dr 5 2 Lp Oos e de 
ze Í lp Sin.2e Sine 1—p Cos. Cosa 


7 

En sie de (L12 
n.&t se & 

fe ens Oor 


0 
en Sin.2r dre 
== Zn Arcsin.p, . (1123), =| ] + py/ Sin. 2 _de 
0 


l—-py/ Sin, 22 Cos.” 


. (1124); (suivant Méth. 34, N°, 5). 


Suivant la formule II, 96, et par l'intermédiaire de Méth. 28, N° 6, on a encore: 


Sed ned 
fr ER 2,(T. 245, N°. 12), je en == a (m— 2À) Cosee. 2À. . (1125) 


14 Cos? 1 — Cos. 1. Sin? z 
% 
16. Dans II, 98 prenons f le, alors on a en 2 Sin? x) e 
5 k dl S a: — TE) EC ENEN 
prenons f (w) alors or p AL 
0 


[170] De Pintégrale citée de la Méth. 44, N° 4, en employant alternativement lintégrale (L115) et 
(1116), on déduit encore par soustraction: 


TT 7 

2 D 
Í WSmem: Cordis ren (117), =—l = | GCOENENLE ED Lanen eN (1118) 
0 

T ad 

5 5 
Í Gangs EiCoerr dorpen bne (1119), = —l2 | bldny.eStn. vlan treden (1120) 
0 
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WIS- EN NATUURK. VERH. DER KONINKL. AKADEMIE. DEEL VIII. 


IL. M°°, 17. N°, 16, 17. THEORIE, PROPRIÈTÉS, FORMULES DE TRANSFORMATION, 


z 
An en de 2 Mr dz 
-f% Tp: Sinte pint zj où, après avoir divisé rz: AP SED dae 
) de LI(l—p*). F(p)(T. 348, N°. 12), d'après la définition. [171 
== pp) -l (l—p?). ‚(T. 348, N° 12), d'après la définition. 5 
af ER ne S ten EE 


1 2 UL p? Sin? 
Supposons encore dans la même formule f(z) — —lr, et il vient: [za E ni s a n= 
T mand in. © 


Z 

Ed 2Sin.tz lp? dz —l (2 l—p? Sin? Ke p 
=| Pe Ei nSin® RETE In | En dep (Ìì—p? Sin.? 2) = 

À P p*Sin.'r V/(l—p* Sinte) ae p 

kus 

les 1 2 

= MES) Tae -—p* Sin.* 2) — — LO —p? Sin.* r) def (1 — p? Sin? #). 
Lans dent: 
0 0 


Or, lintégrale au premier membre sera évaluée Méth. 32, N’. 7, et la première intégrale au 
dernier membre est E'(p) par définition; par conséquent on déduit de l'équation précédente: 


lo 


fe —p° Sin? a) dep (1 — p? Sin? «) —= U(l — p?) —[—(2—p?) F'(p) + 


H {2d HUL p2)} B (P)] — 2 — PF (p)— (2 UL p)} B (p). [172]. « (1126) 
17. Applications de II, 99. Soit f(Tang.?a. Cot?) —= F(p‚y) (où F dénote une fonction 
Tang. @\? (Tang. a. Cot, z)?1 
Tang. «) PS (Ll — p?) 


1Cot.a\1 (Cot. B. Tg. z)29 
queleonque. Dès-lors on a aussi: f (Cot? B. 7922) —= F(p‚w), avec Tg. y= ea al ee de 


elliptique de la première espèce) et supposez-y Tang. p — ( ‚ pour an q 


[171] Déjà déduite d'une autre manière Méth. 10, N°. 9 
[172] La combinaison par voie de soustraction de celle-ci avec la précédente, eu égard à Videntité 
l—p? Sin? 2 


AE 


‚ nous fournit encore: 


ZE 


2 ; Si dr hl ] î 4 
| UPS) sn it Eh HULP) PO) (2) e)(1127) 
) 


2 
| U —p’ Sin?) 
0 


Cos? ade 


2 A 1 1 9 nij IQ 
VIP Sin) lep (A—pU(L—p?)JF P)—le HE (p)-(1123) 
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ET MÉTHODES D'ÉVALUATION DES INTEGRALES DEFINIES. [IL M*. 17. N°. 17. 


F(p‚p)dr Ee, 
Sin?a) (Sin? —Sin?z) 


8 
et Àà laide de la formule de transformation citée: : 
/ (Sin? — 


F(p,y) de 
ad Í V (Sin? e — Sin? «) (Sin.2B — Sin? 2)’ 
a 


(a); où lon a gardé p et w, fonctions de r. Mais 


Tang. B. Cot.a\1 (Tang. a. Cot. B)22 1 
leur définition donne l'équation Pang. q. Tang. w =| age e 4) edel 


Tang. a. Cot. V(l=p)  V(l=p?) 
et par conséquent [173]: F(p‚4) +F(p,w) —= F'(p), (6); d'où immédiatement: 


B F(p,p)yde sj 5 F(p,‚w)de 
Í V (Sin? z — Sin.2a) (Sin? f — Sin.” z) le 7 (Sin? — Sin? «) (Sin. — ‘Sin? zo 
a 24 


Fe 3 dz En l Fe | AR Tg? a ! 
me) v (Sin? e — Sin? a) (Sin? — Sin? z me Cos. «. Sin. 3 ; RE 2 (e) 
( (Sin ) gp 


a 


(d'après Méth. 7, N° 24). Maintenant les équations (a) et (c), où il entre deux intégrales incon- 
nues, donuent par leúr résolution : 


4 Tang. a. Tang.1 p. Cot24 z de 
| ‚ Arctg. | es C 
| Me P(1 — p?) 1 Vv (Sin? z — Sin? a) (Sin? 2B— Sin? Di eerd 


14 
3 en Cot. B. Tang. ») de 
=| WD [ ‚Arctg. 2] = 
Í AN 7} P(L — p?) J v (Sin2e — Sin? «) (Sin? B — Sin. 2)” 


„.… (1130) 


en 2} la d tégrale (1130) n' 
TT 20os.a. Sin. (p). L Tang? ‚ où la dernière intégrale ( ) n'est autre que la 
1 
précédente (1129) pour un qg négatif. Pour 1 — p? — Cot>a. Cot? ct q = rr et = + 3 suc 
cessivement, la première donne : 
le F(p ‚) de ee De 1 C 12 C 2 F' / il T 5 C 9 
Í vSin?r—Sin.>e)(Sin2B—-Sin?e)  2Oos.a.Sin u Giot jp PM ee 
a 


(E-375; N° 7), 


F'{p;Arcig:(Tang-e: Tang. Oot-o)ikd. 
I bpsdg: Honig: Tang. GC olde gd God 


| v (Sin?re— Sin?) (Sin? B — Sin?) 
4 


On peut supposer aussi f(Tang?u. Cot? ze) — E(p‚p) et f(Cot2 B. Tang?) — B (p,‚y), où 
E(p‚r)dz 
Sin? z—Sin?a«) (Sin? B—Sin?z) 


pet w sont les mêmes que ci-dessus; dès-lors (a) devient ici: JS 7 
ï 


4 


[113] Voir Veruuisr, Traité de Fonctions Elliptiques, p. 40. 
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HL. Mée. 17. N°. 17. THEORIE, PROPRIËTÉS, FORMULES DE TRANSFORMATION, 


B B(p‚w)dz 
== . N d He SL : id D ADN 
Í v (Sin? z — Sin? «) (Sin? — Sin? «) (3 rn lin A (ENE 


— E'(p) + p? Sin.p. Sin. y, (e); done pour obtenir une Équation analogue À (c) il faudrait qu'on 

pusse exprimer Sip. Sin. y dans une fonction simple de p et de z, ce qui ne réussit pas. Simpli- 

fions donc tout de suite par la supposition de g—= }, l—p?— Cota. Cot.28. Nous trouvons alors com- 

me auparavant: p= z et Tang. y — Tang. «. Tang. B. Cot.e; done (e) devient: B (p‚z) +E(p, w) — 
E(p‚z)dz 

v(Sin.2e —Sin.? «) (Sin. 8— Sin?) 


p? Sin. z. Cos. x 


E'(p)+ Vip Sin? edn analogue à (c) est ici ff ET 


g Elp, w)de E ê st dr 
7 v (Sin? e— Sin? u) (Sin?B — Sin?) — of v (Sin? ze — Sin? a) (Sin.2 B — Sin? z) de 
a a 


Sin. z. Cos. dr 
2 = Pr . Or, la valeur de la derniè 
ze | v (Sin? rx — Sin? a) (Sin? B — Sin2z) W/ (1 — p? Sin? x) Ee 


eek _ Sin?2p ek ; 8 
intégrale est ine Ee 4 | et la précédente (voir Méth. 7, N°. 24) 


Sin? Za, 


[174] Car au moyen de la substitution Cot‚?x — Cotta. Cos.2 y + Cot? B. Sin? y, — d'où en posant 


q° =1l—Tang.* «. Tang. : = ak ee dn Ei TT ENNE 
(Sin? z — Sin? «)(Sin.* B —Sin.*z) _W(l—g? Sin? y) 
Sin. v. Cos. a Sin. a. Sin. B.y/ (1 —g* Sin?) 


tandis qu’aux limites a et de z 


V(l—p?Sin?e) _ V(l—g? Costa. Sin? y) (L—q? Sin.°B. Siny)’ 
Sin. z. Cos. z dz 
(Sin.*z—Sin.? «)(Sin.* B—Sin. te) ®) Vl—p Sinte, 


B 
correspondent les limites 0 et5 de, — on trouve: Í % 


— Tanga. | Wi => 2 Costa Si Se Si 28. Siny) Dans cette dernière intégrale substituez 
lg? Gos.*a. Sin.*y) (L—q*Sin.*p. Sin. y 
0 
Sin. B Sin. mf dy 
—— 2 nennen SANGER ESE 
Lang Sin a Lange Sine Cos y + Sin.* a. Cosec.® B. Sin.* y é 


19} 


du 
/( —g’ Cost a. Sin? y) (Ll —* Sin. B. Sin.*y) 
0 


limites 0 et 5 de y et de z; il vient: 


dy 4 er: 
En Í v {1 — (Cos? « — Sin.* a. Cot.* B) Sin.” 4} {LL — (Sin. B — Tang. 2 ae. Cos? 8) Sin? y} 
0 
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ET METHODES D'ÉVALUATION DES INTÈGRALES DÊFINIES. _ IL. Mee. 17. N°. 17, 18. 


Ze LLS pa 5 5 6 E (p 0) da 

a déjà été employée plus haut; done il vient: Í 7 (SinZe — Sin (En Sn) oe 
B(p,w)de 1 
rar 1 — Tang?a. Cot? 

in Í V (Sin? v—Sin.?. «) (Sin? p— Si? ER B), Cos.a. Sin. B A arj non 

4 

Sin. … f Sin. 2 f 4 ik Kid J 
ine F 14 Ë TS oi (9); et la résolution des équations (d) et (g) fournira: 
‚ú 
B E(p‚v)de BL (p,Arctg.(Tg.a. Tg. B. Cot. z)} de 


=—,(1.375,N°.16), > (1134) 


v(Sin.2x—Sin?a)(Sin.2B— Sin 2) (Sin? 2 Sin 24)(Sin.2B— Sin 2x)’ 


« 1 pF wie en ale: Sin. B Pi er ly 1 Sin? ze) Î 


2 Cosa. Sin. Ë Tang. B 2 Cos. a Sin?Za 


ellae g 
18. Dans la formule 11, 103, prenons en premier lieu f(z) —e-*,alorsp | e (e je pat) dE 


0 
G 


1E 1 
de== De e2ray/m. (T. 37, N° € 
P 


ke} 
pa 
e 


ed 
hed 


ze mf: ede mr, (suivant Méth. 4, N°. 7), done: | 


Supposons ensuite f(w) — Sin.v et f(w) — Cos.z, et nous aurons par Méth. 18, N° 
Í Sin. (eter era Ede = SN Sin. (w°) de = met ek. (1135) 
5 Pp 
| Cos. 2: stpt de— zi Cos. (x°)dae — me 2m. [175] . (1136) 
DD 
5 / 
Sin. {° de sinen Sin? 26 
np LE AE AN ken. 1132 
Sin. « Sin? Ei 4 Sin.a H v| Sin.* 2 iN (EES) 
4 Eil Sir Sin.° 2} 
in.” 


et par conséquent : 


Sin. z. Cos « de Sin.g / Sin228 | 1133) 
pen 2 Sin Zae(Sin.B— Sin?) | 1(l— Cot? 2a.Cot.2B)Sin.24 4] Cosa Sin?2a}) 


[175] Multipliez-les respectivement par Cos.2pg et Sin. 2pg; la somme des produits donne: 


0 2 1 
Í Sin. e: ut + el de — (Cos. 2 pj + Sin. DV hl (1137) 
Hi p 
0 
Multipliez les mêmes intégrales encore par — Sin. 2pg et Cos. 2pg en, et sommez les produits, alors: 
AD 
Cos. (et cr + bijde — (Cos. 2 pij — Sin. LPD UN (1138) 
Ap 
0 


Pour p —=l, q = tr, on trouve ces intégrales (1135) à (1138) sous une forme plus simple (T. 98, N°. 1 à 4). 
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HIL. Mee. 17. N°. 18. THEORIE, PROPRIËTÉS, FORMULES DE TRANSFORMATION, 
st Pp eg 
Mettons f(z) —e * dans la formule IL, 107, et nous obtiendrons: 5 Ik e 5 
5 Ea 


qd) de Le 
ak edo = Vn (voir Méth. 4, N° 7), d'où: [ (+5 he === er PUN/ or (ETAO; 
PP 
0 


1 
N°. 9). [176]. La même formule de transformation donne pour les suppositions f(w) — Sin. 5) 
1 
et f(@) — Cos. G) 
Hij 


oo moede P) oe) 1: 
Í Sn ei ee Se Saed Ad he (1140) 
Rid / p 
0 


ee eg) de 2” 1 
Í el Cos. (z°) de = Vm. BIT] ne (ELAN 
4 4 Pp =p 
0 


[176] Voyez sur une autre déduction Méth. 18, N°, 12; en outre supposez-y # = 7 changez pet q alors: 


rd d. 1 
| (» UE 5) Se a rader es IE (1139) 
Een id 
0 


1 
[177] Par la supposition de == 


5 


Beneden 1 Net EE 
[se 5 Nt = md 2, . ore, f oa E | EN rd 2. (1143) 


0 0 


Dans ces deux systèmes d'intégrales (1140), (1141) et (1142), (1143), multipliez la première par Cos. 2 pg 
et la seconde par Si. 2pg, la somme des produits fournira: 


et le changement de » et g, ces intégrales deviennent : 


de 
ik Sin. (r- oee el DT — (Cos. Wpq + Sin. wi) gj Pekela ien (1144) 
0 Ra 
ii Sin. (e: Ko BL el SRE == (Cos. Zp + Sin 2p je En) Ve ae oee (1145) 
VA 
0 


Multipliez au contraire la première intégrale de chaque système par — Sin. 2p q, et la seconde par Cos. pg, 
et prenez la somme des résultats, alors : 


e ad l 
Í Cos. (e: vd d | en (Cos. pq — Sin. 2p Ned Aronson OEL Le 
ele 2p 


Ü 


ie de I 
Í Cos. fe: pie L) pn (Cos. 2 pq — Sin. pq) or rk, MEA A) 
w 1 


0 
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ET MÊTHODES D'ÉVALUATION DES INTEGRALES DEFINIES. HI. M°“ 47. N°. 18—20. 


Dans la formule II, 112, soit f(e) —=e-?, alors: 


co =O 
fersermae == A mc ep?) H(p° 9) dr —= UW (p° — q°). ep-—a° 
"0 
(suivant Méth. 4, N° 7), von f e(?+2pe) da — eP°/n. (T. 40, N°. 10). 
0 


19. Pour donner des applications de II, 115, soit en premier lieu f(z) — a? et f (w) — a?a+l: 
alors on trouve: 


2 7 19/2 
(p Sin. z + q Cos. z)Padx — 2 Í Cosa ax (p? +g°)t de — EP Zip RT) En (1148) 

0 0 

27 2 
Í (p Sin.r + q Cos. Parl de — | Gossard de A0 staen ee ee ee (1149) 
0 0 
d'après Méth. 3, N° 5. — Soit ensuite f(z) — l(L +), done: 

2m 7 5 1 l=pi—=g? 
| UL 4-p Sin.rtqCos.e) dz — 2 faoon oarder HOP el ), „ (1150) 
0 0 à 


suivant Méth. 10, N° 11, où p?+q? <1; le cas de p? +9? > 1 donnerait lieu ici à une inté- 
grale, qui serait discontinue. — Enfin soit f(z) — l (lp? +q* +24); nous aurons: 


IT 7 
ja dp? + 4* +2p Sin. # + 2 Cos. «) de — | Utp? 49 42 Cosa (pt Hq*)}de — 0, 
0 0 
(ine An 2allpte gp gE ee (1151) 
suivant Méth. 4, N°. 4. 
20. Mettons f(@) — zr dans la formule Il, 118, nous aurons: 


7 J r1 
(2 p)r Cos.” z. er+29)ei da — Sinn | prar(l— jd! de, d'où suivant Méth. 4, N°. 6: 
ZIT 0 


5 Singa T(g)T (r+1) 


17 0 
Cos. xv. elr+2D)zide — ES Í Cos.r ver H2g)zida H Í Cos.” m, eCr+2gei de, 
er Tgtr+) | 


17 
où nous avons divisé la distance des limites en deux parties; dans la dernière intégrale 


ed 
substituons r —= — y, et nous obtenons: Í Cos" z.eH2G)zide; done (C. P. 36): 
0 
vd Sin.ga T(g)T Ì 
Í Cost a. Cos. ((r-2q)z} de == ZEE ) (r.55, N°. 10) 
el Dkr) 


o . 
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HL. Mee. 17. N°. 20, 24. THEORIE, PROPRIËTES, FORMULES DE TRANSFORMATION, 
b/ 


ld 1 
La formule [I, 120 devient pour cette même supposition de f(z) —=a4: f (Qp)1Cos.ar,elat2a)zi pdr — 
i 
ir 
1 
== — Cos an fot al (lee de, d'où par Vintégrale de Méth. 4, N°. 6: 


0 
— nCos.an la-l/l 
271 geur 


Ruf u | „ Ki O 0 
Cos Iz, elq+2a)ri de —= ION | Cos.Am,elat2a)zt ded Í Cos.ArelaH2a)rinde; 
ir 0 il kr jl 
après la division de la distance des limites, substituez dans la dernière intégrale # — — y, alors 
on obtient, ici au moyen de C. P. 34: 
a Cos.an le! 


Da? gel 


47 
Í Cossin eeN A eN (1154) 


0 
id 


1 
Dans le cas de a —1, on trouverait par IT, 121 : 241 fore Sin {gt Va}ade= je de=2(qI), 
0 


v 


0 
E 
) 
d'où en écrivant q— l pour g: Í Cosa. Sin. {(q + Ia} ede — Ee (T. 238, N°. 8). 
0 


Dans la formule IL, 122 supposons f(«) — a"—!, et nous trouvons: 


57 1 
Í pr=l Cos.r=l wo. eCatr)ei Sinat ada —= ehA7i \ prtar=l(1— 291 de, ou suivant Méth. 4, N°. 6: 


0 0 
(iz T (gr : : 
Í Cos.r—1 &. Sin4—1 x. elatr)zi dae —= de (1.287, N° 2). [178]. La séparation des parties 
lin 
0 


Â7: 
2 
réelles et des parties imaginaires nous fournit les intégrales il Cos.rlz. Sindala. Cos. {(q + 7) a}de = 


0 
P(g)T (r) ie (QT (r) «. 
== —Cos.rqm, | Cosr—1 xr. Sin 4-1. Sin. {(q Hr) e} de = — Sin. Eq. (PT. 51, 
rgin) 128 | ee 
N°. 9, 10). [179]. 
21. Applications de la formule de transformation [1,125. Supposons-y f{Cos.z)=(1 —2WpClos.atp?)t, 
… … de. f(Cos.: — Za+1 _2ekl 
d'où REE 2pye(—ijed-l(1 — pos. etp?) *-—=ptla(l-2plosetp*) *, 
(d. Cos.r)a 


et par suite: 


[178] Voyez encore Méth. 38, N°. 5. 


(179) Intégrales, que Von obtient d'une autre manière Méth. 23, N°. 24 et Méth. 35, N° 5. 
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ET MÉTHODES D'ÉVALUATION DES INTEGRALES DEFINIES. HIL. M°. 17. N°. 21. 


l, id Sin2ard T_ Sin%rde 
Cos.arde eg Sin? zelle, zen Hinne Sin. en Se „L180).{V) 
ma ep?) Ap Cos.at-p* jet? dp’ Sin.” 


par Pintermédiaire de ren IL, Méth. 7, N°. 30. 
Soit encore f (Cos. e) — (1 + 2p Cos. + p°)}b, fonction plus générale; par conséquent: 


da. f(Cos.r 
Od / ee — (2p)* (—b)P/ (LH 2p Cos. ap?) — (— 2) bel (LH 2p Cos. edp*)-letd); 


supposons de plus dans les deux intégrales # — 2 et nous aurons: 
ele z 
2 Cos. Zar da bakt bell ne pe 2 SSS dn (Vi) 
(1 + 2p Cos. 2 + p°)P Jo/? (1 BE gp Cos. A tp? jet” 
0 
EN ed eN Jh de 2 Sin. 2 rn ® 
Par la substitution En Tg.r=Tg.y, d'où Tp En PE = En ‚ 142p Cos. 2rt-p? = 
l— da dì 
EEA EE ze d 5 en Je ‚les limites 0 Ei étant communes à z ct y, 
Sip Cos. yd p? 1 + 2p Cos.2 ze + p? l_p* 2 


elle devient: 


2 Cos. Zar dr bell (—2p)° 2 J E 
Í (LH2p Cos. 2p*P 102 (l—p?)tt Í (l—2p Cos. ype! Sine 2y dy. …… (VID) 
“0 


De plus dans la formule (VI) prenez p négatif et 1 —b au lieu de b, alors: 


5 Cos. Zaar da (bla - 3 
Í (L-2p Cos.2etp?y-t 1e (-- 2p)° Í (L—2p Cos. 2 Hp? pal Sin.2a Zade,. (VIII) 
Te Se wel nl & 
0 


et comme dans les formules (VII) et (VIII) les intégrales au second membre sont égales, il s'ensuit : 


5 Cos. Za da bl 1 5 bea Ne S 
(L-2p Cos PTT bijl mn (l—2p Cos. 2d p*) os. Zarde .. (IX) 
0 
Oe 
Substituez dans cette dernière formule 2w — y, alors: 


7 Oos.ardr baj. ij ap C bl ë 
za plot p'p  (b—IU(L pt | (l — Ap Cos. + p°)!Cos.arde, . (X) 
0 


[180] Supposez-y a — 1, alors on a suivant Méth. 3, N°. LI 
TE 


Cos, ede 2 4 B Le 
| VU — 2p Cos, ep? ) me {F'p) —E (p 5 (el: S6, N°? 5). 


u 
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vr 
et 


Lb. Mée. 17. N°. 21, 22. THEORIE, PROPRIÈTES, FORMULES DE TRANSFORMATION 
bi EN 


d'où encore pour a nul: 


d dz nn et 2 C 2e 
enne neen 
0 0 

Toutes ces formules donnent des relations bien intéressantes dont on fera usage dans la Méthode 


22. [181]. Pour le moment contentons-nous de prendre unité pour b et Zw — y dans la for- 


fen ed 142 lp? (7 __ Cos.ardz 1e/2 7 
mule (VELD) Sd OU INene ne nnen enen 
(l—2p Cos.rdp?)je  1ell (—2ppef 1+42pClosadp? ill Za % 
0 0 
la? 7 
(pp >). (L.-85, N°°24 et 25), suivant Méth. 5, N56: 
Lall (2p)® 
ted 2e 
22. Applications de la formule IL, 151. Soit f(w) —e *y/(l—e?), d'où del = 
® 
et (le) 
ZERE We, et séquent: 
e Va Fe)? et par conséquen 
00 ) — y2je at-1 nj— D , 
VAN ag Pek PE rn (lt de 
1 +2? (— Ie 0 22+ gan+2 
0 0 
2a + Lal (a + n)2n/—1 d2n ep A 
ue De St Zan+l TA LIS ee (1155) 


ze 5 COEN Le) 


sl Ben |=ol aak MEE ek / 2 ll, 2 in El | 
Ha? Lel {121 2p2a? Hat} 122) 14e? 2 


Lorsque au second membre de l'équation II, 151 on substitue # — Sin. p, on obtient: 


Supposez ensuite f(«) — Vp? z*), d'où respectivement 


[L81] Sur ces formules, dont se sont occupés plusieurs mathématiciens célèbres, on pourra consulter 
entre autres: Eurer, Principia Calculi Integralis, T. 4. Suppl. 4, N°, 2, p. 194, ibid. N°, 3, p. 217 et 
ibid. N°. 4, p. 242, — LrGENDrp, Bxercices de Calcul intégral, Partie III, $ 12, p. 372. — Porsson, 
Journal de PÉcole Polytechnique, Cah. 19, p. 404, — Bier, Journal de VÉcole Polyt, Cah. 27, p. 123. — 
Le même, Journal de Liouville, T. 5, p. 373. — Jacogr, Journal von Crelle, Bd. 15,5. 1, — LIOUVILLE, 
Journal de Liouville, T. 6, p. 69. — GRUNERT, Grunert’s Archiv, Bd. 4, S, LO4, 


, 1 
[122] Puisque la substitution z == — donne: 
ij 
LP da 50, dan dn ep 
T ien =P} 2n ==> p—Py d == En = 
| et |: py yen dij ze eP! dy dp’ _p (1156) 


“o zó 
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ET MÊTHODES D'EVALUATION DES INTÉGRALES DÉFINIES. [II M°, 17. N°. 22, 95. 


D/A | z2atl de Ee D CE @ de 
) = n Paid UB 
Í een W{LHR(L2pPat Het} 2—1)L 0 J2nkIjl TEI (Lp??) 
Ed 
Zat 1 al (ad-n)2n/=t 2 é dy 
= Ein gentl | p(Siniy) 2 
aje GC) gan | MD Sing ApS)’ GEN) 
0 
ao Ix \ Zal: al (ad-n)2l=1 1 dr 1—p?? 
r2a—ld. 1 (12 ged gi\ —— In gnl , 8 == 
je en 2} el 4 +2( p?) aje } U 1e U, ) }2n—-l/l [ee z2n+3 I=? 


‘0 


dy (lp? Sin? ON 
Sin.2n+3 y 


tol 3 


Zal a+! (ad-n)Pnl— ont 
EE IE je Lntijl 2 } | p (Siny) 
“0 


‚ (XII) 


où les dermières intégrales peuvent s'exprimer par des fonctions elliptiques. Pour en avoir un cas 
spécial, prenons dans (XII) p(w) —a®, dans (XIII) p(e) ==? et de plus faisons a — 1; alors, 
suivant Méth. 3, N°. 11, on aura les intégrales: 


da 5) B) vp? F(p 
zr EP) F'(p} 
[ats Ee 1 2p?)a? Het} Sp: Bd 


pel lp? 
8p 


fat Es Eran Vil? (AL 2p)e Hat} — F'(p). (T, 28, N° 29025). 


28. Dans la formule IL, 152 mettons f(x°) — e-qz”, alors d'après Méth. 3, N° 7: 
NEN al n)nj—l f® 8 al 2n/-1 
| oC ‚) ede er) Í e pade =p nde (Er ION): 
48 


0 a2n/1 q o 1/1 gnl (2g)r° 
0 


de 
La supposition f(w) — e-” dans les formules II, 153, 154 donne rf (e) — (—1)ter?, et sui- 
pe 


Sdenf(e r+2 pg) de 
(let pgr 


== Í (— Jan e—(a+2\/pg) de pe 
fl / 


L 


vant Méth. 4, N°. 7: 


Ogrde 8 


f =p nin pe TOLEN 7 5 
== (— lenea on == (— lere? rap m; done, lorsque dans la dernière équation 
e 


IT, 154 on écrit a+ 1 pour a: 


EN rd p\ da AE PN 
| ; ï in geh (2) eV, ze gees En (E.-140, NE, 12), 
« 2 P 


ij part q 0 In/2 (2 V pg) a 
El val. o\ da on == 2n 1 
je et) gente — (2 mwm/E EEEN 1 130, N 9) 
b | Poe Vo) 
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UL M°°. 17. N°. 25, 24. _ THEORIE, PROPRIËTÉS, FORMULES DE TRANSFORMATION, 


Prenons dans ces mêmes formules de transformation f(«) — 


de eej 8 $ El 1 in, _F(ehet;) des 
dae fe in nale ê + 2 Ie rd o)stert F (s +! 5 (rajstert 
® denf(e 2 pg) de hen (sHa— nd) 1 de 


, (dlete/ppjer ve Pet) (rd pgtaptente 
dep 1) Vr Tesa) N° Ean! V/a 
PEHE) FH pgptenr(ehent Dd  Peti) rH2/ pgr 


d'après Méth. 4, N° 6. Eerivons encore s— a au lieu de s, et dans la dernière II, 154, a +1 
au lieu de a et nous obtiendrons: 


de 1 (p\ie zm, (an)! (s—n) «stade 
( 5 Pet) Re 


et: 


pet +radg)st al “poi par ( pp" | (pet Aradg)et 


1 la De) Ee 1)22/t Mi ' 
ze 2) Ega EE noe neen 
T (s + 5) Pp, 


Pp o WEN pg) (r 42 pgs" 
PgCos.prde 7 


24. Lorsque dans la formule II, 248 on prend f (w) — Cos.pe, on a: | Ee == on 
0 


ge tet 
(Méth. 5. N°. 8), done: 


e Cos. pe de: md Zal 
mj. Z(-ly —p(2a1—2n), (T.218, N°. 14 
| USE ed. (Rat Ie) — etaneng | | Î } k 
0 


De même quand on suppose f(«) —= Sin.pe dans la formule 11, 149, on trouve, puisque 


® » Sin. pad: 
(Méth. 5, N°. 8) Í EE — gem: \ 
q° de 2 
0 
ee « Sin. pa de —l a 2 
Oene Lr Sijl") eraa, (T. 213, N°. 18) 
(LL) (42 Ha?) (da? Ja?) 22a |2a/l © n 


ie k Cos. pa 
La supposition de f(w) — Sin.pe dans II, 248 et de f(@) —- 


dans II, 249 encore 


nécessite les mêmes intégrales auxiliaires, et Pon trouve : 


Eel d; zi a 6 
« Sin. pe: v Gie ( 1) Yn zi In Zal (Za 4-1-—2n) e-PRatl—2n),, (L 157) 
Ute (32?) {tar ) Pe? } g>a Jaar 5 n 


ze xd; 0E a 2 1 
_ Cos. pa e En hdd ZE (—1)r ie Pe e-P(2a2n) , (1158) 
mr (22 Hat)(4? Ha). (dat Hz?) gaal jee o nja—n 
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ET MÉTHODES D’ÉVALUATION DES INTEGRALES DEFINIES. EIT, M°°, 17. N’. 25. 


25. Suivent quelques applications de la formule 291, Partie IT. [183]. 


ede "dy 
Soit en premier lieu (wv) — wet (4) — 9» alors: | = en = le ly =ley; de 


ve) 1 (9) 
de sorte que suivant la condition (B) f doit être fonction de zy, et par suite: 
dh 5 bde Î 
Í 6 f by) —f (ay)} = Í —_ (f(eg) Flap). (Xe) 
P a 


Pour p= 0, q—= oef (wy) ey" ona f(wq) =e® — Of (ep) —e-® — !, et par conséquent: 


il rr rr Oda Ode b. 
| me ed | ef bb (1159), {pour p= (T127,N°4)}. [184]. 
0 a 


Pour p—=0, q—= ov, f (wy) — Arctg. (wy), on a f (wg) — Arctg. (Ho )) =(r +5) EN 
=— Arctg. ((q)) — rm, done: 
Pdy bde de 
| reg: (09) — Areia) — Í (eta) in Ee El (1160) 
0 “a 
Pour p= 0,q= oo,f (ey) — Arctg.((q+ey)), on a f (wg) — Arclg (=H (eP)= 
— Arctg. ((q)), done: 


b 
ne SD (Arelg-((a+by)) — Arty. (a-Fay)}=— ji (eter — Are) = (er Arg Nee 
0 
b s 
ANGOLA tanende rek ate EE ent nee ee (1161) 
a 


Pour p — 0,9 — # ‚f (ay) — Arctg. (lay), on a f(eq) — Arctg.(lo )) — (r43) mf (ap) = 
== Arctg.((— @ )) = (r—£) 7, done: 
dy é b : 
| — {Arctg. ((ULby])) — Arctg. (Lay) } =| de [r + ia — (r—}) 7] = Dn Nee (1162) 
dj 
0 a 
Lorsqu'on a f (zy) — Arctg.((r + sl{ey))), les f (wg) et f (ep) ne changent pas: par eonséquent 
de même: = 


Í (drag (Fl) Arg HGJ lee 4163) 
0 7 


Pour p—=0,g — «‚f (zy) — Arctg. ((e?4)), on a f(ay) — Arctg. ((e” ))—= Arctg. (2 )= (145) to 
Arctg. ((&©)) — Arctg. ((1)) = (r + 5) zr, done: 


[183] Voir Paddition A à la fin de cet ouvrage. 


[184] Comme on trouve aussi Méth. 9, N°. 22, Méth, 10, N° 14 et Méth, 18, N°. 5 
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Bd bd b 
iN FS {Arctg. (cy) — Arctg. ((e29))} — Í De Ur 4 Dar (rh Ijzer be [185]. . (1164) 
0 a 


Lorsqu'on af (zy) — Arctg.((q +e*/)), on a de même f(zq)— (r + 3) et flap) — Arctg.((q +1) Jrz, done: 
Í 5, (Arctg. ((qtelr)) — Arctg ((q4-e°1))} == {5 nr — Arctg.(q + 1)} E — Arccot. (q+-1). bl 165) 
0 


Pour p —= 0, q —= », f(ay) — eArcg-((zy), on a (qr) — elr+Dz, f (pz) — 7, done: 


dy bd b 
5 SeAretg.((by)) — gAretg.((ay))\ —= — Seri) — err \ — eze ll 1 
he e } [Ge er) — err IL (1166) 
0 A 
ptge 4 


Enfin pour p = 0, q = «‚f (ry) —= ‚où le p et le q dans le numérateur n'ont aucuue 


reste ty 


relation avee le p et le q dans le théorème employé, on a f (qe) — B 0fp= den donc: 
Ge Dar Ce EN El nc Ve le ee) pia (1167) 
robe Hs Fte rear ds ter ar P Ene eend Me 
a 
1 
26. Quant aux formules (295) et (296), [186], supposons dans la dernière f (u) = jn m 
ee 


alors il vient : 


edel q p P du d. u Pdud 
DEE re —P) iN ee ae 
v letter  PT—E ri u du et—et u du an u 


C 
=— (q—p) Ë de ie Be }. OE (e) 


Nous y avons introduit la constante A avant intégration par parties afin de mettre le terme 


S 0 ab nrs 
intégré sous a forme D pour la limite O de u; à cet effet il faut que A soit la valeur de 
ete 


7 Den 0 s 
pour w —= 0; ce terme se présente ici lui-même sous la forme 0 done il faut le remplacer selon les 


-‚qui devient 5 pourw == 0; donc A — £ et Péquation («) devient : 


1 
endet , 


® de q Pp [ u de | u \ | 
NE |= (gp) | et al. 
| ele rem GP) u ee Eel ik | u? let—eus °) 
0 0 


185) Sur une expression un peu moins générale vovez Méth. 5, N° 13. 
J l É 8 d 


règles ordinaires par la valeur 


[186] Voir V'Addition A à la fin de louvrage. 
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1 Ì 
Maintenant pour u —= oo le terme intégré devient Edna 0—0==0; pour u =0 
ete u 


il devient indéterminé, done eomme d'ordinaire: 


NRE Me ij „it (et Het) 
eet * 0 ek (et)? u TU u (et Je) 0 
TR (er — et)? AE 
en Je — (ett Je) — u (el — ET) —u î 
NONE Sd) 2 (eu He") 
L'intégrale définie dernière a pour valeur — 2l2, [187], done: 
| 5 en enen = (gp) HE] — Sp 0)l2. (1169) 


nn AA eeen 


SECTION TROISIEME. 


METHODES, QU[ RAMÈNENT À DES INTÉGRALES DÉFINIES DOUBLES. 


$ 1. MÉPHODE 18, REMPLACEMENT DUN FACTEUR PAR UNB INTÉGRALE DÉFINIE. 


1. Cette méthode est due à Cavcuy, qui dans son „ Mémoire sur diverses formules relatives 
và la théorie des intégrales définies et sur la conversion des différences finies des puissances en 


[187] C Reed Pdu u 1 1 nes, H pede 
jar on a léquation identique: A ee — (EU EU 
1 1 u? Len — et 2) 2 u ) 
0 0 
ao „0 
du Ì liae B du 1 1 IL 
nd == is + - ee — == eeN —_—e e-zul, Or, lorsque dans la dernière 
De Ae | Dan 22 í u Leu — 1 Ha rd | 
0 0 
intégrale on prend 2u = wv, on acquiert la deuxième intégrale préeisément; done suivant Méth. 9, N°, 22: 
de v 1 l f?du ] a 
eee reti ortie go (1168) 
22 \et—et 2 7 u 2 
0 0 


HLM‘. 18. N'.1. THÉORIE, PROPRIETÉS, FORMULES DE TRANSFORMATION, 


„intégrales de cette espèce,’ [188] en traite au long. Après avoir donné une exposition de la 

méthode, nous allons le suivre dans les diverses applications qu'il en fait: nous y ajouterons 

des exemples nouveaux, mais il faut observer la circonstance remarquable, qu'ils entrent presque tous 

dans le cadre tracé par Cavcuy. Les considérations suivantes servent de base à cette méthode. 
Lorsque dans quelque intégrale défimie: 


[ro Blade, tarn 0 AREA EN Re (a) 
Pp Dn 


il est possible de décomposer la fonction à intégrer en deux facteurs, de telle sorte que l'un des 
facteurs F(x) p. e. constitue la valeur de quelque intégrale définie connue, c'est-à-dire, que l'on ait: 


q 
F () =| PULL ke ett REN ENEN (6) 
P 
où dans la fonction y argument w doit nécessairement entrer comme constante, — on peut écrire 
équation identique: 


b b q 
freres IA) ae | DYE) ENE (c) 


Maintenant supposons que l'intégrale double soit de telle nature, que la fonction f(z). p (y,x) ne 
devienne discontinue pour aucune valeur de z et de y, située entre les limites respectives a et b, 
p et q: dès-lors il est permis, selon la Partie Première N°. 44, de changer l'ordre des inté- 
grations; par conséquent : 


b ( b 
fj ORO [ew Í PEES LL) ALE E N ween () 
a Pp a 


Ensuite il est nécessaire pour le succès de notre méthode, que lon connaisse la valeur de la 
dernière intégrale par rapport Àà z. Soit donc: 


b b 
Í p(y,e).f (a) de —= y(a,b,y), .. (e), et par suite [rere de =f ren dy Sr 
a a 

Or, il se peut en premier lieu que la dernière intégrale par rapport à y soit connue, et dans ce 
cas on a Évalué la première primitive; mais il se peut aussi, que l'on ne connaisse pas la valeur 
de cette deuxième intégrale par rapport à y: dès-lors Yéquation (f) ne sera qu'une relation entre 
deux intégrales définies, mais dans ce cas même elle peut être d'un grand interêt et servir auprès 
de quelque autre réduction d’intégrales définies. — On voit qu'il y a beaucoup de conditions à 


[188] Ce Mémoire, présenté à l'Académie des Sciences le 3 Janvier 1815, n'a été imprimé qu'en 
184l dans le 28me Cahier de Journal de P'Ecole Polytechnique, p. 147—248, où les cinquante premiè- 
res pages sont consaerées à \'étude de la méthode en question. 
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réaliser pour Temploi utile de cette méthode, mais on verra aussì dans la suite les résultats 
heureux, auxquels elle donne lieu: en effet, c'est une des méthodes qu'on pourra souvent 
appliquer avec le plus de succès: son sphère d'action s'élargira d'autant plus qu'on connaîtra plus 
d'évaluations d'intégrales définies, exprimées sous une forme finie et simple. 
- 2. Passons maintenant aux applications de Cavcay, que nous exposerons pourtant d'une 
; Se 1 é 
manière un peu différente. Soit en premier lieu [189] F (@) Pe et, suivant Méth. 5, N°. 7, 
tE (7 
b f(la)dz 1 b 


il 0D pe 
ee =| ye—le-4Fi(@) dy, done: f - and YeAdy hf (e)e-sP)de, . (XIV, 
(EF, (wjjr rol À | LE, (er ro , Ĳf á wr, 


a 0 a 


relation, basée sur la continuité de la fonction yr! e4Fi@)f(r) pour toute valeur positive de 
y et toute valeur de zv entre les limites a et b. 
Pour FP, (z) = a, et f(z) —=e9% elle donne: 


betede 1 ie b 1 5 peld: 
| nn | ye=ldy Í ESE | {e(atwa— e-{4 mj, 
ap P (p) P(p), aty 


a 0 a 0 


En outre supposons a — 0, b — @, afin d'obtenir une intégrale connue; dès-lors : 


Pentede A fe a Pf 1, . (1170 
ze — nn (ea Trel IT rr 4 ie ï 
| » Tro/ En p p)= PT (lp), pl, . (1170) 


{pour gl: T. 126, N°. 9}, d'après Méth. 4, N°. 6. [190]. 


kj 
: hel 1 
Prenons 1 — p au lieu de p‚ et il vient f er PL dt — me (DP NERI NERO) NOS 
: 0 d 
Comme la formule employée vaut encore pour un q imaginaire, celle que Pon vient de trouver a la même 


0 
propriété; remplagons done g par q + ri, alors on | e(atrijz ppl de — (qtErijPT (p)‚p <1, 
0 


(T. 113, N° 17). [192]. Séparons encore les parties réelles et les parties imaginaires et il vient: 


[189] Voyez Caveuy, Journal de I'École Polyt., Cah. 27, p. 147. Partie 1, $ 2. P. 152—175. 


[190] Par la substitution de cr == 4, elle donne: 


0 


1 yal dy 
js Tp OPE Elp) ap NN ee nage sotd aide (1171) 
el) 
5 


[191] Déjà déduite Méth. 3, N°. 7. 


[192] Intégrale que lon trouvera déduite d'une autre manière Méth. 24, N°. 6. 
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0 


An NE oe rijn se 
rr mk (q sj fade 


P(p), f €72% Sin.ra. ar! de == 
5 (p) |° in.ra.@ 7 a T (p), 
0 0 


_(L. 386, N°. 18 et 14), (p<< 1); valeurs qui ne sont imaginaires qu'en apparence, ef que nous 
trouverons à l'instant sous une autre forme. 
3. Pour F‚(z)—=gqde et f(z) —arlest, a—= 0, b—= xe la formule XIV fournit: 


0 pr Gede raf” fs 1 ST e—y(g d; af vaypP „fe 1 Gry)e dae 
hen Jm url et e(t) A Goar ye—ldy TE ANS 3 

| (aq a)P Tp) , 

0 


a 


re) 
=| emvayrds 
rm} ae aa (perl 


eUyP—ìd 
y A Cette dernière 


‚ (suivant Méth. 3, N°. 7), = of 
r a (5 + 9)" 


intégrale est de la même forme que Pintégrale primitive, et de ce côté-là elle ne nous apprend 
rien: mais en revanche elle fournit une propriété bien curieuse de cette intégrale quant au chan- 
gement des lettres r et p, q et s. 

Soit encore F, (@) — w et f(z) — er1* Sin.ra ou f(z) — e-4* Cos. rr successivement, alors 
il vient, quand on prend a — 0, b—= «: 


PD qi ) NT ad Ì ee 
9e Sin, ra dae me ] | yr= af: ENA | Ja War n TE 
xp T (p) 5 rp) ) ebs oel 
0 


a (q° +r wrd, f 7) 
== Sin. (Lp) Arctg. ff, «eee 1 
T (p) Sin. pr ee Ï B. al EE 


kn Bme Seen dd ee Cos.ra de —= = Ik yr—1dy 5 gn 
zb F (p) ‚ r (p) ot (9 Wie 


EN Cr 
ST Cos. 

T (p) Sin. pr \ 

où les premières réductions ont eu lieu suivant Méth. 4, N°. 11, et les secondes suivant Méth. 27, N°. 4 


ao TD je 
Remplagons encore p par l—p, il vient: | e—42 Sin, ra, aP 1 de Ti en Te sip Arctg. sl 


r 
ap) ary). PENS earned AEN 
q 


0 


ee ra. al da Elle Cos p Arelg a (T. 386, N°. 12 et 13), [193] lorsqu'on 
5. ue uf u — De b] . e E] Aù . had . e 4 
(q° + r*ip q/ 
0 
a égard à la formule (B) Méth. 4, N° 6: et voilà les expressions, annoneses au N°. 2 
4. Soit dans le théorème XIV, p — 1,f(w) — Cos.pa, F, (w) =q* +et,a=0,b=e, 


193] Voyez en outre Méth. 3, N° 7, Méth. 26, N°. 2, et Méth. 33, N°. 5. 
y 
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® Cos. pede Ee a ei 2 
alors: Es =| ay f oonpeerern üj= Í trap f Cope” dn 
A jh a ) 0 
0 0 ( 


0 


En LE 1 nd 1 
= eddy ORE En Vm. fe (« ál 5) Lt ve een es rte (lee 0D 
2 y 2 Vy 2 9 20 
0 0 
N°. 5), (194), où lon a employé Méth. 25, N°. 23 pour la première réduction, et Méth. 17, 
N° 1S pour la seconde. 
5. Prenez encore dans la même formule XIV, p = 1, f(w) — Cos.gr — e-P?, F, (@) =«, 


Jo da: D ao 
GERO 0E— sor mile vient: | mre = |o | {ett Cos. ga — ete} da. Re- 
© 
"0 0 


marquons que dans la première intégrale au premier membre les deux termes sont séparémént 
infinis, de sorte qu'il n’aurait pas été permis d’y faire une substitution différente, selon ce qui a 
été dit à ce sujet Méth. S, N°. 21; dans lintégrale au second membre par rapport à z, cette 
eirconstance n'a plus lieu: le premier terme est connu par Méth. 4, N° 11, le second par Méth. 1, 


ie Nid: 5 y TEN 0e 3 p 4 
N°. 9, done: pf (Cos.gr— PE) =| dj li |. Comme l'on aurait pu s'y 
x ian Mdd 
attendre, l'intégrale se compose de nouveau de deux termes à valeur infinie: mais ici ils se prêtent 
à Yintégration indéfinie; d'où: 


h NEE 21 2 2 zel , (DE 
| (Cos. qa — eP2) 5 a rea +y dlp) ri ‚je q2 Hy? Er 
0 


(194) Voyez sur des autres déductions Méth. 5, N°. 8, ci-après N°. 8, Méth. 24, N°. 4, Méth. 25 ANA 
Méth. 38, N°. 3, Méth, 42, N°. 2, Méth. 43, N°, 14. On en déduit encore suivant Méth. 6, N° 5: 


. da 1 kel 4 d E Kij \ TT 1 1E 212. N 12 1 
URL ISO nf — er „212, N°. 12), 
"wg? A) CI KE hl 27 ken : Jer 
0 0 


on trouvera une autre déduction Méth. 25, N°. 2, Méth. 43, N°. 14, 


[195] Kerivons successivement # pour q et pour p, et soustrayons ces résultats de Pintégrale (1174), 


3 du lr? ke da: IL rp2 
il vient: f (Cos.qv.—Cos.rx)— —= —l—, (T. 196, N°. 2), NE je lig, 9% 
fees ra ferme EE (T. 127,N". 4), 
0 0 
eomme on a déjà trouvé Méth, 9, N°. 22 ct Méth. 9, N°. 22, Méth. 10, N°. 14, respectivement. 
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6. Pour f(w) == Cos. qe, F‚ (@)=a,a—=0, b= Do, le théorème XIV fournit les Équations: 
PCos.gade — ge! 
yP=\ di ren pldy el en 
j ap _T(p) raf” En je r( af” q°ty* _ 2os2pn.r(p) ie 
(T. 201, N°. 6). 


® Sin. gede on de 5 q qe! 5 „ 
=ldy fe-42 Sin. Ln Vm dijken 2 . 
Le rf” d di rf gt Wntperip) PA 


(Er ZOONS 1), 
Dans les réductions premières on a employé les intégrales de Méth. 4, N°. 11, et dans 
les secondes la (201) de Méth. 1, N° 29; c'est la dernière, qui a introduit les restrictions 


quant à la valeur de p. Lorsque dans ces intégrales on suppose p — 1 — p, on trouve, par lin- 
termédiaire de l'équation (B) Méth. 4, N°. 6: 


wo C 1 oo 
aPl Coe. gede =— SP F (p), Í ap—l Sin. gede — 
gr 


0 “0 


Sin. } pn 


oF (p) (T. 193, N°. 15, 14), 
qe 


Ve 


1 da v Tr da 7E 
’ 2 j bek ds 2 id „Qt 2 7 S ’ k] hs 
formules qu donnent encore pour P == Í Cos qe Sin ] (À v 5 / ( 1 224 N 4 5) 


À 200 HS Ee J 1 TE ed Ĳ TE 
Substituez-y: # —y*, il vient: f Cos. (gat)de= fs (qe°) de = sV 7 (L. 96, N°. 10, 9). 
pd] q pe =q 


Prenez-y encore # — — y, la somme des deux intégrales analogues fournit : 


0 kee} 
| Cos.(qx°) de == Ma =| Sin. (qz?) de. (FT. 100, N°. 4, 3). 
21 


_— 0 — 00 
p 
Lorsque maintenant on suppose # —=y + En les limites de y resteront — oe et wo, et l'on obtient: 
n 1 
0 40) 72 
| Cos. (oe zE 2pr + 5 dio lAUDL == Var = —= “Sin. (oer tE Wp + a de Se (AGN 
. q & 1] qd 
— 00 == 


Retournons de nouveau aux limites O et <o,en divisant la distance des limites en deux parties, 


Pune de O à «, l'autre de — «@ Àà 0, et en substituant dans la dernière intégrale pour les 
deux cas # — — y: alors les deux intégrales partielles deviennent identiquement égales, puisque 


le signe + ne se trouve plus dans la valeur des intégrales (1175) et (1176). Donec: 
0 p? 
je ge pt Lt de, (1177), mi 
q 6 
0 


Ee | se (ae: + pet gl de. . (1178) 
q 
0 


Séparons les signes doubles et prenons la somme et la différence des intégrales analogues : 
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2q 


0 2 0 
Sin. (oe: +5} Sinapedr. 1s1) =| Cos. (oer Ee |. Sin. 2pade. [196] .. (1182) 
q 7 
0 


n2 2 2 
je Cos. (ar) Cos. Zpeda, (1179), = VE Í Sin. (oer +5) Cos.2pxdz, . (1180), 
Vi q 
0 


[196] Les intégrales (1179) et (1180) pour g = 1 se trouvent (FE. 97, N'. 12, 11). Multiplions 


rp? 2 
encore (1177) et (1178) par Cos. El et Sin. (2) ou par — Sin. B et Cos. e respectivement, 
dl el dl 


la somme des résultats nous fournit : 


ka 2 2 Ì 7 
Cos. (qz? + 2poyde — Í cos. de + Sin. 2 | 4 NEEN OPA (1183) 
| 4 gl 2 247 
0 
“sin (qa? + pe) de = jee Ze — Sin ZA | 5 / 5 (1184 
8 UG Pe Ù EI . el 2 24° en eme je telle ke ) 
0 


Séparons les signes doubles, et prenons la somme et la différence des intégrales analogues, il vient: 


le Sin. (qr°). Sin. pede, …..... GSD 0) zn Cos. (qx°). Sin. Zpede . ..... (1186) 


0 


{ 2 2 1 0 
Ee Cos. (qe°). Cos. pad = (cen 5 + Sin. 2 af Sin. (qw*). Cos. 2pr de —= 
0 


2\ 2 Ì 7 
a) [Cos (5) sin El ave 5. (E. 97, N°. 16, 15). 


ej il 
Différentions ces dernières intégrales par rapport à p, nous aurons: 
F3 p2\ p? JEL 
Cos. (qu°). Zin. 2pe. ade — (sn een Cos. DE dd Deo (1187) 
q a) 24” 2g 
0 


EL Z (1188); 1: T.193,N°.18, 17 
ni aaa );(pourg=l:T. sNve lS 100); 


2 

fsea (qe°). Sin. 2pa.rda — {sin. k gaaf 
di 

0 

d'où pour #? — 4 encore: 


0 2 
| Cos. ge. Sin. (Wpy/ ©) de — sin. Fe — Cos. (P- alt 2 Ee RAE ee (1189) 
| 9 laid 
0 à 
Re: PR EL [P°\2 7 
Í Sin. qr. Sin. (2py/ «) de = Sin. | — neel lv ss (1190); (pourg= 1d: 1599, NE 2,T). 
| q alfa” 24 


0 
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Ì 
7. Pour f(e) —= en F, (z) =q — rai, a—=— oo, b= + oe, on a par le théorème XIV: 
7 
0 il d; 0 OE Le D d 
=n ANS = Elk yeldyf - —eTVlgerei de —= En eWyP-ldy pf erzyi en 
14e? (grip  T(p) 142? F(p) 8 s le? 
_— 0 0 — 00 0 — 00 
EE ie Varen E—, (191). (pour q — 1:T.30,N?. 7). 
le Tp) (ate (atep 


8. Ee la deuxième application de Cavcny [198], il faut se servir des deux intégrales, 


— zij-P zijP 5 
(q — zi) Ee (g + zi) Í ea Cos.ay. yr! dy, 


trouvées au N°. 2, et supposer F (2) — 


_ Tp) 
0 
SE mt Il 53 
ou Pe) — (q— wi) > (a mi) = di e-0 Sin. ry. yP=t dy, de sorte que la méthode 
2 Pp 8 
nous donne: 
b(q — zij wij Eb af b 
den Ee e-ayP=tdy | Cos.ay.f(e) de, …… (XV) 
2 T (p) 
a LU a 
b(q—eij P— iP 1 5 v 
et len (te) fiejde= — fe Wye idy pf Sin. myof Ge) dee ae NN 
Zi T (p) k 
0 a 


Soit à présent a—= 0, b—= @, f(@) —est Cos.ra et f, (w) — erst Sin. rz, et nommons les intégrales 
correspondantes [, et 1,. Leur combinaison par voie d’addition et de soustraction donnera lieu à Péqua- 


tion unique, plus facile à traiter : T, TI elke ed yv-ldy | {Cos.zy.f (2) + Sin. zy. f, (o)} de = 
qug, p Pa TT y y Ĳ 


med Uber dj Í mn MOONEN MDN te HE dy — Ee EM 
rol ij ED st Hy er) 
0 


Méth. 4, N°. 11. Maintenant séparons de nouveau les intégrales T, et T,, nous aurons: 


f ‚ d 7 é 0 pr EI e-Pt 
[197] Car substituons dans lintégrale du N°. 4 pi pour p, alors: — ePU = NE 
1 gtr? 
ere da P eprde 
= EEE Prenons dans la dernière des intégrales partielles # — — , et il vient, 
rat gte 
im de je 
après y avois mis — pi au lieu de p: — ee (Le 47 IN eG 
q qe 
0 


(198) Voyez Cavcur, Journal de l'École Polytechnique, Cah. 27, p. 147, Partie L, $ 3, p. 175185. 
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s (fte wyetdy ln 5 


st H(ytr)® 


Cr) 
I, =| B e daden TT EE 
0 


ar(p)lf s2 yr)? st (yr) f 


0 0 


O (gezi P—lg Heij? s De yP— ld, De-WyP-ld 
=| En Ees est Sin. rede — s | - 3 En Eerd (6) 
dt 
0 


relations, qui ne mènent pas au but-d'une évaluation de 1, et de T,, puisque les intégrales au second 
membre ne sont pas généralement exprimables en quantités finies. Il en est autrement, lorsqu'on 
y suppose s zéro, ce qui y est permis, puisque les intégrales 1, et T, ne deviennent pas infinies 
pour cette valeur de s. Or, dans ce cas les secondes intégrales s'évanouissent d'après le théorème 
IL de Méth. 16, N°. 4, tandis que, suivant le théorème correspondant IL, les premières intégrales 
auront une valeur différente de zéro, puisque r est moindre que la limite supérieure » de linté- 
gration: pour la trouver il faut remplacer y par 7 dans la fonction F (e-47 „P=l), On trouve done: 


(gei + (gti)? Ln — (gai) 
e rP—l, 


Cos. rede —= Sin.rede — 


ll 


2 2T(p) Zi 
"0 : Ki) 
== ar de (DL. 213, N°. 12, 11). Pour p —= 1 ces formules donnent de nouveau les 
Ù 
intégrales connues (T. 205, N° 5, 6). [199]. Pour p — La prenmons q lunité, et supposons 


mi v—5) d'où gai — ee {y HI) Eily— 1}, der = + El dy tandis qu'on voit 
y 4 v) 2 

de suite que cette substitution ne donne lieu à aucun maximum ou minimum de y, et que par con- 

séquent elle est permise. Comme elle donne y—=zt/(&* +1), on a deux systèmes de limites 

pour y: 41 et + oo ou — 1 et 0, correspondant aux limites 0 et © de w. Lie premier système 

nous fournit après quelques réductions, lorsqu’on aura pris, comme partout après, 2r au lieu de 7: 


f (etl) —i(e — 1} == (al) Hilal} ze if (5) d (tieren N°.15), 
l 


T / 


U 


rn 0 Me iel) ee rale Ì 
te 7 e | {let 1) Lt Ii tl Sir zetje de, 
T( 2 | í \ e 


Ja) Ziatl 2 z 
(L. 235, N° 14). Le second système aux limites — 1 et O au contraire nous donne après la 
substitution de y— — 2 et quelques réductions: 


Rid 


Ke leet iet oe aal pa LE02) 
2 x F(za) 2îa1 
0 


[199] Aussi déduites Méth. 5, N°, 8, ei-devant N°. 4, Méth. 24, N°. 4, Méth. 25, N°. 2, Méth. 42, 
N°. 2, Méth. 43, N°. 14, Méth. 38, N°. 3. 
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sl, Á en (U 4-2) —i(1 —a)} ma We) (ot ijet da; . (1193) 
2 x 


a 


et comme au fond les fonctions à intégrer dans ces dernières intégrales ne diffèrent pas des fonc- 
tions correspoudantes dans les formules précédentes, il s'ensuit: 


5 VE (rfe—))- (+5) Urs aes Cal 


pa T Ik 


@ {ek 1e 1) B Can Cn Ô je). (+: jet de. (1195) 


ee 


Dans ces trois systèmes d’intégrales [imaginaire n'existe qu'en apparence et sévanouit dans le 
cours du calcul pour chaque valeur entière de a. Soit par exemple a—= l, on trouvera: 


1 Ee Ee Le 1 el 
(ele) | (el)Hiel) Ei 1 (ztl)iel) (ele) 5 r 
EN 


L 


de sorte que ces formules donnent successivement: 


8 2 cos Í (-—) nd (weten ve) 2, .… (1196) 
Ü 1 
=er/Ee | wer) Sin kr es) =S, PERES rr eG 


| 
Jelen (os 
| 


1 
Ve 
1 REA 1 |L dr 
s—— \Sin. ir (e= EERE en TON 1199 
w EE) | ; ie. 


Ni Apr ee  E 
er 2 tn Ve Ee js lee IE (200). (1201) 


(200) Dans les intégrales (1196), (1197), on peut diviser la fonction à intégrer en deux parties, et 
1 te Rf À : En le: 
prendre z — — dans la seconde, où ainsi la fonction deviendra ta même que dans la première, mais prise 
zl 
entre les limites O et 1, Par conséquent: 
ee 1 de in 1 de mr 
Cos. Ie sijl een 5 L, Sin |r LE (en == I/ e (0 R2S, Neersen 
| BIE rj zl We 2 
Q 0 
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9. Mais on peut aussi changer les suppositions f(z) et f,(x) du N°. précédent dans les 
formules (XV) et (XVI). Soient alors les intégrales correspondantes IT, et L,, et combinons-les par 
voie d'addition et de soustraction afin d'obtenir une seule intégrale, plus facile à transformer; 


a oo 
nous obtiendrons: sell Er e Í eye dy Í {Cos.ry. f‚ (£) + Sin.ry.f(e)}de — 
0 U 
= EL, an dy Ns Sin. (re & zy) dy —= EN fer Uniden gt, . Á présent 
P(p) AEL) s’ +(rt) 


0 ü 


L ie’ rd Ate 
nous pourrons séparer de nouveau les deux intégrales [, et 1, pour acquérir: 


ame)-PHlader A Peper chi, Dalt 
ils en 5 est Sin. rad mall DERGE vl nn d: L-@ 


ee zi 7 TU yy — 1( LD pq —l (gen 
„an Í (rei) Pr (q Hei) Peebos af” EEDE Srl. 


0 


2 stript} ete) 


“0 - “0 


Supposons dans ces intégrales, comme au N°. précédent, s zéro, il vient: 


AE eg A GE tt 
2 2 I(p) Teln ien) 
ed n= 7 0} — — — 
(q — zi) dt) de 1 De yP Ide Pe yP Ei tn 
zi 2 rp) ry 
Dans ces deux systèmes de formules (a) et 5) é et AE soit encore p — 1, et par conséquent: 
5 d ie U(r— 
est Sin. ro 5 5 f meid dy il Sn Ee De dy! RUWE NE se (e) 
gee? 2 lf s ED je a 
0 0 
zi d. Tren ver dvi a ( 
| est Cos. rx ae me | EN ei Ee Ee d\, Wda de. (f) 
‚ q | je DE a iel 
Es rede eq dy Pea dy) 
iÖ EE Re or En ee ERN RE Rae NA ie (9) 
0 0 
PrCosrovde 1 qu dy PD e—qy dy| ü 
7 Tan =f ae ng | ers Beh ones oee 2) 
0 0 “0 


relations, dont on fera usage dans la suite. Mais les intégrales au second membre des formules 
‚_(g) et (h) ont déjà &té Evaluées Méth. 7, N° 12. On a donc: 
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® Sin. ra de et er Eilqr)—er Eil ")} Deken ar Eil "Ei 8 
pd ER 23 q —q [5 {err Ei(—gr) et ú(qr)). 
(T. 205, N°. 10, 11). [201]. 

10. Il résulte du rapprochement des deux intégrales identiques dù N°. 2 et 3, où des fonc- 
tions à argument imaginaire se trouvent remplacées par des fonctions réelles, que de la même 
manière les théorèmes (XV) et (XVI) peuvent s'écrire comme suit: 


Cos (pre | er s 
ie q Te sr NT Te, EU Pl dy Í Cossin eden EVA) 
a 0 


Sin, (nare) 5) î Ei N 
je 5 ae „je Ee («) da =rof eye) dy Í Sin.zy.f, (e)da... . (XVIIE) 


Sous cette forme les théorèmes se prêtent à mainte application. 
Soit en premier lieu f(z) —= 5, a— 0, b == oo, alors: 


U 
. Á ctd. — 
» Cos (e ei, 2) de 1 5 ® Cos. vyd VE if ® Cos.edz 
TG en tr jj SS 
P(p) T(p) 
o 0 0 0 


(qg-Ha?)ip as Pd zs 


0 


z 
Sin.| p Árctg.— ' 
2 (e J | da: IS ep fie: ® Sin ay de giel ® Sin. 2de 
ee ef eye dy = eU ypts2 dy 3 
(g2 +22 «25 T(p) xs Tp) ij zn 
0 0 “0 "0 


où l'on a fait usage de la substitution zy — z, ee qui donne ici yd — dz, puisque y est traité comme 
constant dans lintégration par rapport à a. Lies intégrales doubles se trouvent à présent être telles, 
que les variables y sont séparées, c'est-à-dire que dans l'intégrale par rapport à y il n'y pas de z 
et que dans celle par rapport à z il n'entre pas de 4; donc lintégration par rapport à z donnera 
un résultat qui sera constant pour lintégration par rapport à y: en un mot les intégrales doubles 
ne sont ici que les produits de deux intégrales définies simples. Or, la première de ces intégra- 
les a été évaluée Méth. 3, N°. 7, et les suivantes ont été trouvées précédemment au N°. 6. Il en 


r —l 
résulte par conséquent: 7 TE leed, en „12s>l, 
0 


(q JajP ze T(p)F(s) 2gPts-1 Cos. } bea’ 


[201] Elle a été déduite autrement Méth, 42, N°, 2. 
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id in — l 
ee Fa 2200 438, N° 5 et 4). [202) 
(q2 42)ir es F (p)T (s) 2ge+s Sin. & sr 
8 1 
11. Supposez en second lieu dans les théorèmes (XVII) et (XVIII) f(z) = OEE zl et 
T AA 
Ti (w) == Oek Mr 0, b=»® » il vient : 
r 
«Cos. (e rag.) de 1 Ee ® Cos, os. 1 de 
nn | et | ag LO 
(qg*He?irp str F(p) ‚ st Ja? 
0 
1 0 mn JE ad TE 
=| eye dye U —= eat pl dy — ern 0 
ek in BT | PT IT (1202) 
0 0 
e 
„Sin. (» Arctg. 2) en 1 p Hed 
nr ewgetdy | [203] = 
GanteP str P(p) s 
0 0 
1d ln Ik (ats pl d = (1203) 
zn IGE pe nd an NN N ene Se 20: 
Tp ‚|: s 2r@) } 19 ater 
0 


où les premières réductions ont eu lieu suivant le N°. 8 et les dernières d'après Méth. 3, N°, 7. [204]. 


® Cos.(p Arctg.r) de T(pds—l) 7” 
(Leip as  T(p)I(s) Coster 


[202] Pour g == 1 elles deviennent: | ‚(L>s>-—l), 


(22820). (I. 433, N°. 2 et 3). 


PSin.(pArctg.z) de  T(pds—l) TE 
| (L4z2ip os vj F (p) F-(s) 2 Sin. 1 sn 


x 
203] Lorsqu'on aurait pris ici VE) —= ———, on aurait à eette période de la diseussion: 
q : P 


sd? 
® za Cos. zy dae PetSineydr N=: BA 
en —, intégrales qui sont nécessairement infinies pour a >> l: done leur 
2 2 ie 
s* Hr s* He? 
0 


emploi par ScnrömrcH ne saurait être légitimé, et les intégrales, (T. 433, N°. 8 et 9), ne valent que 
pour & zéro, 


(204) Dans la dernière intégrale du N°. 10, prenez s — 1, vous trouvez: 
Sin. (» wr q 


(qe dzP ee  2gP 


résultat que donnerait la formule (1203) pour s == 0, supposition d'ailleurs non exempte d'objection. 
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Soit enco l énéral Ca tja EN 
re plus géné D= EME = } 
Ì genéralement f (w) Gr Fetje et fo, (2) er Fate n a par 
x\ 
„ Cos. (e Arctg. gi hi 
les théorèmes (XVII) et (XVIII): Eek 
GP Hate (st ater! 
0 
l id he 053 Es! ie mes} 2n/—l a—n 
== ew yrldy „Gon ayde, 1 e= yP=1 dy ze PEEN ly X 
T (p) (s? 4a?)arl:  T(p) gatljal®G 22  gatntl 
0 0 0 
7 ; e, (a J n)2n/=t ad 


getij! T ( Je 2nl2 gatnkl jenga dy, où dans la réduction on a fait usage 
/ Pp 0 
0 


de Yintégrale de Méth. 33, N°. 3; maintenant suivant N°. 2 on trouve pour la valeur du dernier 


ie nl T ee r 
terme: En a s 25 Ee sE Z 5e Ek zi Mais on a: T (a + p—x) — ne = 
Pp) 0 Msn (qd sjerp (ad p— ij 

= 7 aon suivant (A) Méth. 3, N° 7, Note; par conséquent: 
(ad p— In PDA tel Ch A H 
„ Cos. (e Arc/g. 2) n 

q __de END l ke (at-n)2n/1 gee) (1206) 

(q2 Hete (st atjett gal Jall stg HS)? 0 2(atp—lj is | 


0 
et de même: 


(q2 Hette (Gs? Fatjerl gard Lal se (gft oM (ad p— INS 


4E 
RSL. (reg. DT 
2 g) ade mpd VO TA a (59). azon 


0 
(pour g=l, T. 433, N°. 15 et 14). 


ik Een 

12. En troisième lieu Cavcny [205] se sert de l'intégrale / et" Cos, he zg Pi 
"0 
que lon trouvera Méth. 24, N°. 5. Hille lui donne le théorème: 


Prenez-en la différence avee (1203) et vous aurez: 


„Sin. (» rag.) Nn zit | Za 
Í (yr Hete metde!) 2e PEEN ET ete 


Toutefois il n'est pas possible d'obtenir d'autres intégrales analogues, à cause des restrictions quant À s 
dans les formules cu N°. 10, 
[205] Voyez Caveny, Journal de PEecole Polytechnique, Cab. 27, p. 147. Partie 1. $4, p. 185—188, 
Page 450. 


ET MÉTHODES D'ÉVALUATION DES INTEGRALES DEFINIES. [IL M°e, 18. N°. 12, 15. 


b 47 de 
je f(a) — galg avan fr IAC ITE id (XIX) 
a 


IN 


. 2. —_n? sf pn 
Prenons successivement f(s) — wert et f(x) —e-P"t, où toujours a — 0, et b=o, 
pous aurons: 


Dat 2 Cos 2 qy dy 
PE (24E ; 6 
(NE: dE — Oos. 2qy dy [ eUAPIE pda — sap ‚ (suivant Méth. 
Í i /r Ik É pa (pi) 


0 0 0 
Deen 2p 
en ee EEA de (1208) 
Va 4p? 


à l'aide de Méth. 32, N°. 2; 


eet St 2 2 f° Cos.2gyd 2 7 1 
On me Cos zov fe WAP rde == el = 12 nic el mn — EPT, 
Ve Ve) A ND Jel a Vr 2p Pp 
0 0 


(T. 140, N°. 9), [206], où pour la première rédaction on a employé Méth. 1, N°. 9, pour la 
seconde le N°. 8 précédent. 
13. Maintenant supposons dans la formule (XIX) f (z) —e""* Sin. pw et f(z) — e""r Cos px 


8 N° 7), 


successivement, elle nous fournit, quand on Ë prend encore a —= 0, 5 —= o: 
oa sl sin Fn EE da 2qy ds Ottie Sin PER È == 
Ve a) 5 (1 2 p? 
0 
Cos. Wy d 2 20 
er en es Ze (u Cos. Uu + À Sin. Wu) — 
(rr H9 Hp? Va py (r* +p°) 
ee Oos Zon AN LUNA ee (1209) 
a Er 
el q: 72 de 2 kee an 2 oo „2 De) 
e Gt ee „Je 2yydy — m5 id Ee en 
Ve Vn Vr Caan ie a en 
0 0 0 0 
ee 2 — 2) 
ZE ik lee Ie „ Cos. 2yy dy — on (À Cos. 2q u — u Sin. Wu) — 
RN ate Vary (r* 4p°) 
: Jr 
— €720) (A Cos. Uy u — u Sin. UV 5 ERE (1210) 


Dans les premières réductions on a fait usage de Méth. 4, N° 11, et dans les dernières de Méth. 


[206] Déduite autrement:Méth. 17, N°. 18. — Pour p—g on a les intégrales T. 139, N° 6, 
el A0ENS 6: 
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; 4 2 2 
25, N° 6; d'après celle-ci on a pris À ds Wa Greg: == dl: Eh ED 


B . [207]. 
pe Deen OA Ab 
14. L’intégrale f _e-%Sin.qy — — Ar cg ‚ trouvée Méth. 10, N°. 4, sert pour la quatrième 
y 


0 
application de Cavcny: [208] 


: 
jk Arctg. fe de = IE Sin. 1 dy 0 0 EN (B) dE AAA ERE (XX) 


Supposez-y.f (2) — Sin. pr‚a—=0,b — ow, il vient: fre Sin pede sen ien == 
Ej 0 
0 


0 


ole dy _p Sin.qy dy m ee 
== Sin. A nT) 7 = =p. (ll —e-PI) == (le P4 Hs 


N°. 1), où Métb. 4, N° 11 a servi pour la première réduction et le Numéro 4 précédent pour 


la dernière. [209]. 
15. On peut présenter ce théorème sous une forme un peu différente, qui dans plusieurs 


207] Pour rg, on a T. 398, N° 11 et 12, où Ja dernière était fautive. Pour z=g* 
} Kl 


De En 1 
on a en outre: Í e (rr i ) Sn(pu dar RE Cos. qu + À Sin. qu 


ri Fri 
0 
IN) Ies 
Cos. (px°) de = De 27) (À Cos. 2q u — 1 Sin. U u) de — —, pour les mêmes valeurs 
0 
de 2 et p. (T. 285, N°. 7, 9). Pour r — 0 celles-ci donnent: 
ao 5 1 jh ® Dl 
Í e z° Sin. (px°) de — 5 eV ?p {Cos.(qy/ 2p) + Sin. (ay) Wp)} T, |: z? Cos. (px°) dr = 
ap. 
0 


0 


1 , 
=E eaV2p (Cos. (qy/ 2p) — Sin. (a 2P)} ee (T. 235, N°. 3, 4) — et pour g—= 0: 


er Si BIER Alana AOS 
| Sin. (px?) de —= vj Bei E Cos. (px?) de = Vg Hr Eel, 


(T. 280, N°. 23, 24), que l'on déduira autrement Méth. 26, N°, 2 
[208] Voyez Cavenr, Journal de PÉcole Polytechnique, Cab. 27, p. 147. Partic L, $ 5, p. 188, 189. 


(209) Une autre déduction se trouve Méth. 36, N°. 6. 
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cas sera préférable. Pour y parvenir, écrivons la même intégrale de Méth. 10, N°, 4 ainsi: 


al EL, dy DEN rd ZL \ 
Sin. ray e-4 ” — Arctg.rw, d'où résulte le théorème: 
y 
0 


D 
Í Arctg. ra. f (we) de eikel ak SUDAN JN ONE a Bra ed 5 ore (XXI) 


a 
On voit que la différence entre ces deux théorèmes consiste dans les places qu’occupent les fonctions 
exponentielles et les fonctions circulaires directes, et lon congoit aisément que sous la dernière 
forme elle peut se prêter à plusieurs applications, que refuserait la première; Ja différence qui existe 
encore entre les premiers membres n'y fait rien, puisqu'il est très-aisé de la faire disparaître. 


ob ED Sin.pz 
Pour en faire une application, soit f (w) — ra Gr ree Elon 
ig 
hi Si de 2 dy (° Sin.pe. Sin.rya 
Arctg. ra se her ea eV J — ae IE de. On a évalué cette intégrale Méth. 9, 
qe + xt? y q° + Wid 


N° 17, mais on y a vu que sa valeur diffère selon que p est plus grand ou plus petit que ry; 
il en résulte que Ton doit diviser lintégration par rapport à 4, entre les limites 0 et co, en 


deux parties, Pune de 0 à 5 (où done toujours ry est plus petit que p) et l'autre de Aen A 
5 


où au contraire 7#y reste toujours plus grand que p. Ainsi lon a: 


i Sin. pad revd “ed 
| Arctg. ra. Ze eTP1 il e Vera Bik ter) | 2 Dr, OH 
do Y) 
0 


y 


p 


7 0 erg — mre y Tr ee dy 7 8 dy 
VN ln dy eP1 | heen | eat) — 


dg , y 4g y ARE y 
TE 1 rq + 1 TT 1 . rq ie 1 Mm A 
sien pe Pal Ken: dep Ei. 5 per f— 5 pl, aars 24), [210], 


où lon a substitué lintégrale du N°. 5. Il semble évident que cette valeur devient discontinue pour 
le cas de rg = 1; néanmoins nous réussirons à en trouver l'expression finie par une autre réduction. 
Or, reprenons la discussion précédente à la formule (a), qui ne se ressent pas encore de cette valeur 


l 
particulière # — —; et nous aurons: 
q 


[210) Car au moyen de la substitution + le — y, On a: 


eetbrd yd 
Je sere ETE Ae) 
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T Sin. pede TL pa e-Ydy md dy 
Arctg. == == Te P7 SS (ey — ey + —- » — 
Í gate: Ag [ y Ke Ee nie pe SAT 


pa 


ar pad red Dg d ) Def 
me zl 29 == id e—P4 Gj = EE EE epq 4 4 Le TL e=P4 pi dy in € 2y dy 
4q y » 4g y 4 y 44 a 
0 0 “I « 


pa Pi 


TL ed 1d 1 DO 02 
nf Een Ine nf Ien 5 eel =P RP) DE : Ld). 
| ay y 4 Ag 4 SU ge | 
0 


y y 
0 


La différence des deux dernières intégrales ne peut sévaluer que tant que les limites sont 

gales; substituez donc dans Tavant-dernière, aux limites 0, et ly — Ae ‚d'où GE Lee = 

lr y r(l-2) 

ee en dy e—2y ai oh 
vO) 


avec les limites 0 et oo de «, il vient pour la différence en question: | 


1 d: 
zi (, mre) A intégrale dont la valeur est A + l2, suivant Méth. 27, N°. 7. Par 
y 


eonséquent il est |+ „pede Emke nn en 
séquent il est: retg.— Ol pq) — PLEi(— (els, SN kek 
deon Sed 4g h 


«Cos. pa iT 
Pour la substitution f(«) — EN ee ‚on "| Arctg. ra 


e Cos. pr dz 
ze Hg” Îa 


geta? 
© dy f” Cos. pa. Sin. 
=| ee al ee dex. Tei de même la Méth. 9, N° 17, nous apprend que lon 
y ge 
0 
an, 


doit diviser la distance O à oo des limites de z en deux parties de O0 à — et de ZE x ; toute 
r r 


réduction et substitution faite, on acquiert: 


aj C d —1\? —l 

Arctg.rx. zen dE eva Î= d NL Ke he od En |. (T.431,N°.6). 
ge He? 412 grt 7 

“o 


Par la même raison que précédemment, il faut recourir à un changement dans la discussion 
pour le cas de #g — 1; alors il vient: 


d 
Í5 bn rk (AH Lpg) — Ge Ei (— 2pg). (L. 481, N°. 7). 
14 


16. Pour la cinquième et dernière application Cavenv [211] fait usage des intégrales 


[211] Voyez Caverrr, Journal de Pícole Polyt. Cab. 27, p. 147. Partie TL. $ 6, p. 189—196. 
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y l4y/ y 


en er Ì dy EN 22 . 
ii dy —= —ls et A + EU | == — le, dont la première a été déduite 


Méth. 9, N°. 22 et dont la dernière sera trouvée Méth. 27, N° 7; il obtient ainsi: 


b 1 Dd fô Oev fb î 
Í fle)l-de = | ee) | ef () de — | me [7 (2) NO NE: (XXI) 
gie 7 Re 
a n a a 


0 


Be b Dy fb 2 1d b 
et | rotje == Af fejde + | il k eV f (©) de — p: nn ja de... (XXIII) 
® / 0 UD A » 
a 0 a. 0 


a 
Mais nous ne le suivrons pas dans ses considérations, qui ne donnent lieu qu’à des équations de 
relation. Observons seulement qu'il faut être prudent dans la réduction de ces formules, puisque 
ce mest que la différence de ees intégrales qui ait une valeur déterminée, tandis qu'elles sont infinies, 
prises séparément: entre autres on ne doit pas perdre de vue ce qui a été dit au sujet de telles 
intégrales Méth. 9, N°. 21 

17. Cette même observation vaut encore dans le cas, où l'on veur employer lintégrale 


aad 
os. — Cos ray 
Ira il dy, Évaluée N°. 5, qui nous donne: 


y 
Db ®Oos.y d Jy fd 
f tense de =| ved ik al fen ray.f(@ de. « (XXIV) 
) 
a 0 } 
Cos CANE 
Prenons dans cette formule f(&) — — 7, il vient pour a — 0 et bio: 
ge He? 
“u ) Cos. px da: ® Cos. Ze ? Cos. pe da Pdy f*Cos.ray. Cos pede 
rr = — > ee. 
gta? le gede? Í y | td 


0 


La première intégrale par rapport à w dans le second membre a été donnée au N°. 8, la seconde 
Méth. 9, N°. 17; mais celle-ci nous oblige à distinguer les cas de p plus grand ou plus petit que 
ry, d'où il resulte que la distance des limites O et oo de y dans cette dernière intégrale doit être 


Ie d Pz GEE W 
divisée en deux parties, dont lune va de 0 à B et Pautre de = à ee; ainsi il n'y aura plus 
Zj Lb 


aucune ineertitude sur la valeur de Vintégrale relative à z, qu'il faut employer; et Pon trouve: 


® _ Cos.prda ® Oos.yd a Bord 
Í' (ra) SED Ee re iet CTP — 5 Gld 2 e=Pa (er Ue TU) — Í 2 pi eq (epa + Er == 
q+e y 2 y Ag nd 4g 
0 p 


N 


2 Cos. yd. D gray He gray da Pera d, 
== el e=P4 | SVE hal e-Pq ae de dE e—P4 é J — ee eP1 d 
y 4 y 4g 4 4q y 
0 Ë 
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Cette réduction a pour but de pouvoir combiner les deux premières intégrales aux limites, 
0 et ax, qui sont infinies séparément et dont la différence suivant le N° 5 a pour valeur 
2lgr [212], tandis que les deux dernières ont été trouvées form. (1211). Done: 


®___ Cos. pade 
| Ure) En Es 7 {eva lr — erp Ei (pq) Hert Ei (—pq)}. (T. 417,N°. 6). De la même 


0 
manière, par les mêmes distinctions et les mêmes réductions et avec les mêmes précautions on obtient 
L ®__aSin.pada 
Yintégrale analogue: jl L(rx) ge Td 2 (2e-Pt lyr — e-P1 Ei dn eps Ei. (—pg)}. (T. 417, 
laren 
Nes sle 2 13]. 
18. Au lieu de prendre p zéro dans le premier résultat du N°. précédent, ce qui rendrait 


Ì 
le raisonnement, dont on a fait usage, illégitime, prenons simplement f(w) == —_——— TET dans le 
g+ 
E de "® Cos.ydy f° de Pdy f* Cos. ra ydee 

théorême (XXIV); nous aurons: f L(re) a Ei hd Er ze es 

Á gete* y qd? v gta? 

0 0 0 

®Cos.yd, ad zm f° Cosy — el 
_f Os tall je DE (T. 180, N°. 9), sui- 
y 2 Rn y 


vant le N°. 5. [214]. 
Sin. pe © ___Sin.pede ®Cos.ydy f° Sin pad: 
19. Soit enfin f(t) —= EEE et Ton "| TOE =| meen sake dee 
@ e v 


Ri 


0 


Pdy f°Sin.pzx.Cos.raiydz Ee Mt « 7 
— — | —_—________… Dans le second membre la première intégrale par rapport à w est 5 
5 


suivant Meéth. 6, N°. 5, la seconde a été trouvée Méth. 9, N°. 16 et diffère selon que p est 
plus petit ou plus grand que 7u, de sorte que pour \intégrale par rapport À z, 1l faut diviser 


08 ; p p 
la distance des limites 0 à so en deux parties, de 0 à — et de — à oe. Dès-lors on trouve: 
” r 


[212] Car du Nr. cité il suit que Pon a aussi d'après (1174) :° 


DZ Cos.ge PE Her 
| Ë Se en | as pils DEES EENS (1212) 

e Ar û 
[213] Voyez sur une autre déduction Méth. 42, N°, 2. 


[214] Plle a déjà été déduite Méth. 5, N°. 5. 
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Pp 
®_ Sin.pede ® Cos. y ar 7 ae 7 “dy ® Cos. y a fidy a frdy 
Ure) == — En dy —— Sf 
2 y 2 y 2 y 
0 "0 ‘a 1 
Dans le second membre les deux premières BL sont infinies; pour en évaluer la différence 
5 A nT EN ld, ee da 
il faut les ramener aux mêmes limites, et comme on a vu au N° 15 que == Am)’ 
y 7 Fo 


on trouve ici: 


Ee Sin prda a 1 d Ì 
Be (a+tl). essen (AAB) 
® ae hd 2 ZEN ‚ 
0 0 


y 


En 


Ur (ede — EN OE 
[rowe aem) Aysma | 4 fate XW) 


0 


| IR ier: dy REN 
„ Comme on trouve Méth. 28, N°. 12: EN + le) LF (@),il sensuit le théorème 


I 
Soit par exemple f(«@) — Sin. Zana, alors pour a — 0, b —= 1 il vient: Sin. Zana. UT (e) de —= 
Pp pie , P 


0 


1d 1 
An tl on (e —_ } Sin. Va nx — « Sin. Lana — i ye! Sin, gans [ar Mais suivant 
_— y —y 


1 
Méth. 1, N° 12, on a: Sin, Za nrde —0,.(T. 95, N°. 8); d'après Méth, 12, N°. 4 


l 1 
| wSin. 2 Hm ED erdee ne BENN (1214) 


0 


et par Méth. 3, N°. 9 


k Ô Si ae 
fr" Sipear E fs grtn SURE Uy Rn y) CoD eis) 
y 


zo 0 


1 ) 1e 
d'où: ye) Sin. Zande — Ee bn Sh ERN ede (1216) 
y Aat? + (ly)? 


0 


en 


Ee l \de hi 
[215] Puisque | (eef (e-2— Cos. «) ze Ne: ae maes 
0 A 


(E. 212, N°. 1), comme on déduit d'une autre manière Méth. 44, N°, 3; car la première de ces 
intégrales est /l ou zéro, suivant le N°, 5 précédent, et la seconde est — A, suivant Méth. 1, N°, 52, 
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Za 1 
done en substifuant tous ces résultats: ‘Sin. Jane UN(EES ik S= ET ] = 
Zar y Aan? 4(ly)? 
1 ee 1 dz mals 1 
en e-2arz_— — — |— (par la substitution de ly — — Zare), — (A + L2az), 
Zan lH4-2° | 2 Yan 


(T. 444, N°. 3), suivant Métb. 27, N°. 7. [216]. 


Sin. qa q Sin. qa 
21. Paisqu’il est: IN Cos. zy dy — ee, Sin. Wydy = DE ‚ d'après Méth. 1, 
d L 
0 a N 
N°. 12, on a les théorèmes: 


Ö es „de Ee he 
[se qe.f (2) — =| dij | Cosy (B) ATn een Eu Nee EEN (XXVI 
a iá 0 a 3 
rò RE q bns 8 
| SUS GEIN Í dy Í Sin: Zep lr) dae SE RE (XXVII) 
: Pd 
a 0 a 
Supposous, pour en donner une application, f (@) — e-P?, alors il vient pour a—=0, b=e: 


* de q Ee q p q 
Pr Sin.qa——= | d Cos.ay.e Prde —= | dy — ==, Artig. (LSR IN eN 
ka ln | | 08. Ly. € kj pien ent ( 3) 


an, l OE 
Ö Aen bh 2ay.er Bn pr Er zalk (py) 7 De 


(T. 392, N°. 10). [217]. 


et} dh ' 
22. Comme on a trouvé Méth. 7, N°. af En —= — et li.(e-?), (T. 129, N°. 1), et 
/ 


0 


ree dy . n - a „ VES . 
adien — emzli. (ef), (T. 129, N°. 7), on peut Énoncer les théorèmes suivants: 
fl 


0 


een ‚ a En 
| er li, (ef (mr) de —= a In En ey f(ade, oe FA (ENVER 
« 0 a 


[216] La substitution # = 1 —y donne encore: 


—l 

[rra x). Sin. Zande —= (A + L2ar) VTE POTT Ee (1217) 
2ar 

0 


[217] La première a déjà été dédnite Méth. 10, N° 4, toutes les deux le seront encore Méth. 34, N°. 3. 
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b | $ nme nd ° > 
ft (et). f(o)dea=f — | e-Vf(ejde...…. Btenterde (AEK) 


Prenez-y: f (@) — Sin.pa, a—0, b—= oo, alors: 


00 „ao d ao pherd en 
| bi, (e-*). Sin. pr dee —= =| Sf ew Sin rade — oil en ee a + ip} 
k 0 


ri Ly py Np? 
0 0 0 
ee p ' Pm ns Ee dy p p n_ 
ft (esin pede = | nn et Sin. pe de =| nen —lp|, 
ly ‚ lyp? dy Lp? \2p 
0 


(T. 442, N°. 4 et 5), où les premières réductions ont eu lieu suivant Méth. 4, N°. 11, les dernières 
d'après Méth. ì, N°. 4, et Méth. 2, N°. 6, respectivement. A aide des mêmes numéros et de 


je a AN 
la substitution f (@) — Cos. pr, on obtient sief ez li, (et). Cos. pe WT Tj 5 Pr — ip). 
Eel ] zE ip\. (T- 442, N°. 6 et 7 
rt ble (LE). GOS PVAR == IT E Re ND cre p 5 
| d (e”). Cos. pa duo nn: mie p) et 7) 
0 s 


23. Nous pourrons aisément rendre les théorèmes (XXVIII) et (XXIX) plus généraux, lorsque 
dans le premier nous prenons e(4tef(e) et dans le dernier e-(4-Drf(w) au lieu de f(w); 
ainsì on acquiert: 


Een (€). floyd —— Ela eWtatijef(e) de (XXX) 
; „fed: ne ONU vor Se oe XX 
a a 


b nl D 

frterrma=f- il Í GEAN (2d aar zeeer NOK) 
mn ff 

a “0 a 


Pour f(z) — a?! et a=—= 0, b == , on a par le théorème (XXX): 


ao d 0 
sl 
Ik e-q2li. (et). arl de — — Se eytgle polder (ER == 
Ly 
0 o 
ae » dy r@ liep—l dz rn Betim 
== Pp == 7 Ten not vu on a subStILue yy == 
| Ati) Fat Ip Heen d 
o 
Dans cette relation, où d'apres le membre (a) il est évident que l'on a la condition g + 1 >> 0, prenons 
EI lapl dz 
g=—l,alors: f erli. (et). ar 1de =F(p)f — — =—F(p) os [218], (LD. 402,N*. 2), 
(l—2)P Te pr : 
0 0 


(218] Car dans la première intégrale de Note 44, Méth. 4, N°. 6, prenons q =l —r, il vient à Paide . 
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1 
pour g —0 elle dévient: 4 (e.a Ada ee —T (p). (T. 402, N°. 3). Pour p= 
Pp 


on ok e 4e li. (e--%) BE ES Hg), (L. 300, N°. 3), suivant Méth. 1, N°.S, 
l4g2 d 
et pour p — in Gel ne are EEE NA UW HD) 5 (219). 
Well+dg2) q 
(T. 402, N°. 4). Mais il s’ensuit de la den qui a mené à la formule (b), que l'on peut 
prendre q — — 7, pourvu que r reste S Île bn encore p — l et il vient: 
ele li, (e-2) de = — Bebel NEN EEM LE 1218 
| fe Te gil: (213) 
0 
1 Nn gant: de 1 dz 
DOUNAU contraire nous aurons: el? li. (e-) == f | ET 
2 Vr 2 Vz(l—gz) 
0 


— 2 Arcsin. (V/ 9). E, [220]. (T. 402, N°. 5). 


Le Boron (XXXI) nous ER encore pour f (r) — aP—! la relation suivante: 


PE (ee)hart de == ytaDe gp lde — T'(p) LORE 
Ayydglje 
0 ij 


NO Lie D I= 
de la formule B, Note 43 dans la même Méthode: md di Lel ie en = 2 (PSAGINE6) 
Koh r (1) _Sin.rz 


comme on déduit aussi Méth. 22, N°, 12. 


) L dy 2 / 
[219] Car pour z=y? on a: | Ken arme neee nv P+ (1 +p)}, 
Velten) PVA) Vo a 
(ERN 0) Prdtapres Méth' 15 NES 9-5 Dans Mn du texte mettez encore «== 4* ct il vient: 
Í et lie?) de = lg (I +9} Pe (T. 300, N°. 4). 
q 

0 

[220] Car pour «==? on a par formule (53): 

dy L dy 2 f 
Vil et ARGENT AE: (1219) 


Velg) eind aken 
Lorsque dans He du texte on prend # = y?, on obtient encore: 
A _ 
Û zei (et?) dr —= — Arcsin. Wv. (DAS OONK) 
0 q 
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0 roo 
d 
où maintenant il faut que g> 1. Pour gl on trouve: fer tli (et). ap—lde—=T (p) ee 
TE (A)? 


0 


p) ar. Cot.por. (221). (D. 402, N°. 1). Pour p —= 1 il vient: 
F (7 ‚PI 


ee Be dy Ì 
en dr lj. (e£) det D| en (gl), (d'après Méthr 9‚-NS23)E on (l22T) 
í (Net gel) 9 
0 
1 Sin. ra Cos. 
24, Au moyen des définitions | ee dy — St. (rx) af Ed) dy — Ci. (ra), (T. 254, N°. 1), 
em / gi 
on obtient enfin les théorèmes: 
bin B ARN 
Á SLE) ja) Nd Í HOUR U al ate sere (XXXTI) 
/ 
a ij 5 ‘a 
es: hed Er, 
/ Ct (rz). f (w) de = — / — | mer osmagdv mr (XXXTII) 
/ 
a FAR 4 
GE 7 Rd Sin pa: 
Pour en donner ume application, soit dans la première f(@) — —— —; il vient alors pour a =— 0, 
gt? 
ze Sin. pe dez lady f£° Sin. ray. Sin. pa da: 
b—= ef Si. (or 0 L il Ee 5 ce zl —. La dernière intégrale a été déduite 
—_ a? q_r 
0 


sous (499), ef diffère de valeur selon que ry est plus petit ou plus grand que p. Lorsque p est 
plus grand que 7, le dernier cas ne peut avoir lieu et l'on a tout de suite: 


5 Si l Ús Sin 
| seo, ed un. en oi, Ei Ens Cos. pg. Sin, qr == or Cos mf 0 SU. Qry Le 
1 
0 


mi 7 
VIA f 3 
=— 7 Cos. OBC er AE EN eN on SE (1222) 
24 


Quand au contraire p est plus petit que r, il faut diviser la distance des limites O et 1 de y 


8 Pp Pvs 5 3 5 { N 
en deux parties de 0 à — et de — Àà 1, afin qu’”il n’y ait aucune imcertitude sur la valeur à em- 
(a r 


ployer. Dès-lors on trouve: 


[221] Car Pintégrale de Méth. 22. N°, 11 donne pour p=l, g= lr: 
e dy Cot. {(l —r) ni} Cot (1220) 
ree OL TNI GOES TE en a ene enke 22 
gE 
o 
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5 Sin. pa da ad — Ld, 
| Si (rz) ig Ne En Cos. pa. Sin. qry + SE ‚Sn pq. Cos.gqry — 
qe? y 7 
0 0 p 
mT 7 Sin.qrydy nn ({° Cos. qry dy ® Cos. qry du 
== Cos pgef — == Sin pg. 
29 7 24 Ì 7 y 
0. P 
1 A \ ! Tt ° . . 
en 24 Cos. py. Si. (pq) + ag Sin. pg. {Ci (pg) —Cilgr)},qg Zr... (1223) 
: ZN EE Cos. pr À 
Soit encore dans le théorème (XXXIII): f(z) — e=, bo, alors il est: 
ltd 
C. ae d. 1, ® Cos. pa. Cos. 1: d N 
fe (7 SE be ne == zn Ee | a Ze ee ee de. Tua dernière intégrale, déduite (499), 
led 
0 


a une valeur différente suivant que p est plus grand ou plus petit que 1. Ce n'est que le 
dernier cas qui a lieu lorsque p est plus petit que r, done: 


5 Cos.prde dy ® Sin. qr dy LSin.gry du 
jee Dreef 5 mn 7 Sl r |= 
0 0 
oe reel (1224) 
— — Cos. pg. - — Si. (qr); , OEE Adhd draden a 8 
oe vee a) PS 


Mais quand p est plus grand que 7, il faut diviser la distance des limites L à » de y dans 
8 p en 
deux parties, dont lune va de l à —, l'autre de gn e, de sorte quentre ces limites linté- 
r r 
grale (498) a toujours une valeur déterminée; on trouve alors: 


Kal C d. ed 0d 7 8 p 
Ci. (rz) ee = Ee 4 en hk pq. Cos. qry — on pq. Sin. qr = 
landed y De 


1 
0 un 
r 
Pp 


pese Snpa.{f EN re Cos. ry dy) ie 2 En he: qr dy fr | Ss 
29 U, | 


u É y 21 \ y 4 y 
p 0 
ER Ci Ci ER, KAN 1225) 
= a Sin. pg. {Ci (qr) — Ci (pq)} — 7 os. pq. oan Si (OP PN EEN ( 
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$ 2. mírnope 19. EMPLOI DE LA FORMULE DE BERTRAND ET DE QUELQUES 
AUTRES FORMULES ANALOGUES. 


1. Pour faire en premier lieu une application de la formule de BerrrAND, nous commencerons 
par celle, qui a donné lieu à ce théorème [222]. A cet effet soit dans la formule mentionnée IT, 


p edF(w,o UL Hoz 
N° 39, form. 74; fh F(o,r)de = r) de + Wo dll ®) zo| ‚P(o,2) == Ze ede 
da Í LT 1 — x° 


U +02) Pl pe PlaHa®) Dof Pal 
F(w‚e) EE ek ate), oP, a—=0, alors: en a+ a ded 4 ee Sl Ë zi 
10? Ie? Iz? U 14p° 14pe Jen 
0 0 0 Ee 


DP 1 d U(L pe 1 1 
Or, on a [223]: = ei HG IRD) z u BEDE ) 
l4p* I4-pe lt? 2 
0 


1 U(1 e 
devient AD 


Eee ze a or reg. Pp; ce qui 


Pp DT 
Arctg. p; et par suite il vient: | rn ON 
r 


0 


Ee pl p? _pdp__ frllhet : 
Te? al 14p: Lp? } US gen 2 lp? 
C Û q 


0 


1 (dp 
5 Arcig. p. {1 +5) rei) hk 


0 ‘0 


dp 3 , EUN : 
Deen ‚ lorsqu'on applique Pintégration par parties 
au dermier terme dans l'avant-dernier membre. Or, dans le dernier membre les trois inté- 
grales se détruisent et le terme intégré s'évanouit pour la limite inférieure O de p, donc: 


Pl(l 
| EE das 5 Arelg pl +p?). (KL. 188, N° 15). Supposons p=—=y/g, per —=y, il vient: 
ALL He) de 1 
nn ACEA (1/0) SUR) MT 1226 
| Ee De 7) (1226) 


[222] On Rn consulter BeERTRAND, Journal de Liouville, T. 8, p. 110 et Grurerr, Grunerts 
Archiv, Bd. 4, S, 113. 


1 ren 
Cn + 5 


== oes de en 
Lp? 1dpe  (lr?)(ldpe) (le? Pe: ) Tele) 
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et pour q —= 1: 


ZL +e)d 
| Aen AE CL. 160, N°. 2). [224]. 


14? 
0 
5 et U(1 — oe) A he 
2, Soit au contraire F(e‚r) — nn nt: alors le théorème nous donne, pour e= p: 
PU(l — pe) de [ll —e®) f =p ie 
= — == de l d, „_M S 2251: 
| let J Lp 2 en Ike Lp? 1 pe ien pd 
0 0 
Pp 1 —pd Ulpe 1 Ul? 
Í 1p? TT ee la? Arij Ps ne changez-y « en p et substituez, alors: 
Pl(l—= l, PL Pp? ep LO d 
( ra Re) Sen in 0E EE ht 
Le? Lpe Ide 2, l4-p? 14-p? 
0 


ou, d'après la valeur de la dernière intégrale, trouvée au numéro précédent, après B, réductions: 


ne 1e pl Wenn Pl(1 
Í U Emme ee Dee ze Bn d— 5 Arg pl(t +p?), d'où de nouveau: 
0 0 


14e? 


Pp (l—pe)(l4e?) de Ì 
ij AE —gdrcg.pl(l Hp?) .… (1229) 


Ajoutez-y la première intégrale du N°. précédent alors: 


[224] ks déduite Méth. 9, N°, 5. — On peut agir encore de la manière suivante. Il est: 
LRL: | —Pp PI +2) Le aes el 
ne - : Ap Arct bm (IR 
En Ee tt hierotd EI ria ge 15-p°g° ge PPI Ln +5 lie ke ) 
9 


Multiplions de part et d'autre par dp et intégrons par rapport à p entre les limites 0 et 1, il vient: 


1/(1 +ade 1 ze + p) 
| q° 4e? En | 14 pg? 


Eg 
A - Arctg. (G) UN zi Te Veld AL 
2 nj 


Lj 


d'où en rassemblant les intégrales sous un même signe: 


"1 Ee da il 7 hi 
| U(I + 2) — 2 Ta =S RU +95) Ela or —tAretg MAN . (1228) 


celle-ci, pour q = 1, donne de nouveau T. 160, N°, 2, 


\225) Suivant la relation de Note 223 pour un p négatif. 
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Pl(l—p?z)(lHe*) de 
As 5 = — Arctg. p.l (1 HON 1250 
| Lr) rn IRE (1230) 
ij 
Par la substitution de p* — q et de pe — y-on obtient encore: 

q (Lr Fre da 1 Ì 
en — Arelg.(V/4). ht ON (1234) 
Mee CRE dE) 10 a 
Ü 
a (lr? ed 1 

NE EE (1235) 

Ged gp 4 q 


3, Passons à la formule Ll, 75: 


R R r R_ df 
ik f («). p(w) de =| p(@) dae — f (r) Í g(e) de — IK pek 3) No oe) de, 


et substituons-y f(@) — Arctg.z, (we) — 


zo F0 Weld 


ip? 
«de Pp ade Dil Pp l zr edz 
l =| nn me Anotg(o)ihhe — jd. — == 
fre Ee pa? eo; lp? z? el of lp? a? Ik É el lp? 
0 a a 0 a 
—l lp! Ie notdn gel pr edel lap? 1 Pp de 
—=Arctg.l L F l == Arctg.p.l l(l—_p?a)f —— 
A | BE Te Tk za |Ha? 
rpl I= 2u? le 1 2 PUNISS Lr? de 
Eels Wee Argpl md L(l—p?a®). Arent ora IE 
2p? 14? 2p? —p* en 14? 
0 


où il est évident que la constante a, qui semble se trouver dans la formule ai 75 d'une manière 
entièrement arbitraire, s’Évanouira d’elle-même, puisque les deux premiers termes du second membre 


1 : ie derd 
donnent — Een Arctg.p.U(1 — p*). Mais comme la dernière intégrale n'est pas connue, ce n'est 
J 


as ainsi qu'on peut trouver la première. 
P 


[226] Pour p — 1 ces formules donnent: 


1 14e? d ne: 2d 

RE dr En EB 
WEE E In Bj Epe dk 

0 


0 


la eombinaison de cette dernière intégrale avee la dernière du N°. 1, fournit encore: 
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4. Pour une autre application de 1, 75 soit f («) = Arcsin Ar (opa n= OR — pralars: 


Pp dx p Pp p 
Aresin abd —= Arcsin. |: all da — Arcsin. C nf: EE da En 
s p Pp p vpe! 


Tei encore la constante a s’élimine déjà; en outre la Méth. 3, N° 3, nous apprend qu’il 
faut distinguer ici entre 5 pair et impair. On trouve ainsì séparément: 


Bead ON Ess 10/2 Ee 
freon B Aldi == mA RE "5 (1256) 
0 

calle NE 1237 
freon a pe En eden BREN oet ora (1231) 
0 


Pourspiekl mon ar 0.525,65 ING 32%: 
5. Enfin pour Yapplication de la formule 1, 65%: 


zAresins) 
F(ose)d. 0 biomassa art F Pi r=OR 
Ù M= En == (27) do, SOIL 0 =P, kl) gg 1 URESD, 
u foe) js IE El (om, | (or) de, soit =p, Moe) POR 
ip ) ede P, le 4E de P p Arcsin, 1 
et par conséquent: Arcsin == == zn — dp —= 
hie | arie ITE Zet pre") jl Lp? 
0 o 
rp Arcsin. p l 7 7E 8 | He: k : 
OAD ze) [227] = ich ) + 5 (Arcsin. p)°. . … … (1240) 
[227] Car la substitution de p? — wt — 4? donne: 

EN de ‚dy Ip ( y yr 
ak == ei zee AFN == 
De Zn) LSP ide ka VOEDEN 

0 0 
1 p | 1 N 
=S Arcty=n  ARGE e 
VA —p") dermee Vp”) 
1 mil 
d'où encore pour p—= 1: Í LE UG rs EES De (1239) 
“o 
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Pour p — l on trouve: 


rt 


"1 É ede 
\ | Arcsin. keten Rea oe € (1241) 
0 


$ 3. MÉrHODE 20. EMPLOI DE FORMULES DB TRANSFORMATION. 


1. Pour lintégrale je Sin. pe. Si (re) — il faut prendre les théorèmes II, 261 et 263 


“0 


Aen 
E 


et y supposer a —= 0, e —r, f(e) — —, de sorte qu'on ne peut jamais avoir p <a; dès-lors: 


ie 5 de 7 s\ Ù n &) dy 7 HEt E , 
epe CU eq == ep 7. : Hi, =S r): == 
| in. pt. d (re) NET | bmi Ui (qr) Jl gn) P> ee 


0 0 


7 fr dy 7” (P dy VL 5 
—= — (EPI — e-P1 py — = UY-P) — IPY) S — — (eP4 — e-Pq) Ei (— 
ze e | e se {e e )} 5 en e-P3) Ei (— gr) + 
0 0 


+ Lln (pq)—eP!Ei.(—pg) Jz = pe (Eil—gr) Kil —pij)} — — ev {Eil —gr) —Ei.(p9)}, 
dg 


Ds r). (EL. 435, N° 3 en 4). 
_ Pour les mêmes suppositions on trouve À l'aide des formules II, 264, 268: 


7 Si ee Ea Pq Í q qy WAE Ei Ei 
jn, 3 ZZA —qy= ief ul == 3 °)e os 
/ os. pr He Dn fe e 5 7 (Li (— qr) ü(gr)}, p > 7) 
0 


0 


„|A 


r dy of” Ei ej 2pdy zE dy 
erger) f eu —— | Leary) SH fe SS (le) S= 
Een Ji y if Ee til py" tif Tl 

0 0 0 —E 
7 


(epa de-P?) Ei (—qr) — „ten Ei (—pq)+HeP1 Ei (pg)} —= = Pt {Ei (— gr) — Ei. (— p9)} + 


EN 


EE zer Wi (— gr) — Ei (py)}, (Op <r). (TL. 435, N°. 9 et 10). Encore pour les cas de 


p==ret de p= 0 les equations II, 266, 267 donnent: 
Hd ade zr r dy 7 r dy 
UNS (ro) == — er TU — edn MY — e—9! —gr) — — 
f cn re NA ri, Í (e-IY — €44) 3 an q [en e+ e-4r) 5 
0 0 rs 
7 . . 
ne A EAN ER (1242) 
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E ed; Ed d 
| Si. Ps ir (@te?) Í ars +7 nt ) 5 = B (qr) « (1243) 
(ij 0 


0 


‚ il faut faire usage des formules II, 259, 


5 de 
2. Quant à lintéeral Cos. pa. Ci. (ra) ——_ 
Q : grale | Û ( ) Fe 


0 


260 pour a—=r, e=, (de sorte qu'ici p ne peut jamais devenir > ce) et pour f (w) = =; 


il vient: 

f coers Ci (rz) ae ed eemf er!) == (era + e-P1) Ei (— qr), PS); = 

Î gte 4 pn = 

(ep H e-P1) | kn U zE | Â {elu—p)a — epa} dy a (rd He-?4) Ei (— qr) — 
4g ed 4 go ag 


r 


AT: — 
ef [e71 {Ei (pq) — Ei (qr) )} — eP1 {Ei(— pq) — Eion} | = De eP1 Ei (— pq) + 
q 


+ nf {Ei (— gr) + Ei (qr) — Ei. (pg)}, fr <p). (IH. 435, ING MS ReI Gs 
q == 
De la première on tire encore pour p = 0: 
ger: da TE 
| Oe (1244) 
q 7 
0 


Lorsqu'on garde les mêmes substitutions, mais que l'on fait usage des théorèmes IT, 270, 273, 
on acquiert: 


0 d ee da 
Sin. pz. Ci (re) en =— Zer — En e— en ze — PD) Ei (— gr), (P <1); = 
g+ 4 d y 


0 r 
2 _— yd An d, 
== Hermen) fe ei) Je (y—PlA + elP— mn? eu Eem Í (le) 
Pat min Pty 
) — 


(EPI — eP1) Ei (— q7) — — 7 le pa {Bi (py) — Éi (qr)} + ep? {Ei (— pq) — Ei —47)}] = 


== en Zep Ei. (— pq) Fen {Bi (— qr) + Ei (qr) — Ei (pg)}, rp). (U. 435, N°. 7 et 5). 


Dans le cas de p—=r on trouve encore par la formule II, 272: 


1, ® d d 
“Sin. ra, Ci. (ro) — med hens Leia) NE etpate PVA— (PII) ad = 
g de? 4 dez y 
0 4 4 
TT 
zt (e-9r— cfr) Ei (—q7). «oren eee eee (1245) 
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ie sda 


3. Pour l'intégrale Í Cos. pa. Si. (ra) — „ il faut employer les théorèmes IL, 280, 284 pour 
qr 


0) 


Ì 
GENOME ie WONG 
T 
vde Kien dy 7 
in Cos. pa. Si. (re) Een wrak Sin. qy — —= on pq. Si (qr), (p > 1); - (1246) 
— D 
0 0 
7 fr Lj ie pred 
ze Sin.pg.f Sin. qy EC {gw ne nst 5 Sin pg. gn WU, - 2 Cos. 2pg. en 
2 y 2 Î 4 y 
Lj pts P-— p—E 


= 5 Sin. pq. Si. (qr) — s[- Cos. pig. {Ci (pu) — Ci(qr)} + Sin. pg. (Si (qr) — Si. PD) = 


To; f 7 ; 
Es 7 Sin.p. Si (pg) — 3 Cos. pg. {Ci. (qr) — Ci (pq)}, P <1). «…---- … (1247) 


En outre pour les cas de p=ret de p=—=0, les formules II, 282, 283 nous donnent: 


ee rda h 
Í Cos. ra. Si. ( — : z Z5 [se De 
q—t 2 y 

KI 


0 
a fC k î diy TE 
— [2 Sin. gr. Sin. qy + Cos. 214] =— — Sin. pg. St (qr), . (1248) 
de y 2 
c 
5 vdo dy, 
U | se — e S= 7 Cos. 0. le wt ile Cos. 0. Cos. q1j — Cos. 0) - en 
Naer y 
0 
ai fie dy 7 du en 
Ze | Cos.gy — + aile Cos. qu — — — —Ci.(qr). .. (1249) 
2 u 2 y 2 


4. Er substituant ces mêmes donn(es dans les théorèmes Il, 277, 279, on obtiendrait les 
intégrales (1222) et (1223) de Méth. 18, N°. 24. De même la supposition a=r, C= ox, 


1 
f (@) — — nous ferait trouver par les Équations Il, 275, 276 les intégrales (1224) et (1225), dont 
ú 


nous pourrons déduire pour p — 0 le cas special: 


je (ra) een BN 5 Leie a) De INE (1250) 


ij 


8 
te | 
05 | 
lan] 


C'est encore par ces mêmes substitutions que les formules II, 286, 259 donnent: 
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et 5 edz TE Lal 92 dy nr wo di ee d 

S Ee Ei Nr Dak at B zij j 4 

Í Sin. pa. Ci. (re) = 5 saps. | Sin. op PE g Sin. pg. ( Sin. qy 5 af Saar} —= 
7 0 0 


Wd 
0 
in pr 12 

5 PI: 17 „(q í” PAT (1251), = 

bid pe dy rn (© dy mn pts d pt: fj 
=—— zCospg. | Cos. ne Cos. {(y—p)q} 2 Cos. pg. Cos.qy SH Cos. 2pq. Sn = 

% JAS Kas NK: Ty 

r P+: pe pe D 


7 Ì 


a p TE 7 En Sr 5 : Ô 
— sg Cos.pg- Cà (or) Ei Cos. pg.Ci.(pq) +5 Sin.pg. Lee), == 5 Cos. pg. {Ci (qr) — Ci. (pa)} + 


es Eee Ì 
+ ge — Si. pof vi DN pee RE ME en (1252) 
tandis que le théorème II, 288 nous fouruit le cas spécial : 


od hk ede mr ee d re 
Sin. ra. Ci (rx) — — — — Sin. rg. | Sin.gy ei (2 Sin. rg. Sin. gy + Cos. 219) di = 
et Vere y 

0 r or 


TAS (ar ; 
—= zing. J= — Si, an) BSZ ve bashen ke (1253) 


12 
TTE VS 


SECTION QUATRIEME, 


MÉTHODES, QUI RAMÈNENT A DES SÉRIES. 


$ 1. MÉrHopE 21. PAR LA DÉFINITION DE L'INTÉGRALE DÉFINIE. 


1. Au N°. 4 de la Première Partie nous avons vu que la définition de lintégrale définie 


est exprimée par la formule: 


0 


b p—l 
[ro dar — Lim. Ò f(a 4 nd),pd —=b—a, Lim. Òò = 0. 
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Lorsque maintenant le terme général sous le signe de sommation est de telle nature que la série, 
qui en résulte, peut aïsément être sommée, alors cette somme sera par conséquent la valeur de 
Vintégrale définie au premier membre; et en effet ce cas a lieu quelquefois. 

2. La formule mentionnée nous donne par exemple: 


lä pl 4 
Í qede — Lim. ò = qetrd — Lim. ò {qe 4 getd + qed E.H getpl)d} — 
o 


a 


5 N ê l— ged 1—göe Ö 
—= Lim. ge (14-00 Hq2d H.H qe) — ge Lim. ò Te jz —0"Lim. Ò == (g2— gt) Lim. Ti 
lg? _— 
Or, pour Lim. Òò == 0, cette limite devient De indéterminée, mais par les règles ordinaires: 
Ò 1 1 b b__ qe 
Lim. — Lim. ——, ef done: f gede = EN te (1254) 
led —Pg U ly 
= a 
e 1x Pl Sin. qnò pl Sin. qnò », Sin. gnd — qì 
d. | Sin. ge — him. ze Je == [iam > zeer, — Lim. S — ke —= Lam zeef 3 
T 0 nò 0 ” 5 OR 2 
0 
Me Ue — Ee [228]. (T. 194, N°. 5). 
b p—l le 
4 f'taevoat oden HEUL jin SEU Or } 
0 


0 
Mais comme d'un côté une somme de logarithmes est le logarithme du produit des fonctions 
respectives, et que d’autre part le théorème de cores nous apprend Ee 

Ee 


(L—2g Hg?) | 1—2gCos Eehat Úingoon tg |gen — ng? |= 
p \ p 149 


nous pouvons profiter de cette Équation pourvu que dans lintégrale Dn b soit zr. Dès-lors on 


(qr —1), 


7 I= TE 
trouve: fran Oos eh) de — Lim. (ee) — Lim. Zi + Lim. l (qr —1P. 
0 


Passons maintenant à la limite zéro de Ò, de sorte que la limite correspondante de p devient infinie. 


nl 
En premier lieu on a Lim. —l- 1 


—= 0; mais en second lieu il faut distinguer les cas d 
Dn s s Ì stinguer les cas de q 


[225] Déjà déduite Méth. 6, N°. 5 et Méth. 17, N?. 3; voyez encore Méth. 34, N°. 2. On aurait 
pu agir ainsì suivant Méth. 18: 


Sin. pe Sin.pedr feVdy= f dy | eV Sin.pydy= | dy d. Arctg. & 
francien [are froraref foosamtr= [irri [ten 


0 
done — 7 ze == 0, ou = en suivant que p soit >, ==, ou Z 0. (T. 194, N° 5 à 1), — LEGENDRE 
la déduit encore comme la somme des intégrales T, 204, N°. 3 et T. 212, N°. 4 
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ad 
plus petit ou plus grand que lunité; lorsque g est < 1, on a Lim. L(q2P — IP —= l(—1)° = 
j 5 kri 


—=l1 0, et au contraire lorsque g est plus grand que l'unité, Lim. U(gP NP — Lim. U (q?P)P + 
TE 
+ Lim. U(L—q?P)p — Lim. L(q)27 HU(I) == l(q)2T — Url. Par conséquent il est: 


TE 
Í L(L— 2q Cos. + q°) de — 0, (q° <1), = 2rlg,(q° >1). [229]. (T. 353, N°. 17 et 18). 
0 
On a écrit pour les conditions q? <1 et g* >> 1, parce que dans Ja discussion précédente uu q 
négatif ne changerait en rien le raisonnement. 


g+t1 HDE! sell n : 
5. On a encore: / UT (z)de — Lim.ò 2 UT (q + 2d) — lim. 2 UT ({q +-|. Mais dans 
0 Pp o 
q 
la théorie des fonctions Bulériennes Gamma il est un théorème connu: 
Ì 2 p—l | T (pg) 
r r SE | q S= j-.E |= 

v ’ p ) +5) ü ri pii (2m)l=P 
Prenons les logarithmes des deux membres de cette équation : alors le logarithme du produit dans le pre- 
mier membre devient exactement égal à la somme des logarithmes dans notre équation primitive; par 


‚ [230]. 
p ) 


/ 


gtl 1 iE el Upq —Ì —l 
suite: f UT (e)de — Lim. Spe lenes =— Lim. UT (pg) — Lim. dk bert Ip + Lind: 12. 
p pri (2m)i(l—P) Pp 2p 2p 
pi eel s-Zaiel pEl 
Maintenant supposons pg —a, alors: | UE (@) da — Lim. LT (a) — Lim. 5 ip + lim. —— 2. 
«p =p 
k L Pp / ji 
p 
Pour la limite O de ò on a Lim. p — », done: 


Ì 1 1 
f tr ae == OUT (a) — 0 lg HU 77 =z2z. LS (DEB NS 2). 
"0 F à 


$ 2. MÁÉTHODE 22. DÉVELOPPEMENT DE LA FONCTION À INTÉGRER OU D'UN 
FACTEUR DE CETTE FONCTION. 


1. Cette méthode repose sur une idée, qui se présente de-près, celle de développer une fraction 
sous le signe d'intégration dans une série, afin que nous puissions intégrer ensuite chaque terme 


[229] Sur une autre déduction voyez Méth. 4, N°. 4. 
[230] Voyez Senrömrucu, Analytische Studien, 1, Cap. 2, S. 83°, 


[231] Déduite Méth. 4, N°. 15. 
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séparément: de telle sorte on acquiert une nouvelle série comme la valeur de lintégrale définie 
primitive; et c'est cette série qu'il faut sommer, lorsqu’on veut trouver une expression finie pour cette 
intégrale. Tsorsque au contraire il n'est pas possible de déterminer la somme de cette série infinie, — 
car, lorsquelle serait finie, on peut la considérer comme une fonction entièrement déterminée, — 
il en résulte une relation entre une intégrale définie d'une part et une série de l'autre: et ces 
relations sont souvent d'un grand interêt tant dans la théorie des intégrales définies, que dans celle 
des séries. — Mais ici il ne faut pas perdre de vue, qu'en général la série, qui résulte du dévelop- 
pement de la fonction à intégrer, doit être convergente entre les limites de l'intégration, puisque 
suivant N° 4 de la Première Partie, argument regoit toutes les valeurs possibles entre ces limites ; 
et que par conséquent cette série doit continuer de valoir pour toutes ces valeurs. Mais d'un autre 
côté ce ne sont pas ces séries elles-mÔmes, qui se présentent dans le résultat ; on les intègre première- 
ment par rapport À la variable e entre des limites données, et il suffit, mais aussi il est absolument 
nécessaire, que la série intégrée soit convergente. Un exemple nous montrera qu’il est possible qu'une 


: 3 . é 5 oo ban 
série non-convergente le devienne après l'intégration. Les expressions 2 Cos.nr et 2 Sin. ne ne 
1 1 


convergent pas; puisque pour un z égal à une partie aliquote de zr, soit en il vient un terme 


. IN 7 . . . er 
qui se répètera pour la valeur (= nt il de &: ou, en d'autres mots, les termes, dont les indiees dif- 
a 


fêrent de Za, seront Égaux: c'est-à-dire, ces séries sont périodigues et il n'est pas possible d'en assigner 
une somme. Mais quand on les intègre par rapport à w, sans avoir gn à des limites, on obtient : 


Ee E Sin. nz Cos. nr 
der ES Cos.nr —= E | Cos.nrde —= - == dre Sin.nu —= X sin. nede == — DS ke î 
1 1 n 1 Nene 
et les deux résultats sont des séries A nd 232]. 
ge ar de Bf zede ® opde 1 
2. Ona: == N — = dd E We 
14-2xlos.h tr? (Lmj- drin. 1D, (L4-a)* 
0 0 b 0 l— (2Sin. 14)? 
Te 2) 
widkde eK Ed ® getande 
= D 2Sin; } An — S(L Sin. tr | Ce dével s 
(to en ( EA) : (2 Sin. 5 À) (Lt gene” e développement est 
0 
A hd dz ; 7 ; , 
permis iei, puisque ra) est toujours moindre que lunité, et que (Sin. } À)* reste toujours plus 


petit que lunité. Au moyen de lintégrale de Méth. 3, N°. 2 et ensuite par (C. P. 85) on trouve: 


[232] Cette méthode est souvent usitée par LEGENDRE dans ses Exercices de Calcul Intégral et par 
Porsson dans son Mémoire sur les intégrales définies et sur la sommation des suites dans le Journal de 
École Polytechnique, Cah. 16, p. 215— 246; Cah. 17, p. 612—631l; Cah. 18, p. 295—8341 ; Cah. 19, 
p. 404—509; Cah. 20, p. 222—248. — Voyez encore CLAUSEN, Journal von Crelle, Bd. 7, S. 309. — 
BoxcoMPAGNI, Journal von Crelle, Bd. 25, S, 74. — DreNeer, Journal von Crelle, Bd. 465, S. 119. — 
ArnNptr, Grunert’s Archiv, Th. 6, S, 434. 
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Ea DES es : 22 292 DEAD 
= kh de == 2 2 Sin. ! LV) ps ene ppl?) p*2°)….(p* —n°) Te 
142 Cos.Â Ho? 0 — Sin pr - 12n+1/1 
0 
mz Sin. Sin. p À 


ei RTD Ja (1225, ING-sa: 

— Sin. pr Sin.À Er EEN dj ) 

La condition pour A résulte de la série, celle pour p de lintégrale employée; mais cette dernière 

était proprement p <1: puisque pourtant pour un p négatif le raisonnement précédent ne changerait 
oP de z_ Sin.pÂ 


‚ et le résultat it: = 26 NE. i 
pas, et que le résultat serai | Ee U Ee Sind’ (T N02) eilNesb 


5 


évident que la condition p? <1 est légitime. [233]. 


mofelade: en | a VE (T. 152, N°. 11 
3. 2 == — Entvadr == 5 ae 2, N°. , 
2 [Es far En o (2n1)? 


) 


Ì N 5 ä ULja da l 0 oo 
d'après Méth. 33, N°. 7. Encore: | —_—_—_—=— f (jede Eet l—l f er (let de = 
14e? 0 0 
0 o “o 


2] 1e/1 Ir 
=> — Ie (— 1)? Ennn (— 1e Lel Sr (ns 158, N°, He [234], 
0 (An + Iet! o (2n 4 Net! / 
L da Ida cx” olet cal Jl > Ì 
Í TE =— ren —2- Í gelde L 160EN Ea 
ij Nij J sd 187 In n 1 
0 1) 0 
Ì dr fl la oonlbf! »(— 1” 
|ra+o5 ade | Ee sil Ae EEn ‚ (T. 160, N°. 1), [235], 
N Kd WD 1 2 Ot 
0 "0 0 
(233) Pour z —L on trouve: 
d 
had pdr pl Sj À 
En sn == dd med ‚(p? <1,M Zar?), (T. 25, N°. 13), d'où pour == — pe 
q* + 2qz Cos. h + «* —_ Sin.pr. Sin.’ 
0 
el apde myP— Sin. {p (a — «)} 
eee Pl 2)... (1255 
Í q? — 2qa Cosun Ja? Sin. pr. Sin. u hk <53) ( ) 


À 


D la” substituti de ge ret Nn 
2 'où par la substitution # — e4: ne Et NE FES 
34] ou p: erde? o (2n js Bant 
0 
(235) On a déjà obtenu ces intégrales Méth. 4, N°. 10, où ape la valeur en est donnée sous 
une forme finie. Pour 1—e —y, la première donne encore T, 152, N°. Ì 
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0 


1 1 c 
Í (Lal (1 Hgabjear-lde = Í (1 — o)elapl de (:) grain — 
el 
0 


0 


0 q p J nb)! 


jee A — aat! Cos. {(a 4 1)À} Hat? Cos. ad ì 


c 1 c Ja—ll 
=[’ | rf (let göntpl de E ) Á nde Je N° 27), (voir Méth.r4, NE 6); 
0 


a 
de —= de E #7 Cos. == 
1 — 2x Cos. h Hz? À ders zel 


0 0 


a 1 a C À 
== 0. Ee de 5 (OER 7E N peneli5) 5 


0 onl’ 
0 
ee rada DO rade e, Sin. 2 À 
vtade v in. Un 
— en 3 ene Sin. Un nl — Pe zadt — 
er — 3 Cos. Zn À Het Sin. Un À ï En ES Ur Ù 
0 0 0 
zSin: nad 12e 12/1 e, Sin. In nÂ en 
== NEET EN OL G Po J 

7 Sin. grad n?atl Sin. 2n j) j naat ” \ ) 


suivant Méth. 3, N°. 7; 


5 oa — le « ij) 
fs e PE dz al e-PT fa Ee ark (in rue | Sin. ((2a +1 —2UW)a} — 
0 


0 
a Zat 1 ae 
el Lj 2 (—1) ( + \ | e-Pt Sin. {(2a + 1 — 2n)x} de = 
22a © 1 
0 
— le « Za d-1 Zat 1l—2 
En 5 ee EI Je Je Se in (1257) 
n /(@at1l —2n) tp? 
eg De (— ie a 2a)\ 
| Sin.2a v‚ePt dz =| er da ei z (— 1)” fj Cos. (la — Un) a} — 
0 0 
(lea „f2a ee ee (lr „2e p 
EE zE ie | ee 7 Ia anr „- [236]. (1258) 
0 
atie Jrn—ì/1 
eerden (er SE ‚ (W.-8, N°. 11); 
l— ar ì (pt Deur? 
0 
UI — gr FE (#)T (q — @ rr1 
MST! gr—\ de —= ee Ln (en 5 N°, 10); 
1 —pe (9) Bs 


0 


[236] Voyez d'autres expressions pour ces mêmes intégrales Méth. 3, N°. 9. 
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(IL — gjs—r—l Ea) ls oo pril rn/l 
le Dg) Eke ROE 0 RENE 
(Lg)? r (s) o Lel sn) 


ï I=pte? (Ir Ie? 
Te PED gan, (1. 12, N°. 14); 
pel, o (2nl2)2 


SA ) DE 

NEA VA 

1— 2 Cos. AH z° 1 1 u 
re 

4 v 

ES Sin.) — aal Sin.ah at Sin, ((a— 1d} de 


ik Cos. As 1 xl Cos. addart Cos. {(a—l) hj da 
0 


al 5 
SE Sin ale (Edas, NE Sj 
Nn 


1 — 2 los.h A a° 1 
5 vCos.h H- @ DAD 1 
a 
d'après Méth. 28, N°. 4 
1 Sin. ,—g" Sin. 1) arl gatl Sin. aÂ 
in. Ag" zt Sin. {(at1) jad z in.a Ae EE F(n) qr Sinnd, 
1—2gz Cos. Ad-q* «° 1 F(ptatkl) 
0 
1 Oosh—qe —q*a"0os. [(aF UA} H-qt+laatl Cos.ad, 
Gorgelen (GE Amapder PDE ef Caen, 
1—2ga Cos. Aq? 2° Pípdntl) 
0 
1 Sin.) za Sin. (at 1} Hat! Sinal 7 a Sin.nd ! ler ä 1 … Sin.nd 
rl 5 A 5 
Ö 12 Cos. Art É 1 nl | 1 2wloshda* Sind 1 n{n+1) 
0 0 
(B AeNS 11,18, 16,22); 
© Cos. —et ze Cos. Zn nÂ 
aal dp —= IFS ee 1259 
Í er — 2 Cos. nd, He”? 5 ik Ee 5 naat? ( ) 
0 
ge hj Ll als 2 Le 
A 
Vire En n 2p(la H1l—?2n) /r 
0 0 
les 
len 7). (T. 224, N°. 14, 15). 
22a 0 ” 2p (ta 1 — 2n) 
(231) Pour # — y* on a encore: . 
» 1 &f2at1\ 7 
in2atl (px?) de = — ijt Er 1260 
Í Sin2atl (px?) da me À (—Ì) Mir 1 —?2n)’ ( ) 
"0 
2 1 £ /2atl mr 
2a +l „2 Ls Da, ns dn Te LE 1261 
| Jk ler gatl 0 n | 2p (Zal — 2) Ge 
0 R 
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5. Jusques à présent on se trouvait réduit en général à des séries soit finies, soit infinies, 
mais il n'en est pas toujours ainsi. Par exemple, il est au moyen de C. P. 98: 


f Sin. qr ede Nt Ke ede Ep en lez En | « Sin. nge des Ls 
(Dt 


1—2pCos.ge A p* r° da? pred? Pe 

ae en ngr É 5, == dk Den ns = T.221.N°. 9 1 EE 
== nde (Ed EL ï „221, NE. 9), où p? : > 

Bad ap Ë 2p 1— pe mT 3 OE ) où p? <1; condi 


tion de la convergence de la série a pour la réduction on a fait usage de Méth. 18.N°. 8. [238]. 


5 Cos.ta.Cosvande «1 (7 lx ERG 
Ensuite par C. P. 95 et 94: POT ee etl € Cos. ne = 
1—2p Cos.2etp* 2} 1—2plosedp? 24 0 \n 
0 0 
/ 8) „dr zp? 7 a 
Bel 3 7 Cos. na da nl BNR CA SE | aen 
gal 0 \n Rane oe vd p? gatl o\z/ lp? _ 2etl(l—p?) 0 \z/ 
7 14-p\e 30 sto. Sinar. Sin. 2de 1 7 Sin.ade ma 
== |, ene == LS SUN. NE — 
2(l—p*) \ 2 Rie 2p Cos. 2: Hp? 2 | 1—2p Cos. zp? 2e \n 
0 


_M 


Er 1 &(a\ f7 Sin. na. Sin.vde En 1 3 a ene aa see Ltp\e (1\e 
gatl n 1—2plosadp?  2etl j\u/2 Zak? 7 „) ap | 2 OG 
0 


(T. 69, N°. 5, 6), où la réduction a eu lieu suivant Méth. 5, N°. 6. — Les mêmes développe- 


RAe nd Je Sin. pz ede 
ments fournissent encore: == - == 
1—2r Cos. pu Hr? eh 4 2q*w? Cos. UA + q* 


0 


zt ede » 5 a z Sin.np ede 
== Epl Sin. npe — XD rn == 
Í 2 + 2g? rz? Cos. Uh Hq* 1 ä hek 1 i zi 2g* w° Cos. Uh +g' 
—= mr rd npgq Cos.) Cosec. Qh. Sin. (npqg Sin. À) EA (re-paCosdn Sin. (n.pq Sin. A) — 


” re=P1Cos.) Sin. (pq Sin. d) 
__2g*rSin.2À 1 — 2 re Patos Oos. (pg Sin. N) J 7? e-?p9Cosh * 


(rt 1); (L 222, NE. vleet :3)5 


[238] Comme on trouve encore Méth, 23, N°, 8. Done on a aussi: 
sk Singa ede zot 5 
Aaen == (ren 2 OSMIN Eer: 
Lt 2p Cos. qa Hp? r* Het Zer Hp 
0 


Prenez-en la somme et ecrivez p au lieu p?, il vient: 


ĳ Sin. ge © de 7E 97 


1 4 2pCos 2e pret 2(lHp) Ar 
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à aide de Méth. 25, N°. 5. Bt de la même manière: 
pe Cos. pa da 1 ki de 
1— 2 Cos.pe Hr? wt H2g @? Cos. Hq*  r(l men et + 2q° #? Cos. U +q* & 


0 
[1-1 +1 ErnCosnpal= ze zen be be Cos.)Cosec.2Â.Sin.(À+-npqSin.I)= 
“0 Ag r(l—r?jCos.h  r(l—r?) 0 29° 
1 1 Ltr? 1 — re-P1Cos.) Cos. (pq Sin. À) 
ad 4q* (1 — 12) U Cos.h | Cos.l 1 — 2 re-P1Cos) Cos. (pq Sin. 4) Jr? e-2pa Cos. a 


ltr? re-=P1Cos.à Sin. (pq Sin. }) 


5 Sink 1 — 2 re-paCosd Cos: (pg Sind) Jr? e-?pa Cos- ln 


Cosec.2à Cos. (pq Sin. 4). Sin, dr (eraCos-)— PI Oos.h) _L (1 Jr?) Sin. (pq Sin. 1— À) 


— ar Pab a ‚(1262 
2q% (Lr?) ep1Cos.) — Zr Cos. (pq Sin. d) + r* e-P2 Cos.) \ ) 
B 1 de 
| 1 — 2r Cos. pe Hr? @* + 2g* z° Cos.UL Hg? 
0 . 
Cosec.Uh _epgCosh pr? e-palos) 4 2 Sin. (pq Sin. —À 
+ 2 Sin. (pq ) - (1263) 


zi 2g* (Lr?) eraCes.h— Ur Cos. (pq Sin. à) Hr? e-PaCos.h ° 
D'après C. P. 109, on a: 


jar Jar 1 Jar it 
jets wd en 2. Cos. zn) ng AE zE Gr [239]. (1264) 
n n 5 
: st 

ne (1/2 p B(e) edu 

re 2 1)a?n [240], trouve: f — en == 
185 dl rt jan [240], on trouve hee 

0 


a (P ada mn fP adr of 17/2\2 na fP adr 
=-— de En 2 (2n F1) == 
a) Vote) Ef Vote) \r 2 pre 
0 0 0 


no fìnl2\2 Pp aantl da De \2 2n/2 
ee net onl (dq 
Soma) Cet rna tE rn) de MN) 
0 
mo 17/2 pn » 1"? jl 
spe pn Sg pe 
2 222 2 oz 2 2 (lp?) 
[239] Pour a Ll on retrouve les intégrales de Méth. 4, N°. 3. 
a ne (lr? xn 
[240] Car Veruursrt, Praité de Fonctions Elliptiques, p. 131 trouve ; É () en Gel me” 


ee qui résulte aussi du développement énoneé dans le texte. 


Zn 5 
(241) Pour # =p Sin.y on sonen: nn in. ydy = EV (Lp) (T. 375, N° 3). 
0 
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<1. Au moyen de C. P. 109, on a pour p° GS Is 


27 


ba N 27 sp” op” 
| UL — 2p Cos. + p*)atde = — | atdr2 EE Cos.nr —= ZE | Cos. ne. atd —= 
7% Me) 
0 0 
nm=a—l gul —l ge mal id n 
Rn OE (brem Oos. Ge =2Y E amll(2bm)e-m Cos. De 5 — 
2 / 4 


DL eg iu : m0 Tnt?’ 


d'après. lintégrale de Méth. 3, N°. S. Substituons encore une autre intégrale définie de Méth. 3, 
1 1 5 27 
N°. 7: EC | yrlerydy et nous aurons: U(L — 2p Cos. H-p°)atde —= 
PT AAG pd jy 


ij 0 


mal guf—l 


} 1 „0 { 
(bmm Cos. (25 :) | jaa dà (pe4), (oe puisque p? <1, 


EN) Ant, \ 


\ 
0 
mijl mal }mtl/=1 L ze 
et qm — ed == 2 ee  (2b7r)a—m Gos. Kr Meet E 
ad1 m==0 (a1) pret he d Tel —p 
ü 
2, Da nn f° yr 
Een (2bmr)ent1 Cos. —. eee ‚où nous avons pris 7” pour ml. Mais on a: 
Es Jin Lel! 2 el — p 


0 


a En == 


nT ES 5 e 
2y"Cos. 5 =p {Or Hij} (yi (yi), et d'après C.P.61 : Z- T/ 2 (lH-2etl 20 zal, 


Jel 


ad dy yi a yi ale, yi al —yi\ a+! 
2br)erl Em |K End —_l—| ll _— —_l—| —= 
LE he | ep Fop) Eel En \ br ( | Ì 
0 


ad 
—= a f En [(2b + yet H (Qb — yijerl — 2 (2bar)etl — (yijtl — (— gij] ‚ for- 
0 


El/nd en ok a (ad Ill \ 
done: f LU —2pC nde 2 F 
wafers Beer SEN 

0 0 


mule dont on a eu besoin au N°. 47 de la Partie Deuxième. 
S. Il y a avantage quelquefois Àà employer les développemeuts de fonctions complexes, et c'est 
de 
1— pOos.a —q Sin. 


27 
ce que nous voulons démontrer par quelques exemples. Etudions Yintégrale i 

0 
que p et q y soient tous les deux imaginaires de la forme p —=g HM, q—=k li, et voyons 
en premier lieu sil y a des cas de discontinuité6, Lie dénominateur devient par la substitution des 


Rogers déduit encore cette même intégrale de la quadrature de VEllipse sphérique par Méth. 44; voyez 
Journal de Liouville, T. 10, p. 453. 
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Hit. M°°, 22. N°.8. THEORIE, PROPRIÈTÉS, FORMULES DE TRANSFORMATION, 


valeurs de p et de q, (L— g Cos. — k Sin. w) — i(h Cos. + Sina); pour lannuler il faut 


; l il 
dabord que nous prenions À Bas a Sint ONU COSE r OLE ek 


VERE EEP) 
substituons ces valeurs ide Yautre terme 1 — gCos.r —k Sine, qui doit s'évanouir de mêine, 
il vient /W* HU) —=gl— hk. Done voiei la condition du cas, quand la fonction Àà intégrer 
deviendra discontinue; par conséquent il faut considérer séparément les deux cas où gl — Ak est plus 
grand ou plus petit que /(h* +l*). Maintenant afin de diviser le dénominateur en deux 
facteurs, substituons (d'après C. P. 34, 36) les valeurs imaginaires de Sin.e et Cos. «, il vient: 
Lp Oos. ag Sine lt (gHlHlikijeri — }(g— LHhifkije Fe (1 — acti) (1 — bezi), 
Ir pd, pkg 

2 } GT 


\ 


dénominateur se décompose en deux facteurs: reste à présent à trouver les-fractions partielles 


d'où e= ii (lpg), (oeser = ; de sorte que le 


A B G LS (Sate àl 
nd En ésulte Yéquation ee (A HB CH |— 
ed C A ee je el l TE r)5 
== B (a + B +4 sel (p Cos. + q Sin. z Ne [a — B) (g Cos. en a}. Le dernier de 
ces trois termes, étant imaginaire, doit être zéro: done A= B; le second, «comme il dépend 

4C 
de z, doit s'évanouir aussi: done A + B EE — 0; le premier enfin doit étre égal à 1; 
7 
1 nine a La _résoluti 
s 2 irl À EE „a réso 
done puisque p° + 9 2 \ SE asen ution 
hel . 1 1 Si r A 
de ce système d’équations fournit A — B = C=— En et par conséquent enfin: 
5 2r 
1 Ì 1 1 
nr — + REEN — If. Avant de passer au déve- 
— p Cos. — q Sin. x AR Ed je 
Lr ltr 


Joppement de ces fractions en série, il faut s’assurer si le module de a et de b est plus petit 
que Tunité, condition nécessaire pour la validité de ce développement. Mais comme on a l 4 
dans le dénominateur de a et de b et que r dépend des quantités imaginaires p et g, il faut 
prendre # == s— ti, ce qui donne 25? —a Hie? +491), Ut = at (et 44°), où Yon 
a supposé a—s? —b? =l—g HA HIE, B=st—=gh kl; d'où s° Ht? =p (et HAP). 
ed: 2e dh? kt 4 2gl— Uik (Mod. U)? DN hell her le Lr 
a) hal (LH5)? Ht? 3 
Pour (gl — hk)? S (2 HU?) on a (gh + kl)? 2 AE HUD (GP Ft ==), HS 
+ 2448*) 
—= at HAP? 2 (92 H kt Ht Ht 1)? ,5? EED > 
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forte raison; par conséquent {(L 43)? 4} Z {gt 4 ht Fk? 42 2 (0 
(Mod. a)? SI ‚selon que (gl— hk)? S (A? HU). Mais encore (s* Ht*)" = ar F4p == 
—= (gr hAl? Ag) HAR) (gt HA HH? — A(gl—hk)°} 
{gt Hg dl kh (Gt — gl HUE HE HAR Ht 1}. 

De ces deux derniers facteurs le premier ou le second est le plus grand, selon que gl — hk 
est >> ou Z 0. Dans le premier cas on a à plus forte raison (s* t°)? > Us cr nd Ze 
d'où 1 Ast Ht Dg? HUE HA? Ht —2gl 4 2hk), done (Mod. 6)? <1; dans le second cas 
on a au contraire à plus forte raison (s® + t°)? > {(g + U)? 4 (lk —k)? —1}*, d'où 
1e? Hoge HHA HR HRlog? HU HP Ak 2gl H2hk, done encore (Mod. b)* ie Jr 


5} et done 


\ a ek: 1 \ 
Maintenant on a: = Er nn ME 
l —p Cos. —q Sin. w raed “1 bezi J 


1 î 
== ne {1 Jae Ha? eri bet -H b2 ei de }- (gl — hk)? Ze Zille Ll), == 


TA TSE |: 1 
ET Ln =H be Dt ei sh „(gl —hh)* > (h° + Ls 
7 Ì a z | 


a 


et ìl faut intégrer cette série par rapport Àà z entre les limites 0 et 27: or, Méth. 1, N° 9 


27 
on a trouvé | eiti de — 0 pour chaque q entier, done enfin: 


0 
In QV 


27 dz 
Í (gli) Oos. (kHlijSine vr Ten mn 5 
0 
= 0, (gl — hk)? > (h? 412). (T- 90, N° 11, 10). 


Par les intégrales de Méth. 9, N”. 20 la discussion préeédente donne encore: 


27 Cos. ede ii L er L—hk hest? 1265 
| 1 (9 + hi) Cos. e — (hk + li) Sine Re de 
0 


(ltr) 
Tr 1\ — 2m 
zi (5) EE (ol HT (ht 12), (A 90, N° 12); 
r a) p—gqi 
27 Cos. er de 7E mn (p—gi)t + (pHgi)° 
Ee 2 lt U) == == Ans 
| L--(gH-hi) Cosa (kHlij Sin.  r nn r (lk Ae nà 


ie ) me), (olm > (ht +1), (T. 90, N°. 17,16); 


ra (LH r)e 


Zn ke Sin. rde En uid b skee Ll)? (ht Al? 126 
iN 1 (g Ai) Cosa (k +HlijSin.e  r SEA oale je En k pon 
0 
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PM een 
ike ( LI een 2 > (h* Fl°), (T-90, N13); 

at ___Sin.crde mi zi (ptgije —(p— —gijt 
Í En re ne U Hr)? (GERE SEE 


0 


En, Een 2 2 p] u p] x= 5 
rn role? > (A EJ, (TL 90, N° 15 Hi); 


où partout g hip, k4li=gr= (lp? —g°). 
9. Puisque (Ll —2p Cos.e + p°) — (1 — pet!) (1 — per *i), on a pour p< 1: 


— mi / 2 u Dal NN (Lr ne 


Vs 5 a a maza a\ 
| (1 — 2p Cos. a + p°ytde — Í dr ZE (—1l)t epe TE (lr | eme pm — 
0 n m=0 mm, 
n 0 


ei Ne 
= de Z ZS (— lm e(n—-m)zi pmtn, 
J m0 0 m n 
0 


Or, Méth. 1, N°. 9, chaque intégrale Í eetida est zéro pour c entier, done tous les termes 


0 
s'évanouissent, excepté ceux où n— m— 0, c'est-à-dire où 2 — in; done: 


En AE a a\2 0 2 7 oo ja 2 
| (L— 2p Cos. a + p*)ede if de ZE (—1)2» | | Ll z/, joen Í Gj Je 
0 n 0 0 \n 
0 


0 


(. 19, N°. 7). [242]. 
Encore a-t-on: 


a } ma 
‚ (L—2p Cos. utp )e Cos. el zE (— Del eneipn el) enzi pm Cos. bz — 
0 n/ m==0 4, 


FZ ma ad a À p 5 
dr = ZE (_— lun e@n=n)zi Cos, ba. prei”, Or, Méth. 9, N°. 20 nous apprend que 
m=0 0 m n 
Yintégrale n'a une valeur différente de zéro que dans le cas où m—n — b; de sorte que les 
7 
termes, où mm — b + n, paraissent seuls dans le résultat; done: f_ (l—2p Cos.eHp°)? Cos. be da — 


0 


1E rtl à brb aleen be PN ved in 
=| ei ) () RA eet Cos. waden ge ‚J = 
0 


„ 


(242) Par Péquation (XI) de Méth. 17, N°. 21 elle donne: 


ä l 7 a 2 
NE HS EE ram ser 2 pr. (L. 85, N°. 12). 
Af 2pOone Hp?) LO (Lp?petl G \n 


Page De ii 
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ijl a — byr/—l 
= n(—p jet een pr, (D. 79, N°. 5), après quelques réductions de facultés 
UAE 


analytiques [245]. 


ideen 2m Cos, ar —p Cos. iCse De} Rn 27 Sin. ar — p Sin. {(a + 1) a} pes 
1 — 2p Oos. on + p* 1— 2p Cos. + p? 


0 
r2 


2m pari pg (alef Ur g—arid. 27 ' En f ei 27 ‚ 
= nn dt —= ed —= eid ES (pet = Ep" eln—aizi de; 
(l—per) (l—per) l— pet: 0 0 


0 0 


or, cette intégrale est toujours nulle sauf pour »— a, donc la valeur est: 


2R g—ari dl oor: 2 8 
| nn Sr | onazide =Uapt.. eee (1267) 


1 — pet? 0 
0 0 


La séparation des parties réelles et des parties imaginaires fournit: 


ee eg epen opel, raal dae 
1—2p Cos. tp? 1—2p Cos. p* é É E 


Kij da == 


27 Cos.ar—p Cos. {(a 41e} LE 27Sin, ar— pSin. {(aH1)a} 
1—2p Cos. zt p* l—2p Cos.atp? 


De la même manière on | 


2rgari ede oo 27% NE 
—= | ar pr fp eh-@)rtrde. Or, cette dernière intégrale est — ‚ d'après Méth. 
TRC o 


2 
12, N°. 2; mais pour le cas de n=a elle devient | vac ten =—= Ur? ; done: 


0 


[243] A Paide de la formule (X) de Méth. 17, N°. 21 on en déduit encore: 
[ Cos. bz da: (a H- 1U/! 1 aby—1 Z () (a — b)y—l, 


2 Nen ni hl) nn TET ien 
(1 4 2p Cos. + pet ab, (L—p?)2er 1 ny, (641) 


Ce 5) (a 5! 


0 


pen, (T. 85, N° 20). 


lt (l—p?Perl o\n/ (BH 1) 
e‚ 
5 
Cette intégrale et celle du texte deviennent pour a —b: Í (L—2p Cos. dp? )t Cos, ar dee = nr (— p)*, 
f 
pel AD 7 Cos. ar de ad let — p)® 
B EE CP ir Be, NA oe 
(LH 2p Cos. Hp?) Jar (L—p?)2erl 
0 
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meat pd a ar RENE E gE heler d gl p" 8 5 pr 
ad’) pe, ph Ur: pt d-Uri DS _— Ar == 
l—pe” on—a 4 Zee el Aa p= AEO oan Eeen 
1 n ie Ô } 
== Ar? pt H Ari pipi s SE efen Erk 2ail(1—p)},(C. P. 66); . (1263) 
je) 


AE ep Cos.{(at- Ia} 


et en séparant les parties reélles et les parties imaginaires : TE nt n° pt, 
27 Sin. az — p Sin. ((a + 1) x} ( I ie 

WE ee ee le Sel 2 

En ) | 1 — 2p Cos. + p* in Sá | IE 1 ap”| Asen 


0 

11. Quand dans Yapplication de cette méthode il y a quelque doute sur la convergence des 
séries, il faudra admettre dans le calcul le reste de la série, pour s'assurer à la fin du calcul si 
Pon peut omettre le terme correspondant ; car sil sévanouit pour un terme situé à Tinfimi, le 
résultat est valide sans ce reste: lorsque au contraire le terme en question ne s'annule pas, il faut 
garder la correction, qui en général rendra la valeur sinon infinie, du moins BE 


P gel de Lp Ade dein DO pl de Lgpì de y=P y-Pdy. 
On a par exemple: == == 
1e lx la JE —y 
1 0 


0 
la division de la fonction à intégrer Rn nécessaire, puisqu'elle est discontinue pour ie valeur 
1 de z: maïs comme chaque intégrale partielle est finie, il était permis de les traiter séparément 


1 
et de substituer y — — dans la dernière. Lorsqu'on prend (C. P. 62) le développement de e 
P —r 


il faut observer qu’il ne vaut plus pour zl: il faut done admettre le reste et employer l'équa- 


1 n antl 
tion identiquement vraie Eh A S. Ainsi Yon a: 


arl da rel) 1 nel 
== Hen dre + Wi: aP) da 5 zn =DE (otte — etP) de + 
TE Lef Dae 
0 


Den 1 Ì Lope eek 
+/ Ende es neee Í men ent eg Ht An 


la p npt Pup den lr 
o 


a séparé le premier terme de la série; terme, qui‚répond à la première 5 intégrales partielles: et 
cela seulement par raison de‘ symétrie: dans la sommation le terme ee démontre qu'il faut 
prendre p <1 pour n’avoir aucun terme infini. Maintenant pour ln le reste dans le cas 
de » infini, il est évident que cette intégrale de correction est plus grande qu'une autre à déno- 
} Rt f )amt1d 1 Us — 2p N 
mimmateur oP — LTP)E UE TEN En AR ren Ief „‚ hutte pour » 
é npt np (nj pt? p 
0 
infini. D'un autre côté‚ comme pour # Zl on ae? Ze?, la fonction à intégrer est négative, done 
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suivant la Partie Première N°. 13, la valeur de J'intégrale lest aussi. On ne peut satisfaire à ces deux 
conditions, qu'en prenant lintégrale et par suite la correction zéro, et on a enfin en passant à Ja limite 


OzPide 1 EA 1 1 Nee ee 2p 
toren MEE En En 5 =d „ == 7nCot.pr, (p<l), 
Ir Pp ln en a en A EE af er 


0 
(T. 18, N° 3), suivant C. P. 69 [244]. Le commencement du raisonnement nous donne encore: 


lgpl — pP 


dr n Cot. pr. AL. 5, N°. 6). [245]. 


le 
0 
ne fwd 8 Pyte dy dy, 
12. Dans Vintégrale analogue == f — — A preneze tue alors 2 
| 1e Lg* 
0 
7 z 
5 3 


substituez maintenant y — Zang.z, alors 1 —=2 ing pN 2de — | Sin2P—lz. Cos.l-2P ede = 


Hi a 


ome h 1 2p—l| 8 
TE ENEN je Cos.12p ede Z (— In Cos. {(Wp-—2n—l) 2}, (C. P. 91) (de 
3 22p—l Cos. as , 0 n / 
Ae, 
2p—l 
Ser ) le pl 5 
sorte qu'il faut avoir 1>2p— 120), —= Eee £ \f Cos. z,Cos. ((l— 2pH-2n)e}de. 
me o 


Mais il s'ensuit de Méth. 5, N°. 11, que Yintégrale sous le signe de sommation s’évanouit pour 


- . T 
toute valeur de #, sauf le cas de « zéro, où par Méth. 38, N’. 7 on obtient la valeur ——t 


22—2p 
Done on a: 
[244] Déduite autrement Méth. 38, N°. 4. Pour wv == 49, pq — p il vient encore: 
Paridae 7 DIE 
edo ZONNE 18). 
la? 2 q 
0 
On peut intégrer et différentier cette intégrale par rapport à p, et alors il vient: 
lee 
zelle de mT Bap arl de PT 
EE al nas: daor en Gede r T 
1 — 1 q q lat le q q 
0 à 0 


Pour le cas de 9 == 2 on a les deux intégrales T. 180, N°. 12, 13. 


[245] Sur une autre déduction voyez Méth. 38, N°. 6. 
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Papi de 2 7 ne 
si Geen En T.18,N°.2), pl; [246]. Il ré 
IES ope 2 Enpr' (T.18, N°2), pl; [246]. Il résulte encore de la 
a 
2 el dz 
discussion précédente: f_ Tang. pda — nn „(Tso3,.N°. 25); en et: Deens Ee, 
2 Sin. pr 14e? _ 2Sin.pr 


(EON 9)s 
13. Il est identiquement: 


k +1 dar 
ekz Sin. (5) d eik De Sin, 5 


Sin. La k B 
nn nn je Sine +(— I% 7 
er tl Het I let He? 
SLE) —= Boe mt zee ; on peut faire quelques applications utiles de 
erde? 1 er Je? , 


ces deux développements. 
de . AE E 
Multiplions-lez par 77 et intégrons entre les limites OQ et oo; alors Méth. S, N°. 5 nous 
z 


apprend que les intégrales de correction s’évanouissent pour un Z infini: donc par l'intermédiaire de 


[246] Elle a déjà été obtenue Méth. 1, N°, 29, et elle le sera encore Méth. 27, N°. 2, Méth. 38, N°, 4. On 


p set Ka Lap=lde + TP mr de 
peut aussi la déduire au moyen de \intégrale nr UE ‚ (T.5, N°. 1), (comme ici il 
l4z Sin pz’ 
A 
s'ensuit du résultat obtenu) — ou bien avec GAUSZ au vre de sa série renommée, — ou bien avec CAucHY 
i 1—v t 
pat la Méthode 18. Lorsqu’on y introduit les substitutions # — —, — — ‚== TT successivement, on 
=d v - 
LE de Cyd Nt, P dz 
obtient : == El (Ersen ” ‚ (L. 4, N° 6), (dont uneautre 
14 z ly —2 
0 0 
SNr dn À : La 
évaluation Méth. 18, N°. 23), == (TD. SeN°. 1). == „ Lorsque au contraire 
u je Sin. pr 
$ Pap-lde 7 pi 
dans lintégrale du texte on prend # = 44,pg — p, il vient: en ORED, oes (UO VAN ESR 
Lat q q 
(évaluíe Méth. 1, N°, 29), d'où enfin par la différentiation et Pintégration par rapport à p: 
Can. le 7\ 2 pr DIT Pap lar dee rn 
de=— |—]| Cos E ‚ Cosec.* En . (1272), nl Tang. 1 Cot. == 
ì En ki (1 q q NE EN 2g 24) 
0 0 


(T. 183, N° 18). 
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ET MÉTHODES D'ÊVALUATION DES INTEGRALES DEFINIES. LIL. M*. 92. N°. 15. 


rig eheee en 1 da 1 S Ns (dn se of 1 da 
‚4, N.7: == > (— Ir! Sin, —/ —, ee 
Re 5 Gr me VA Sunil ) 3 pn er Hera 
0 u 
Eee (T. TAOSN? 20 et 19): 
1 2n—l 


AR lede rd 
Au moyen de la multiplication par VE et de Yintégration toujours entre les limites O et oo, 
z 


par emploi de Méth. 8, N°. 2, où les intégrales de correction correspondantes sont nulles pour 
un k infini, et de Méth. 12, N°. 3 — on a: 


ik lx da 1 3 Ie Si NT Bold Nv 

= — ly (0 tek == 

| ertlHep/ er Sin. Jr iS Agen B) ” 
0 


EEE enden sant ale tÂ 2 
erde ) Ue Jt een 
Kij 


(T--381, Ne-15, 145) 


À pd Cos. pe dr Sin. pe da 
Lorsque enfin nous multiplions par PE ou par 
© 
8, N°. 4, où nous trouvons que les intégrales de correction, qui se présentent ici, s'annulent pour 
’ te) ‚ U 8 U 
FR infini, nous obtenons par Méth. 26, N° 2: 


et que nous avons égard à Méth. 


® Cos pa dz es veee nn (rp? dn°) tn) 
— — Ir! Si — ie! vi 
Í ENE En 1)n1 Sin. aM pn IE (1275) 
0 


® Cospr de B nn, STV (0? H (21?) Hm 1) | p 
eter 1) LGE brt (n=): pees (1274) 


SL d 1 ES 4 2 2) 
Te ee Etsy je td) EL, (1275) 
eetlepe Sinin j 3 2 p? An? 

0 


vl 
Cider ol ml VA 1 2 p= + (2n — 1) 


I 


al, [247]. . (1276) 


0 


[247] La substitution de e —= y? dans les formules de ee Numéro fera trouver suceessivement la valeur 
des intégralcs: 


fi, da 1 ES NIT mr 
: tE de ej Ed A Phr ant (1277) 
Vr nr ed 2 Sint 1 j ö 1 
Eed Sl (1278) 
nT Me ereen 2 
0 
5 lx da 1 > nr mr 
== — 1) San, — . (é Ne PN ee (1279 
i EL tet Kr EA Ger tan Gee) 
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UI. M?e, 22. N°, 14. 


E 3 4 PEPE 
14. Encore avons-nous identiquement: 
ETE — TTT 


ENT en PE Pz Je Pz 


ETT En TTT 


9 


e-kzr 


CFT — eT-ART id 


ePz > Pd 1 
ent + ETT 
d'après Méth. S, N°. 6, les intégrales de correction de 
obtenons suivant Méth. 18, N°, 2: 


+ (1 


de 
2472, Multiplions-les par eq’ et 
© 


OD PIPE de 


THÉORIE, PROPRIÈTÉS, FORMULES DE TRANSFORMATION, 
ke 

== mijer jen le — een) rtple] + 
1 


k 
= Eeten ieple peria etple) 4 
Ï 


intégrons entre les limites O et » ; alors, 


viennent zéro pour un X infini; et nous 


ePEHe Pt dr 


(19) El Ì balk EE 
ETET ER OE aen EN: A si ren 2d 
0} 
o JL 
Wiee ye=t| ] VSG NN 8 
LD Ì {n—l)a—p} 14 nen ET ori 
Comme ces intégrales valent aussi pour q — 0, elle donnent: 
Opr g-PT EN s| Ì » 2p 1 
| ete 1 Un l)ap Den (nl *—p? 2 2 gE 
0 
D prep? » IE 1 (1) 
teiten (lln (2n ne iden 
ereje re 1 (Un—l)r—p (Ula tp 1 {(Qn—l)z}? — geng 
0 
(T. 38, N°. 17, 16). [248]. 
gee Se eneen 1250 
en (— ” n= Ae Viet ARA mennen en Wo & 
| psi len Dt A (1250) 
0 
Pre) 2 Ee 
Isdn (7 nd Ee . (1281) 
e+ let 2Sin. } 7 B) 2 p* +n* 
0 


7 Cos. (pa*) da 


| EA ib nV{pt + 
=j ÊD|3 


aen ol 

@ Sí l Ln 
in. (pe*)da mre EF (lr Rin 

- et tldHer 2Sin.Ja 1 

0 
® Sin. (px?) de IRE 4 
en 
cr Het 2 Le 


0 


[248] Sur une autre déduction voyez Méth. 31, N° 2 
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(2n —1)°} + 2n—l 


. (1282) 
p* + (21) 


IE 


Ll dede 
EVA STEE, |, ‚ (1283) 
F (2n —1)2} +1 — 2n 
nan | .. (1284) 


Pour p = #—p ceci donne encore: 


ET MÉTHODES D'ÉVALUATION DES INTÉGRALES DÉFINIES. III, M*°. 22,25. N°.15, 1,2. 


Behe 0 Sin. À k Ì 
15. Les développements identiques = 2 (— Inl anl Sin. nl + 
1 


1 + 2 Cos.A + 2° 


(La) Cos. 41 k 
lk rk zE (ln arl : | 
(lft et T-F2a Oos. Ita? (—1)r=l arl Cos. {((n—l)Â} + 


Sin. {(k1)A} Ha Sin. kÀ 
14 2elos.h da? 


ide DN == {(k— 14 d 
LE IG + 25 = lk A} (—l)Eek, multipliés par — et intégrés entre les 
@ Cos. gs 


1\ lp 
e 
Kij 


limites O et 1,— lorsqu’on observe que les intégrales de correction s’évanouissent pour & infini d'après 
Méth. 8, N°. 6, et que lintégrale sous le signe de sommation a été trouvée Méth. 18, N°. 2, — 


I 1 dz T (p) ES Sin. nd 

pri N°. 4), 

nous donnent | 1E or CE ( ae Sin A In ee (T. 174, ) 
0 5 
Wij 

Eee ze Ee ren, (1235) 

1 4 2 Cos.À A 2° ( zi =P Cos. Ten is np 
, 


$ 3. MÁÉTHODE 23. EMPLOI DE FORMULES DE TRANSFORMATION. 


1. Parmi les théorèmes, que nous avons déduits dans la Partie Deuxième, il s’en trouve 
beaucoup,. qui mènent à des expressions, contenant des séries soit finies, soit infinies. Nous en 
donnerons ici quelques applications, et de préférence de telles, que Y'on obtienne des séries dont la 
somme peut s’exprimer sous forme finie. 

2. Dans les formules II, (147), (148) prenons f(w) — Sin. qa, et f(w) — Cos. qe respective- 

de 
ment, alors nous avons Méth. 18, N°. 8, Oe eP1, d'où EE p= g)e e-PI; il vient: 
Pp pe] 
lan: x Sin. qe da 1 1 a », (a — n)2n/! í BA ®_p Cos.gade 
p* 


1 On Ene 
p* + z*)et! Tl 2 0 17/1 \2 pq 


pr tatei 


PAP) pz el ne En 
UO en US ee een de et, dz, 


Perre: 1 1 
d'où dr ot PROMO SENS): 
err 1 p z 

0 
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1 q et) (a—n J 1)2n/ 1 4 7 
PT Ek 5 on gE dl 208, N° 12, 13). [249]. Lorsque de même 
dans la formule IT, (149) on suppose f(«) — Sin.qe et dans II, (150), f(w) — Cos. qe, on obtient 
p ; : zE kred A de 
Méih. 9, N°. 10, respectivement p(p) —= — 5 Cos. pq et w‚ (p)= 5 Sin. pg, d'où ee 


c 


== qe Co s. (ber + pg) e MD = qe Sin. (ler + pq); par conséquent: 


ee < Sin. gede 1 q\tme(a—n)rllf 1 \r a—n 
== tE sl NAMES 
le EA Ne oa be ge rte), jie) 


p Cos. qed 1 —q\2 7 » (an J 1)2n/l == ee 
— > ee ste} 
| (p* — jet Le 5 Da Lef zn en l 2 Set) (1287) 


p?” 
L2n/1° 


3. Daprès C.P. 67, le théorème 11,(160), fournit pour (we) — Cos.px, Aan—1 — 0, Aan = 


Yr 


sn 1 » Vaal al heet l EA 1 p)2n 
aant: fer Cos.pade= rn. (B ) ET ne So valt EED 


0 


EV ret. (D. 280, N°. 1}. [250]. Pour pla) Sin. pe, C.P. 68 donne Am — 0, 


p?" +1 20 
ADT EARN Empe ie done par la formule II, (160): et Sin. pe de — 
Ei 12 n1/1 P P 


0 


p?ntl 
(Ue IS OENE 


(n + Zyr/N 
Suivant C. P. 103, 104, les suppositions g (w) — epzCos-à Cos. (pa Sin. 4) et p (x) — ePzCos.à Sin, 


mrt, 


l 1 
EE 1/1 Deen 
Ee ZA RE me 


oo 
Sr 
0 


pr pr « 
(p& Sin. à) donnent A„ == en Cos. nd ou = er Sin nd, A, — l ou — 0 respectivement; le même 
théorème nous fournit par suite: 
q 8 Cos. And (p\ Cos. {(2n — 1)À 
| e-t+prCos.h Cos. (pu Sin. Jl) de —= vas — (5) el {@n — 14} 
0 


(2 + Inl 

Pers ES 1 Cos. {2n+1)4} „ 
— id cHP2Cos.2h Cos. (ier Sin. zi) + En RES. p2n+l, . (1288) 
Sin.((2n+1)à} 


1 
2 


Jn/l 2 a 


0 


na 


S 1 Rn (A 1 
| et +prCos.h Sin. (pe Sin. Ade = SVr ei eni À p' Sin. 2) +55 
2 \ 2 


0 


pn, (1289) 


(249) Autrement déduite Méth. 35, N°. 3. 
[250] On Yobtient d'une autre manière Méth. 24, N°. 3 et Méth. 32. N25 8: 
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4. Toes théorèmes II, (L61) et (162) deviennent (C. P. 65) pour p(«) —= et”: 


D 


2n/1 
SP al 


1 
e-P© Cosa. apr de — T (p) Cos- an Û + XE ET ENE (1290) 
0 
go $ 1 í » pan}l \ 
a dee EE Er 4 Sg? 
| ete Sin, z. opl de — T (p) Sin. De je nn mn? U ekeren pen (1291) 


0 


n/l et, 
Par C.P. 103 et 104 on obtient à l'aide des formules IJ, (163), (164), puisque Sy, mk (— 1)» /: 


\ 


oo Ee / 
edeCos.à Cos. (qa Sin. 1). Cos. 7 Dn | ap da =T(p Dt JE Sels, 
1 


e4zCos.à Sin. (qz Sin. À). Cos. 6 gere) al de ST (p 


ke) 11 
ea Cos.) Sin. (qeSin.A). Sin. (iere) d 


J 

fs 

oo 1 en zE 

jee Cos. (qr Sin). Sin. ( gerede =r(p)E(—1)" jé A |q2"—1Cos. ((2n—1)À} (1 
2 1 

5 \ 

| 


plde=F (PD) 


jd 


) q°" Cos. zui, . (1292) 
2n 


ot dE SC) q2* Sin. zúl, . (1293) 
1 N 


294) 
2n—l | 


em 


jetsin {Qn—1)4} . (1295) 


Encore d'après C. P. 65, par les théorèmes II, (165), (166), on acquiert: 


0 


2) 


avec la eondition # Z 1. 


graal.) Cos.v. oP 1de —=T (p) Sin.Pd ‚| Cos. plZ ze 
1 


err —0ot.) Sin. orde —T (p) Sin.Pd. [ste pit sr 


p?n/l 


rr (72) Sind, Cos. {(pt2n)2) | (1296) 


FTT Een )" Sin.2n. Sin {(pt2n)2} |;- (1297): 


Es 


5. La formule IL, (169) devient successivement par la substitution deC. P. 61, 62, 65, 66, 67, 68: 


ap—l— Il ptn 
(ll ad 1 5 lr OE edo And 1298 
if lz Erde re JML gn (En) 
0 
ns ral da ì Se ptn Sed (1299) 
lr (1 — ra) lade gens == 
0 
1 gp=l Ell rr 7) n . 
2 EN edn Ut Lr hen dn nde (1300) 
lx q Il gn’ 
0 
1gpl— 1 e 
| En B (1301) 
le q rn gn 
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Lgp-l zt Lr, e(—l)r pt 2u 
ni Ene 1502 
Í E Cos. ra da 2 De 1 n/l RE ( ) 
0 
Ll gp 71 ooi) 2 1 
Ar: Sin.rvde —= z{ ) rij eet helene elle (1503) 
Le  L2ntUl g+ 2n + 1 


0 
6. Pour lapplication des théorèmes II, (174) à (177), prenons C. P. 83 et 85, pour p, (x) 


et p, (w) et nous aurons, puisque Rt 


2 Pr { 1 c gr/2 (— g)/2 1 Ì 
1 2a ndr —= omt z = 

| Cos. qz. Cos.®* ode — 5 Lal 22 El Tan IE ee (1304) 
0 

fe 2, St gt ge 

Sin. qe. Cos2aade — 122 q emee eed Renn . … (1305) 

0 

2 1 Gr gi (— q)2) 

„qu. Cos.2arl == EN ET OR : 

Í Cos. qr. Cos2atloda — Zal En in eel? (1306) 
0 

dE 

ì (jg) (LS) 
Í Sin. qe. Cos2atlade — 242q 5 ine Eeen ede (1307) 
0 


7, Passons maintenant à l'application des théorèmes II, (182) Àà (202), pour diverses supposi- 
tions: nous verrons qu'en général les résultats prendront une expression finie. A l'aide de C. P. 
95 on trouve par IL, (182), (190) et (191), (193) Àà (196): 


P1—rCos.sr— rt Cos.asnfratlOos.((a—l)sz} de kee Ti An l—ra eet (1308) 
s l—2r Cos. sadr? gede? 2q o 2 1—rets 
0 
T1—r Cos. se —rt Cos. de md ((a—1) da} Cede — em Sr (enas Hens) — 
1—2r Cos. sa dr? qed? 4q 0 
0 
mt 1 — ra ea7s lt er) : il 
== — eTPI == Ne Ae 1509 
\ l—r e7s l—=re-gs Í 3 [p> (a )e] ( ) 
a mT d d la gags 
== — (eP4 H-e-P4 pr e=nqS _— — eP4 en ens J- —e PI DS Pr NIS —= — (PA He 
pa Lei) 2 = 7 +5 DT En pl EG 
nr ld e—(d+-1)gs mr l—rd tl e(d+-1)gs 
2E pa 0D == ds + p' , p's, dal, . (1310 
4q lre4s + 4g lr e1s ‚Íp Te | ) 


[251] Méth. 3, N°. G on a trouvé d'autres expressions pour ces mêmes intégrales. 
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fp Ir Cos. sr—ra Cos.âsa H rtl Cos. {(a—l)sr} « Sin. pede = la stre 
0 


1 —2r Cos. sur? A qe 42? 
0 
en zen eg Eer Are 1311) 
l— reds l— reis 
ze zenf rd Sone he rl ‚[p=(a— te... (1312) 
4 l reis ll —re4s 
Ps Tens em) 1 — ragas a 1 — rdt g(dt1)gs B Lee, 1 — dl eld 1gs 
4 l—rer4s 4 1 reds L l — refs 
(e= de Hp; ps, dal}, HRA zeck (1313) 
7 —rtg as an _ l—rde dis 7 1 rdt1 e(d#1)gs 
en rig =p —e mei AP EE TE ‚[p=dsd al ]-(1314) 
De même E théorèmes 11,(183), (188) et (189), (199) à (202) fournissent àÀ l'aide de C. P. 96: 
E r Sin. se — ra Sin. as H rat Sin. {(a—1)se} ade ei it ne 05) 
1 — 2r Cos. sa + r* qe 2 lret ' 
0 
® pSin. sa — r* Sin. as H ra+l Sin. ((a— 1)sr} Sin. pede 
| 1 —2r Oos. sa + 1* qe tet 
7 ]——rteags ]——rteegs 
Tehif —Pq DEE | 5 en ... (1316) 
7 l-rs zm _ 1l—rdtle(dtigs zz 1 — rdl e(d+1)gs 
Serle MI) al re enen terne?! 
dg lre4s  4q l—res 4q 1 — reggs 


[p= dedp,p' <5 dal, -…... (1317) 
ig r Sin. sa — r° Sin. as + r4+1 Sin, (a — 1) se} Cos. pede 


1 — 2r Cos. sa + r? g° Jet 
0 
Ee nn Te [Pp >(a— ijs), …- (1318) 
d Lr ll — res 
Bn fire: e{l—a)gs rn te A ain wiel en In 
4 U 1—rergs 1 res Ke 4 je ja}, ) 
—_rtgTels le rdtlg-(dilgs 7 1 — dl e(dt1)gs 
it pat epa) anne bnl len en 
PE — reds L l_—refs 4. l—regs 
p= pp dela 1, one rg tmene h (1320) 
7 l==rigags mn _ l—rdedgs mr 1—rdtleld+1)gs 
ed En A er — vid TRE, [p=ds, d&<a—l )] (ql 321) 


où partout on a r° <1. 
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HLM, 25. N°_8. THEORIE, PROPRIËTÉS, FORMULES DE TRANSFORMATION, 


S. Lorsqu'on emploie C. P. 101 ou C. P. 102, il est évident que p ne. peut jamais 
devenir >> c, puisque e y est infini, de sorte que les formules qui correspondent à un tel cas ne 


lr? r(l—r?) Cos. sz 


valent pas ici; done les suppositions mal == IE ou ps (w) a Tent 
donnent par les équations II, (182), (191), (195) et (196): 
zi | » reggs 
hd et ED Seng es 
1 —2r Oos.sa Hr? q° He? 0 lige 
o 
En fee SL da i qs 
( 7 )r Cos SL - Ù NE NEE 3 (1323) 
l— 2r Cos. Ar? q° Ha? 2q 29 0 2 1 —re ds 
e lr? gCos.prda nd 
ee ep} PAH e-Pq nes PULS rh ens emmer { 
Í 1—2rCos.sotr? qe? 5 +3 AG he j5r ; In 4 hi 
0 
LE (Lr?) epa Jrd+1 (elpds—e)g— e{ds-ts— pla) — gee Eel, y (1324) 
2 1 (els + e-19)r Jr? 


(Lr?) rCos.se q Cos. pa de 
Ù 1— 2rlos.sr dr? qe Hr? 
0 


mm rlr )e-PA(els te) (lr? rdt pdeslg— gldstep)g) (Lr? rdt el de) elds— pa) 


4 1 —(e2s Hes) Hr? 
ä Er? z Sin. pede 
[dans(1324), (1325) p — ds Hp, ral f 5 zSinprde 
0 


l_—2rCos.sr Ar? qe Hr? 


zt 2d Bld rd (dpds—s)g H {dsts—p)g) Je rd+2 (elp—ds)a H elds—p)a) 


2 1 (eas Hes) r Jr° 
a (lr?) (eP1— rd) 1327 ® (l—r?)rCos.se xSin.perde — 
Der 1 — (els He4s)r Jr?) ) js 1 — 2r Oos. sar Hr? geet 


0 
Ml? )re Pelt ge) (12 rtl (e (p—ds- s)atelds-tep)a) (lr? )n dt elde)g + elde— P)4) 
l— (els Hea) r Jr? 
— — s (Sj 2) pd 
Serre ere PS La - (1329) 
4 1 — (els eas) r Hr? 
[dans (1326), (1328) on a p= ds + p‚p'<s, et dans (1327), (1323) p — ds, p' = zl 


=l a 


r Sin. sa 


De même pour la supposition q‚ (2) — 
ESR PP Te @) 1—2r Cos. sar 


z, (d'après C. P. 98) les théorèmes 


' 


II, (183), (189), (201) et (202 hunt lee di ede Sens 
‚(153),(189), (201) et (202) nous fournissen | Lon 


0 
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„(1325) 


(1326) 


„(1323) 


stie htc tin tens RR. oen 


ET MÉTHODES D'EVALUATION DES INTÉGRALES DEFINIES. [IL Mée, 25. N°. 8, 9. 


ES NEN (m. 221, N°. 9), [252], ee rSin.st SERRE Ren 
Zl—reds’ l— 2rCos.su dr? qr? 
0 

7 (els—eAs)re PA rdt (eds) — glds+s—plg)— rd +2 elpde)g— elds—p)g) 
=— —=dsdp!p! ‚(1330 

Ag jj ME (eas + e7 45) r Ee r? ‚[p dsd-p ‚P <el, ( ) . 

en r Sin. sz x Cos. pe da 

Í 1—2rCos.sr dr? qe Hat 
0 


(es — e2s)re PJ rdt elp—ds Sd Helders pg) rdt elp—delg Helds—p)0) 
1— (els Her + r° 
mo (e-Us — 049) re PI H (lr?) rd 
4 ll — (eds +e4s)r 4r* 
On y a partout »? < 1. 3 
9. Lorsqu'on veut employer dans le même groupe les développements C. P. 93 et 94 (où 
Fon change p en 2sz), il faut prendre-dans les théorèmes 2s au lieu de s, et observer de plus 


qu'iei p peut surpasser de nouveau es. Ainsi les théorèmes II, (182), (190) et (191), (193) à (196) 
deviennent pour la supposition p; (w) — (Cos. s)* Cos. asx, respectivement: 


TT 
is sk 


„[p=dsp',p<s|- (1331) 


@ Qos.A sa. Cos. aso das a ala 4 7 : ; 
ET er er A (1333) 
q de 2q o q 
® Cost sa. Cos. asa. Cos. par des À dn Bert Ì 
a g> 2aqs — 22 
| qe He? mi „° Pa (1 He2as) (1 Je?) je, [p222as]. . (1834) 


0 
7 d fa d /a 
—= ga [ez on e—P9) (1 Le e2as)a — €P4 5 e—2ngs —- eet S eros] : 
q o o\% 


3 [z == 2ds tp, p' 28, d<al, PEN ea Ik (1335) 
i ® w Cost sm. Cos. aso. Sin. pe dr 


En == ZAP ePa(l + e2ags) (1 + e-29s)a, [p= Zas], . (1336) 

En ga? [( (1 4 e-2aqs) (1 Hesje — ijk lp al, (1337) 

=P K EPI — PI (1 He Pasja He E 5 ( | e2ngs Je PiE s() ens], 

[p= 2ds Hp’, EE rek kes set (USB) 

treten teer f jemen, |e ed [p=2ds,d<al (1339) 
Les théorèmes II, (183), (188) et (189), (199) à (202) donnent encore pour le développement 


de p; (z) — (Cos. s)e, Sin, asa: 


[252] Déjà déduite Méth. 22, N°. 5. 
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WIS- EN NATUURK, VERH. DER KONINKL. AKADEMIE. DEEL VIII. 


MI ME25.N° 9. THEORIE, PROPRIÈTES, FORMULES DE TRANSFORMATION, 


== gela (Ll Heal}, (1340) 


Dz Cost sa. Sin. as da 
2 End 22 


0 
Í ® z0os.t sa. Sin.asr.Sin.pe de 


ge —= ga > peers — 1) (Ahern [p > zes), (1341) 


HATE a wiet: d la di d la : 
—= ga? 5 [ere PI) (1 H e-2s)a — „zl,) engs He 1E 5) el 
[pda pj dear Opee: (1342) 
AP rep (1 — Pago) (1 He 205)0, [p > Zas]. (1343) 


® zCos.t sa. Sinas. Cos.pa de 

Í g+ et 
== Za [(e-Pars — 1) (1 Hesje +1], [p — Zas}, ..... (1344) 

d d 

AET Des H ETPI (1 Hesje — PI TE ( 4 e2ngs — ei DE (\ eas] : 

o\z o\z 
[p=2dedp, pl <t dal, (1345) 

dl 
= geer [(ette-Pt) (le-2s)e— pt D É rens); jee] [p=2ds, da}. (1346) 
n 


0 
La combinaison par voie d’addition et de soustraction des intégrales (1834) et (1341), 


® Oost sa. Cos. {(as4-p) z} de 


(1335) et (1342) donne: | = ga Epa (Lfe-20s)a, [p>2as, 
q == 


qa 
0 
® Cost sx. Cos. —p) atd 
petdet or maeelf eneen Wep)ahde Grt ae rin 
== qe de? q 
0 


fa 


d 
[prtas] eet fers He?isja Pt E () Spe =| jee [p=2dstp’, op <2s, 
== q o \x 


d<al, d'où en général pour astp=r: 
® Cos.a sa. Cos. rada 7 
rel era (elsege)e, [r>as],. (1347) 

gta q 


d 


7E a er Chr 
—= Zal [eres - e—1s)a — glds—r)g SS eg 2ngs | elr—asg 5 ens), [r 4 asl. (1343) 
Ü \n vo \R 


0 


7 


as 
où d est le plus grand nombre entier contenu dans — —. 
2s 


La même combinaison des intégrales (1336) à (1339, et (1343) À (1346) respectivement fournit : 
Dx Cost sa. Sin. {ast p)e} da 
Caen tn 
0 
Page 496. 


== Zalm e-P4 (LHe-29s)g, e=: Zas, p=2ds Hp, o<e ee 2], 


ET METHODES DÉVALUATION DES INTÉGRALES DEFINIES, HIL. M*. 25. N°. 9, 10. 


/ Cost sa.Sin. ((as — p) z}da met (Lt aje, (p > asl 


q° — Wed 


0 


d 
—= Zalm ezra Je2gs)a — EPI XE he \ ese PI DE [ | ens), [p= —= ds App ‘Z2s,dgal, 
4 o\% 


dl 
—= Zal je (LH e-2as)e — PIE jer — eTP1 s/; ) ens), [p — 2ds, d a], d'où en 
0 


2 


£ _—_ . 
général pour ast pr: 


| ® p Cos.a sw. Sin. ra dee 


TEE ener rede fr as), as Ao (1845) 
qe 


d 
Renfe "Heten (ie engs elr—as)g 5 =[, jrk Ë -Z4, fractionnaire |,.( (1550) 
0 


dl 
gein (ereronde Ë 
D o\% 


) engs elr—as)g 5 (; ‚ id LG as entier]. ( (1351) 


où d est le plus grand nombre entier dans a [253]. 


10. Le développement C. P. 103, pour p; (w) — erCos-sr Cos. (r Sin, se) exige de nouveau que 
p reste toujours plus petit que c (qui y est infini); done on n'a qu'à employer les formules II, 
(182), (191), (195) et (196), pour acquérir les intégrales : 


ee de k 
| erOos.se Oos. (1 Sin. sa) — re n= Set, (T. 395, N°. 2), 
qe de 2q ol 2e 

É q q 


el 


Cospede pn d pn 
er Cos.st os. (rSin. Gos nn mi (PA He Prjere EEn mer — An Sn engs, , (1352) 
q 


q He? l 


« Sin. pa de 
er Cos.sx Cos. (r Sin. sz) — ee 
q 


| 
8 bd pag) gres pa > En dl 
== > NYS 
(e ePI) & + € an + 
0 


Jz? Kn 


+ Dek Et en, [ fractionnaire |, nne ALLEN 


mn. W dl —qs a el Ld Ss je il 

== rig PI — PI) ere”? tn U EEFT engs, Is entier] . (1354) 
De même les-théorèmes II, (183), (189), (201) et (202), sont les seuls auxquels on puisse 

appliquer la substitution p, (w) — erCossr Sin. (r Sin, sx) suivant C. P. 104, ce qui donnera: 


[253] Dans un Mémoire, admis dans les Verhandel. der Kon. Akad. van Wetensch. te Amsterdam, 
Deel 5, j'ai déduit a Paide de ces intégrales quelques théorèmes analogues à ceux qui les ont engendrées. 
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II. M°°. 25. N°. 10, 11. THÉORIE, PROPRIÉTÉS, FORMULES DE TRANSFORMATION, 


ik zede n 
erCos.sz Sin. (r Sin. sx) —— tf (eren — 1), (LE. 395, N°. 1), 
qe det 2 Ie 2 
0 
ee Si d: 7 d pn d_ pn 
erCos.sr Sin (1Sin.sa) — (PIT PDT ME enge gE engs, (1355) 
q + ze 4q dg ol! 4g o rl \ 
0 
ze (8: d pn 
er Cos.sr Sin. (r Sin. sz) Sen zE (epa HJ e-P1) PT — — EES ens — 
24? 4 4 om! 
0 


d pn 
En [Ftractionnaire], . . …….…… (1356) 


nj 
7 n _dl pn ne 
mh (epa + e-P1) ere 1 7 epa a ens — 7 Zep > SE rs, k entier]. . (1357) 
fo) (ú 


P 


Partout ici d est le plus grand nombre entier qui se trouve dans Ee 


La différence de (1352) et (1355), comme la somme de (1353) et de (1356), de (1354) 
et de (1357) nous fournit encore: 


E da 
Í erCos.sa Cos. (pe + r Sin. st) nn 24 gort Oe (1358) 
0 
À Cos.sr Sj Si gd Zepatre ts (1359) 
rU0S.S1 „(Pa UIN En ORR TELT ter he 7 ROG 
e in. (pe + r Sin a 2 
0 


1. Pour ps (z) — LU(L + 2e Cos. se + r°) on ale développement (C. P. 109); ìl s'ensuit que 
p ne pent jamais surpasser 2 et que l'on obtient par les théorèmes 11, (182), (191), (195) et (196): 


(2) NT 
U(L + 2r Cos. sr dr?) == Ed mn ens — Sn + re9s), (T. 416, N° 9), [254], 
g° is we gE í q 
0 E 
Cos.pede a RN 
2rC — —= — (eP =P 05) JIE es — 
Ta + 2r Cos. se Hr IEP are PIU + re READ di e 
0 
7 d (yn - 
EE ij NN OLE (1360) 
2q jn 
di „Sin.pad. d (— 
LI 4 2r Cos. sa Jr*) 5 DE Oe dane ep) U(1 + re) — WEL 5 a engs — 
0 Nn 
ree 
— Ser > s E enas, is fractionnaire], enteren (1361) 
1 n 


(254) Déduite d'un autre manière Méth. 34, N°. 7, Méth. 41, N°, 13. 
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ET METHODES D'ÉVALUATION DES INTEGRALES DEFINIES. HL. M*“, 25. N°. A1, 12. 


zE 7 d— WS rr 7 d (— rn wer h 
== Si Pl — Beele IE DE RL in ne es eius) ls entier |, . (1362) 


; Pp 
où d est le plus grand nombre entier contenu dans —. 
s 


P me le même le dével {analogue C. P. 112 
je (&) = — nn on a de même le développement analog aib, 
our pg («) velg TRO PP alogue 5 
et les théorèmes II, (183), (189), (201) et (202) deviennent par la substitution de cette fonction : 
zie r Sin. sa da: n e(—r) mT 
Arctg. =D ens — Ul Hregs), (T. 431, N°. 11), r). 
| de han gede? OL 5 2 rel ), (corr) 
o CE Sind, d n 
Arctg. ee ee ien (EPI —ePIJU(L Hre-1S) — — rms ens + 
1 H-rCos.so) q° Hz? 4g dig ” 
0 
7 dr) 
N Je EED Gra LES aon #5 0 (1363) 
q Ried 
re Si x Cos. pad. d (rt 
Arctg. ee deld a Z (epa H e-Po) U(1 + re-95) jes i) ens — 
\r je r Cos. sc qz? 4 n 
0 
d — fr) 
=—= gens 5 ) gras, B fractionnaire |, re Te Ie (1364) 
q —S di ei JS 5 e—P Ee nqs p 5 EN 
rra) UL dred ji Z ar Is — ze Pi > ET gi) ke entier | (1365) 
P 


Dans ces intégrales d est le plus grand nombre entier dans set r? Z 1, d'après la condition 


des développements. 

12. Comme les développements C. P. 105 et 107 sont de la forme p;(«), on peut en faire 
usage pour les applications suivantes des théorèmes II, (182), (191), (195) et (196) (puisque ici de 
nouveau p ne peut être > es). Alors on aura: 


0 prStn.se + e=rSin.st me r2n 
À Ne, EE (Ee INS — — — 8 
f Pie Cos. (r Cos. sa) da —= B Sjem Ire2ngs — ) Z Cos. (re-1S), 
0 orSin.sr + e=r"Sin.st Sin.(r 0 jd P5 Sin.(r 5 (T. 395, N° 7 
- un. (r Cos. sr) de —= — DN. (re—1S et 5 
g+e* q se 
0 „ 
@ er Sin.sr J- erin sz ze 
| EEE Cos. (r Cos. sx). Cos. pe dr — ne H €-PI) Cos. (re-1S) — 
Er rin d_p2n 
ee) (ES inie 2 =S e „2nqs 366 
Tur jem( lre ed Po pa nn ie ANEPNLE, vers vj (1566) 
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UL M’°. 25. N°. 12. — THEORIE, PROPRIÈTÉS, FORMULES DE TRANSFORMATION, 


® erSin.s + eg—rSin.sr 7 
| Tor oe Sin. (r Cos. sa). Cos. pe de — — (eP1 + e-P1) Sin, (r 0-95) — 
cel) 


qe 4e? 
d_ p2ntl a d_p2n+tl 
rd eek nn er (— 1)» d2n+Dgs, (1367) 
Kid “{ 
0 priSin.sa e—rSin.sr 
Í En ED « Cos. (r Cos. sa). Sin. pe de — (EPI — eP1) Cos. (re-15) + 
0 
( Ze dr n p—=2nqs —p n e2nqs 
Rr ET ra te mEt Ijwe2ngs, …. … (1363) 
dl p2n d p2n 


(— TDJ e—2ngs A de en, De, 


TT 
Tr P1— ep1) Cos, (r e-15) + zen (5 EE (— It e2nss, . (1569) 


5 o 1241 


0 grSinsT de” Sin.sT ar 
nnen dS le Cos. sa). Sin. pa da — — (e-P1 — eP1) Sin. (r e-05) + 
qe Hw? 2 
am d_ pnt n d_ p2n+tl 
+ 5 epi ZE ) Leren (— 1)" e(2nt1)ze 4 7e A enen AE Bn (1370) 
a } sdi p2n+-1 d r2nd-1 
mg (ePiejSinfret) HIE DP) EA Ie (2n+1) aes Cam LP el (—1)" e@r+Das (1371) 


Dans les intégrales (1366) et (1368) on a p—=2dsHp,0 << p'< 25, dans (1367) et (1370), 
p= (2dH1)s Hp, p'< 23, dans (1369), p — 2ds et dans (1371) p — (U + 1I)s. 

De même les développements C. P. 106, 108 ont la forme p6 (x), de sorte que par leur 
substitution les formules IL, (183), (189), (201) et (202) deviennent: 


® prSin.sax__g—rSin.sr » r2ntl 
En ’ ms ern —_(2 \ == p _ 
| Or «Cos. (r Cos. sa) de = 7 5 Een (— Ir e-ntlgs — 7 {Sin. (re—75)— re1s}, 


— EE «Sin. (r Cos. sx) da — nr (1 — Cos:(re-15)}, (T. 395, N°. G et 4); 
q° z: 


Á En ST ik Sins 


erSin.st —_ g—rSin.st 
jk ee 608. (Cos. sx). Sun. pad — 5 (er — €_P1) Sin. (r e—15) — 
2q 


g He? 
mr d_p2n+l d Haar: 
Zj ted eZ ij In rpl pp 2e](1972) 
grin, mt Jail ST d p2n 
fe 7 rn —_— Sin.(rSin.sc). Sin. pede (PII) Con „(re—45) +, zen 25 SE 1e JS 
ran 
— eni Te (Tj vrnae, [p: =de Hp, p' <2}... (1373) 
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ET MÊTHODES D'ÉVALUATION DES INTÉGRALES DEFINIES, III. M*, 25. N°. 12, 45. 


0 prSin.sr —  g—rSin.st 7 
| annen ti 03N(n Gosse) oss padre — ne H- e-P1) Sin, (r e-15) — 


gta? 
mr d_p2nHl 7 d_ p2n+l 
mn Lene Rpm eee esp eh Pip Gta]: (1374) 
En } zn dl p2n+l 
== 2 (epa + at) Sin, (r Cl) — 2 epa Tenut (— 1)” engs — 
0 
A d_ r2n+1 5 
Gen Inden, [p= (2d a], (1975) 
rSim.st — g—-TrSin.st 
B esin. (r Cos. sc). Cos.pr dr — — & (EP? HF eTP) Cos. (re-1S) + 
get 2 à 
7E 
t pe Een: Te AT o 121 jr èn, [p — 2de +p', p'<< 25}, (1376) 


dl „2n dr 


(PIPO. Eren Zen E eem Ite-taaet EME (— Ir engs, (p=2ds] „(1377) 


Za 
13. Employons enfin les développements C. P. 115 et 116, qui correspondent À la forme 

ps (w) et po (z) et où lon a #° <1, et toujours p<{c. Par la première formule les théorèmes 

IL, (182), (191), (195) et (196) fournissent : 

r Sin. sa )} de mo (a 


TE 
== D, Pr TNS —— (1 H-res)e 
gaten 200 ) 2q Er % 


Í (1-2 Cos.sa Jr? jie Cos. le Arctg. fee Ae 


0 
(T. 432, N°. 2); 
| a+ercon sur? )ia Cos. (ere Ae 


0 


r Sin. so N Cos. pe de 


TT 
1-Hr Cos. sj) qe He? menens nT 


q 


er Si Sin: pz d, 
i (LH2r Oos. sa Jr? jie Cos. le Arctg. ds \ Gael 
0 


gta? 


d 
_zezl, emt „sl, | mer, [p=ds Hp’, OSP oai (1378) 
n 0 


mr 
Lr Cos. sa: Pr Er (e-P1—ePD) (Lr e0S)a + 


nd fa mT d fa 
+ en! 5) pm gngs J ont a 1) pn engs, [p —= ds p', p<sl, evene (110) 


LU d 
dl 


(epa — PI) (1 + rees + ze De ai) rn ens +3 — e=P1 z/, )” rm grs, [p — ds] . (1350) 


TL 
Ei 
Bt par la seconde au moyen des théorèmes II, (183), (189), (201) et (202), on trouve encore: 


| (LH-2r Cos. sn dr * ia Sin, ke Arctg. 
0 


r Sin. sz | ed 


7 7) 4, 
Lr Cos.sa ba? a? 3 ((Ltreras)e 1}, (T. 482,N°. 1); 
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Hi. Mee. 25. N°, 15—15. THEORIE, PROPRIËTÉS, FORMULES DE TRANSFORMATION, 


5 Sin. sz Sin. px da 
N (LH 2r Cos. er H1* ia Sin. le Arctg. En nn = E (CPI —e PI (U Hr eT0S)e — 


0 


d d 
— zl) mens J Dem z(7 |or engs, [p —ds dp’, o<r zalen: . (1381) 
o \z Ag 


4g 
zj Sin. C dá 
il (1 + 2r Cos sv Hr? ia Sin. La Arctg. el red == Z (epa He-PI (1 Hreisje — 
0 
mT d fa T d fa 
Ei En Ei) rn gs — 7 (a er G) rn ens, [p — ds + p!, pl s | MEID (1382) 


i (er He-Pi)(1 Hre? dS om ergs — Zep = 2 on em =de. 883 
== S mmm 7 ” === pn en: 5, Z= a, 11 h3 
) re 9s)a e A, e e in nue [r s] ( ) 


Le différence des intégrales (1378) et (1381), comme la somme des autres (1379) et (1392), 
de (1380) et de (1385), nous donnera encore: 


Ee Sin. sz de 
jar Cos. sar? ia Oos [pear Ln Ì À 
0 


TU 
lr Cos. sr í qa? FE 29 ePI(14re-9s)e, . (1384) 


r Sin. st \Ì rde 
Lr Cos. se) getart En 


14. Dans les numéros précédents 7 à 13, il y a quelques résultats, qui contiennent encore 
des séries finies, séries à calculer dans Ne cas spécial; toutes ces séries ont un nombre de 


f Oteroonaetorpesin|peaaron| Zep (Lre7s)e. . (1385) 


0 


termes égal à d Jl ou à d, et commencent en général par le zéro: par conséquent, aussitôt que 
d est zéro, les sommations de O à d se composent d'un seul terme pour d zéro, en général très- 
simple, tandis que encore les sommations de zéro à d— l sont nulles. Or, ce cas se présente 
toujours lorsqu'on a p plus petit que s dans les N°. 10, 11, 13 et plus petit que rs dans les 
Numéros 9 et 12, pour des valeurs respectives de p. On obtient donc alors des résultats bien simples. 
15. Passons au groupe de théorèmes II, (203) à (219), où l'on rencontre le dénominateur 
gr —ea* au lieu de g? +? qui se trouvait dans le groupe précédent, et commengons par la 
substitution des développements C. P. 95 dans les formules II, (203), (208) et (209), (212) à 
(215); il vient: 
P | — r Oos. aa — ra Cos.asa Jrt+1 Cos. {(a—l)sr} dw nal 


en Rn NGE 
l—2r Cos.sa + 7° q_a? 2q o 
ü 
m_rSin.qs — rt Sin. aqs J ratl Sin. [(a— 1) ien (1386 
24 1— 2 Cos. gs +1? EE ) 
® 1 —r Cos. se — 1 Cos. as J rt+t1 Cos. ((a— 1) sa} Cos. pe de 
1 — 2r Cos.su + 7* ge 
0 
ne 1 — r Cos. qs — 1? Cos, ags + rtl Cos, {(a — 1) qs} 
== — Sin.p 5 —l ‚ (1387 
Td 1 — 2 Cos. qe + r° (eZ (a 1e},: (1387) 


Page 502. 


ET METHODES D'ÉVALUATION DES INTÈGRALES DEFINIES. HL. M°°“. 25. N°. 45. 


La Sin pg.(l—r0osys)—rd+1 Sin, (p—ds—e)g} +rd? Sin ((p—ds)g}—r® Cos.pq. Sinas rtl Cos.pq. Sin. {(al as} 


Ta l—2r Cos. gs? 
[p= ds Hp’, d<(a—l)s, OE plas So og ae (1388) 
® ]—rCos.er — ra Cos.asa J retlCos. ((a—l)sr} eSinpede 
| 1 — 2r Cos. sn + r° gee? 1 
0 . 
mr 1 — r Cos. gs — 7 Cos. ags + 11 Cos. {(a — 1) gs} 
—= — — Oos. — a—l)sl, 1389 
7 Cos. p1 Ee [p > (a— sl] (1389) 


— Cos. gs —r" Cos. ags tral Cos. [(a—1)gs 


= ae — Cos. {( ale 4 ‚ [p=(a—def,-(1390) 


4 1 — 2r Cos. gs Hr* 
mr Cos.pq. ne )ardtl Oos. {(p—ds—s)g rd? Cos. ((p—ds)y} —rSin.pg. Sin.ags rt+1Sin.pg.Sin.{(a—1)gs) 
mrs 1—2r Cos. qsd-r° 2 
[p= detp d<et1, p <s] MPN een (1391) 
geld rd EE Cos pg (rCos.js— 1) 4141 Gine Se drttlSin.pg Sin. (a—1)gs kt [p =d (1392) 
4 2 L—2r Cos.qs-4-r? daa] 


Ainsi le développement C. P. 96 donne par les formules II, (204), (210) et (211), et (216) à(219): 
® p Sin. se — rt Sin. as J rtl Sin, {(a — Isa} adr 
l—2r Cos.sa 4 7° qe? 


al 

—= — = DT rr Cos.ngs —= 
21 

0 


7 lars 1 — r Cos. gs — 7? Cos. ags + r4+1 Cos. ee, (1393) 


2 1 — 2 Cos. gs + 7% 
® Sin, sa — rt Sin. asa J ral Sin. {(a — Isr} q Sin. pa da 
Í 1 — 2r Cos. su Hr? en 
0 
7 r Sin. qs—r® Sin. aqs + ra+l Sin. (a — 1) qs} 
==) —lÌ 1394) 
amet. A 1 —2r Cos. gs + 7? [p2( e js}. GE 


mr — Sings. Cos.pg—rt\Sin, {(p—ds—s)g } rt +2 Sin. ((p—ds)g} +1°Sin.pg. Cos.ags—rat1Sin.pg.Cos. ((a— 1gs} 


2 Ll — 2r Cos. js + 7° 
(p= dst’, dga—l,0 <p! <sl, EN Br (1395) 
® pr Sin.sr — r° Sin, as + rat! Sin. {(a— 1)se} w Cos. pa dee 
| Ll — 2r Cos. so + 17° gea? ad 
ee 


r Sin: qs—r“Sin.ags +-1?+1 Sin. {(a— 1) gs} 
1 — 2rCos.gsd-r° 
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Ld ir +5 Sin{(a— ge) ‚ [p=(e—de},.(1397) 


II. M°*, 25. N°. 15, 16. THEORIE, PROPRIËTÉS, FORMULES DE TRANSFORMATION, 


ze »Sin.pg.Sin.gs—rdtl Cos{(p—ds—8)q}Hrd+2 Cos{ (p—ds)g }—1® Cosaqsra+l Cos.{(a—1)qs} 
id ri Een TT en 


2 1— 2r Cos. gs Hr? 

[p=dehp, dal, EE ENA EE (1398) 

EERS rd a Sin.pg.Sin.gs—rdt| Ka oee ra+lCos. ((a — gs) Ten ds, Í (1399) 
2 1—2r Cos. sr? dal 


Ir? (1 — 7°)r Cos. sx 

= DS 
1 —2r Cos. sr Hr? 1 —2r Cos. sa Hr? 
pour employer les développements C. P. 101 et 102, de sorte qu’ici p ne saurait jamais devenir 
2 e‚, qui a une valeur infinie; ainsi les théorèmes II, (203), (209), (214) et (215) fournissent: 


16. Supposons successivement q; (x) 


o lr? _qde 5 Zen r Sin. qs (1400 
1— 2r Cos.se Hr? qr a? bearn RI ale 2rCos.gs Jr?’ ) 
o 
P (lr’)r dens 3 gde hes Eeue r Sin. gs ETE nn (401) 
Vl 2rCos.sa tr? q° —a? 2 _1—2rlos.qgs hr? 
fe lr? q Cos. pe da: 
1 2rCos.so dr? gea 
0 
_ mm (Ll 7?) Sin. pg + Urd Sin, {(ds Hs — p)q} + 2 rd+2 Sin, {(p — ds) q} (1402) 
2 1— 2r Cos. gs J-r° ir 
P® (Ll—r?)rCos.se qCos.prde 
1—2r0os.sr Hr? qa 
Lj 
_ mm (L—r?)rlos.gs.Sin.pqg + (L4-r°)rd1 Sin, (ds H-s—p)g} H(LHr*)rd2Sin. {(p—ds)g} 1403) 
EEE l—2r Oos. us Jr? 13 
(dans (1402) et (1403) on a p=—=dsdp', Op! <5): 
Ole? zSinprde En 
l—2rClos.se Ar q°—z? 
0 
mr (Lr? )Cos.pg— rdt los. ((ds-F-s—p)g} H2rd+20os. {(p—ds)g} 
en ES Sippie 
2 1—2r Cos. qsd-r° (p depp S | ( ) 
zm (1 —r?) (rd — Cos. 
NN EN (1405) 
4 4 1 2r Cos. gs Jr° 
2 (l—r?)rlos.se aSin. pr da 5 
Í 1 rosen dr? qr —et 


0 
(l—r?)r Cos. gs. Cos. pg — (lr?) Cos, (dst s—p)g} H (lr?) rdt? Cos. ((p—ds)q} 


L_2r Cos. gstr° 
fe Eds PEPE of oen Wen (1406) 


7E 
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ET MÊTHODES D'ÉVALUATION DES INTEGRALES DEFINIES. HI. Mèe. 25. N°. 16, 17. 


a (ll —r°) (dl — Cos. qe. Cos.pq) 


—_p2)\rd ® 
q oen l— 2r Cos.qs J7* 


sp dalen … (1407) 


Bk 


r Sin. sz " 3 
De même la supposition pg («) — TE Er donnera d’après C. P. 98 et les 
— 2r Cos. sr 


théorèmes IT, (204), (21*), (218) et (219): 


5 rSin.se … «dw Gej (r — Cos. qs) ned _. (1408) 
1 — 2rCos.serdr° qr? 2 1 —2r Cos. gs +7° 
0 
5 r Sin. sz q Sin.pe de 
L—2r Cos. se Hr? qe 


0 


mn —r Sin.qs.Cos.pg +r4+1 Sin, (ds s—p)q} rdt2 Sin {(p —ds)g | 
2 1 — 2r Cos. qs 47° 

ed 7 Sin. sz x Cos.pu du” 
Í 1 — 2r Cos. sud 7° Per 


‚[p=dstp',p'Ss}, (1409) 


me 1 Sin pg.Sin.gs +-rd+1 Cos. {(ds-Hs—p)g} —r +2 Cos. {:ds—p)q} 
Bn ‚ [p=dsto' p'4s],- (1410 
2 1 — 2r Cos. gs 47° Ip spp <s] ( ) 


a Ur Sin. gs. Sin.pg —rt(l—r7°) 
En En Md ee ee (L411) 


17. Les développements C. P. 93 et 94, (après que nous y aurons changé p en 2se) pour 
Pz (we) — (Cos. sa)t. Cos.asz et p; (@)-— (Cos. sx)®. Sin. asz peuvent être substitués avec succès; le 
premier d’abord dans les formules II, (203), (208) et (209), (212) à (215). Seulement il faut 
observer que s doit y être remplacé par 2s, et qu’ici, en raison de la.série finie des Cons. Prél, 
se présente de nouveau le cas que p peut surpasser cs. _Dès-lors on obtient: 


Ee da 


CosdeaObe as ge, ú Sin Dnqs — — Cost qs. Sin. as L412 
st sa. Cos. EE a UR OEOOENLSEse eeb nà oe (1412) 
0 
5 qCosprde a 
Í Cos.9 sa. Cos. ast — == Sin. pg. Cos.” (ys. Cos. as, [p De 2as], NEEDE EDT (1413) 
_—_ T & ed 


0 


d - ri 
== o Con.pr-Oosrgs Sin.ags EE > (Sin (te) [p=2dsHp',dga, OZp<2s|,. (1414) 
li 5 \x == 


Cost sm. Cos. asa a —= — 5 Cos pg. Cos? qs. Cos. as, [p Dr Zas], Arre eee (1415) 
‚ 2 
5 TE TT 
ES. z Co pg. Cost qs.Cos.aqs, [p — Zas], … (1416) 
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7E . . 7 d a - 
== Nr Cos.ags. Sinas — ri = ) Cos. {(p—2ns)q}, [p= 2dstp', da, p'2s],. (1417) 


== Sin. pg.Cos.* qs.Sin. aqs + El — EE (° ) Cos. {(d— n)2gs}, [p — dd a. (1418) 


Le second peut être employé de même auprès des formules II, (204), (210) et (211), (216) à 
(219), et il vient: 


Ee EENS «do zel MEO 
| os. sv.‚Sin id En m5 lane CEROECCTDbte ste ae gea eee (1419) 
0 
ee a si q Sin.pe de En C si 5 nn 
a sa.Sin. == Cos. pg.Cos.” gs.Sin. Zaal, zo (12 
| ost svn, AST a merg 05,4 qs.Sin. aqs, lp as}, (1420) 
0 Ì 
n d SN 
Fa 5 Sin, pq-Cos.qs-Cos. AS = | js (p2ns)glfp=tdstp', da, OZp'<2s | (1421) 
zi mCos.prde 1 
N Cos. sa.Sin. as soi = 5 Sin. pg-Oos qs-Sin.aqs, [p>2as],.... (1422) 
0 
A See E Sin. pg-Cos.t s.Sin, aqs, [p = Zas], . … (1423) 


> 
= — 5 Cos. pg-Cos.21s.Cos aqs + zl) Cos. {(p—2ns)g}, [p=2dsHp', da, p'<2s],. (1424 


sr 


7” mz (a oe 
Ei Cos. pg.Cos.a qs.Cos.ags — eel + lan =  [ zeen {(d—n) 2qe}, [p=2ds, dga]. (1425) 


Lorsqu'on combine les intégrales (1413) et (1420), (1414) et (1421) par voie d'addition 
et de soustraction, on obtient: 


N q Cos. ‚ Cos. {(as — p) je} dr de 7 
Ke st Ter == — 7 Cosa gs-Sin. {p—as)g}, [p > 2as], 
0 


=— 5 Cos.qs.Sin. ((as—p) q} es 5 de ;) Sin. {(p— 2n5)q}, [p= 2ds Hp’, da, 0 <P< 2s], 


Za 
a q Cos. { (asd-p)z le 
| cees! ( EP) Ik 

han 


5 Oos. gs.Sin. {(p-Has)g}. (pt Zas, et p—=tdsp' Op <2 sdga]l; 


0 


S 


done en général pour ast p=r: 


T gdz 
| Cos. sr. Cos. ra kr 3 5 Oos. dqs Sin. rg, [ras], * .. (1426) 
q —_— Ù 


0 


d 
tn 5 Cosas Sin. rq +3 2) 1) sn „((as— Zus —r)g}, [r Zes). (1427) 


o\% 
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De même la somme et la différence des intégrales (1415) à (1418), et de (1422) à (1425) 
donnent encore: 


Á zSi L, 
Í Cosa gele ela} de EN 7 Cons qs.Cos. {(pHas)g}, [p22as et p= 2ds Ap, p= adsl, 


ge 
0 
ke vSin. —p) ex} de 
Í nd —= —5 Cos. gs.Cos. (as —p)g}, [p > Zas}, 
O&S 
0 


TE TE 
5 Cost qs.Cos. {(as — p) q} oi [p= 2as |, me gs. Cos. {(as — p)q} + 


d 
+ Eb, Ie Cos. {(p— 2n3)q}, [p= 2ds Ap’, da, p'<2s], 


a d 
= Cos qs.Cos. {(as — p)q} — in () + En Ë 


a oi 


| cos {(d —n) 2gs}, [p Rd dal; 


d'où en général: 


g $ ed, 4 
Í Cos.@ sz.Sin. ras 7 en == 5 Cosa gs.Cos. qr, [” En as]. tr te RIEN (1428) 
o 
TE TT 
in Cost qs. Cos. qr + Ben iedere #3 (1429) 


== 7 Css qs. Cos. ver DE , ‚| Cos {as—2ns—r)q}, LG fractionnaire, <a}. (1430) 


a a el 2 (1431 
== 3 Cas. qs.Cos. qr — EE 5) + En (5 os. {(as—2ns—r)g}, K entier, Za}. ) 


Dans ces dernières intégrales (1427), (1430), (1431) d est le plus grand nombre entier contenu 


as — 


r its 
dans ‚ Partout on a ie 72 <1. 


É 
18. Pour p; (w) — erCos.sr Cos. (r Sin.sx) on a, d'après C. P. 103, en premier lieu p toujours 
plus petit que c, infini; par conséquent les formules 1, (203), (209), (214) et (215) deviennent ici: 


oo 


lv rn 
erCos.sr Cos, (r Sin. sc) Ln Rs Sin.nqs — Z erCos.qs Sin. GEE OEE NES (1432) 
q° gl 2 0 ll 2 
0 
al Cos. pad 
| er Cos.sz Cos. (r Sin. ane 08. pa 5 jen 5 Oos pg.erCos-qs Sin. (r Sin. qs) ES dek ATL in {Pp — ns) q}, 
— 
0 
[rp —=ds tp, 0 SP ed s|, HAS oo BI dr (1435) 
ei «Sin.pede nd m 
Cos. a Sy == ar Cos. if ) RS Es 
| er Cos.sa Cos, (r Sin. 8) —— RE Sin.pg.e Cos.qs Sin. (r Sin. qe) AT Cos. {(p — n5)q}, 
0 
RARE PND eN nee ae Wen (1434) 
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iS 


rd 
= 3 Sin pg. Cos-qs Sin. (r Sin. DT zen SE ei a Con s {p—ns)g\, [p me dense ‚ (1435) 


Pour go (e) — e"Cossr Sin. (r Sin.sx), suivant C. P. 104, les théorèmes IL, (204), (211), (218) 
et (219) deviennent: 


ee ade 


| er Cos.sr Sin. (r Sin. ws TE 5 (1y=ertasas Gos. (Sins gs) arne an (1436) 
0 
TORE (rs. g Sin. in.pe de 7 rCos.qs QC, S, Lie 
fe in. (r Sin. sa) er =— — Sin. pg.e os. (r inge) + bj EET in. {p—ns)q}, 
0 
[p=ds EN Op < eend 0 DANE . (1437) 
2 Ci jk 
Í er Cos.sr Sin, (r Sin. rn ger pg. er Cosas Cos. (r Sin gs) + — EE nd os. {(p — xs) 4}, 
Ee 
0 
[p= ds dp’, EN RN ne (1435) 
rd ndr E: 
==, „ Ces pg. eCos-as Cos. (r Sings) an ns Em Ces {p—ns)g}, [p= ds} ..(1439) 


Encore la différence de (1433) et (1437), comme la somme de (1434) et (1438), de (1435) 
et (1439), fournit ici: h: 


| erCos.st Cos. (pa + r Sin. sa: Be 5 = 50 yCos.gs Sin. (pg + rSin.qs), (1440) 
| ge 2 
fee sa Sin. (pa + 7 Sin. oe zj TT 5 erCos.3s Cos. (pq + r Sin. q5), [p — ds + p'], (1441) 
Á —E 2 

== 5 pe Cos. {pq + r Sin.gs}, ip = ds} re NK (1442) 


19. Employons le développement C. P. 109, qui appartient à la forme @z(z); ou ya 
7 < 1, et p toujours moindre que ec; done À Yaide des théorèmes II, (203), (209), (214) et (215): 


gd e(— rn 7 Sin. gs 
ig La J-2r Cos. sor?) DE ne = ( = ) Sin. ngs — mr Arctg. hese [255] . (1443) 
0 
[255] Pour r = + 1, supposition permise ici, on trouve: 
0 : 
gea zt Sin, gs 1 1 

U{2I1 & Cos, s2)\ —= a Arctg. | | =-ngs ou —==nlge—rn), (1444, 1445 

| enen SES raro) = ar oa  grle{ ) 


0 
selon qu'on a le signe + ou — 
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Ee g0os.pede A rSin.qs \ lr) 
11 C Od —_—— =S Ì 
/ 142rCos.sad-r*) Per zCos.pg.Âreig. En zE SC (p—ns )g}.- (1446) 
0 
z Si ] "Sin. 
Za + 2r Cos, sr H 1 reen =— 1 Sin.pq. Arctg esp} 
J t° + r Cos. qs 
nde OG NPN TEN 
+ 7 he 05. {(p—ns)q}, 5 fractionnaire|, leen Oee (1447) 


S pen rSin.qs 7 AERDEN Es n DP 
== Sin. pq. Arctg. jk Tet T an lk E Cos. {(p—ns)q}, be entier]. . (1448) 


Au contraire le développement C. P. 112 appartient À la forme g(x) et donne par les formules : 
IT, (204), (211), (218) et (219): 


er [_rSin.sr UE EE 
rc == 2rC „2 44, 
| 7 ei} Hr Cos.sr) q° 2? 4 Te dae Dee 
n 

5 r Sin.sa qSin.pede Es i 8 en ze 
[eol TE ee (14 2rCosqsd-r 55 — Sin. {(p— qs)n},.(1450) 
0 

2 rSin.se \ los. prde 7 

Amin ll Eee „pg.l{1 : „Qs Og 
ij rely ere ET gep + 2r Cos.qs + 7*) 
0 

a dl—=rk ; 
— ssc (pgs) n}, [E fractionnaire |, .... (1451) 


en k zr a dr 
=— en: Cos.gsr°)— wie Sh ) Cos. (poem lE entier; . (1452) 


où p — ds Jp’ et aussi 7° < 1. 


20. Les développements C. P. 105 et 107 sont de la forme pg, et exigent que p reste 
toujours plus petit que c; les théorèmes IT, (203), (209), (214) et (215), fournissent done ici: 


Pour s —= 2p, on a 2U(l + Cos. sa) — 4 Cos? pr ou — 4 Sin.* pa, done en soustrayant lintégrale 
/ | /j ye 


Pt AE 
ET eN — (0), (Métb. 2, N°. 3), il vient: 
gt 


de 5 de 1 ie de 1 
10os.* Dent „=pm fUSin* Hr =p, doù encore: Tg pa E =S 
; 2q Elen 24 
0 0 (ij 
(T. 415, N°. 13, 14, 17). Il est curieux, que la première de ces intégrales ne dépend pas de q, ui la 
dernière de p. 
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Ien rSin.st —rSin.st e —rSin.qs— er Sin.qs 
| al ren Cos.(rCos.sr)dau= — E Dn Sin Mp Sin.(rCos.qs),. (1453) 
A ge gol q 2 
0 riSin.st —rSin.sr rSin.qs — g-rSin.qgs 
arke Sin. (r Cos. sr) de == EE nn Cos (ODE ste ee he ene (1454) 
qe? q 2 
riSin.st —r Sins —rSin.gs „Sin. qs 
fn in dk — Cos. (r Cos. sa). Cos.pe de —= Te n (r Cos. qs). Cos. pq + 
qa? 4 2 
mn d ron 
JE 5 = En Ir Sin. {(p—2ns)q}, [pv = dst’ ee PE (1455) 
‚Sins rSin.st a erSings — e—rSin-gs 
ik in. (r Cos. sa). Cos. pa de = — ze s. (r Cos. qs). Cos. pq +- 
q° — U q pd 
a d rant 


ts Ze ("Sin (pms — sa}, [p= desh ps p'Se}, - (1456) 


fe grsin.st + e—=rSin.st e—rSin.gs — erSin.gs 


« Cos. (r Cos. se). Sin. pe de —= 7 Cos. (r Cos. qs). Sin. pq — 


q? ern! zm? 2 
& pan 
7 = jean (— 1) Cos. {(p — Uns) q}, [p —= Us t-p, PZ gal: . (1457) 
e-rSin.gs_— erSin.qs zr —r?jd d yn 
== 5 Cos.(rCos.q5).Sin pag ed en B il nOos.{(p—2ns)q}, n= 2ds |. (1458 
0 prSin.sr —rSin.st erSin.qs — g—rSin.gs 
| ee Sin. (r Cos. sv). Sin. pede — 7 PEN Sin. (r Cos. qs). Sin. pq — 
qe 
d_p2ntl 
EE et jr Cos. ((p—2us—s) a}, [p= (2d 4 Is He, p <23]. «…. … (1459) 
erSings — grSings ar (—r?° yd 
== 7 ir A (r Cos. qs). Sin. pg + — an 
d_ p2n+l 
— an ni 1)» Cos. {(p — Uns — s)g}, [p — (2d + Dsl. (1460) 


Encore a-t-on les développements analogues C. P. 106 et 108, qui sont de la forme Po (@). 
de sorte que par leur usage les théorèmes IL, (204), (211), (218) et (219) deviennent: 


rSin.st_—_ g—rSin.st rSin.gs —r Sings 
jÈ Fr « Cos. (r Cos. sa) da == 7 ik Oos. Te Eeen Sin. (r Cos. DIN (1461) 


ga 2 
0 4 
0 rSin.st —rSin.sr CorSin.qs —rSin qs 
en _— 6 % grau g -L e q 
rr Sin. (r Cos. er) de = 7 A 5: Cos. (r Cos. qs) — | ze ere sd LAGEN 
qa? 2 ì 
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0 rSin.st — e-rSin.sr Sin qs —rSin gs 
Í E z 5 E Cas. (r Cos. sa). Sin. pz de — EEE ee Sin. (r Cos. qs). Sin. pq + 
OI he « q- rd 
d rn 
ner d 
— rn el ne 1)" Sin. {(p — Ans —8)q}, [p —= (2d 4 Is 4 pp Zale (1463) 
0 orSin.sr —_ p—rSin.st rSin.qs —rSin.gs : 
Í ee Sin. (r Cos. sx). Sin. pdr — de Cos. (r Cos. qs). Sin. pg — 
illa dj ed 
a d y2n f : 
ei a ET (— 1): Sin. {p — 2ns)q}, [r. — ds 4 p, P' 2e], DORE elen rote (1464) 
W rSin.sa — g—rSin.ST Sings —rSin.qs 
Í ee x Cos. (r Cos. sx). Cos.pade — —n : Bes Sin. (r Cos. qs)}. Cos. pq + 
gE 5 
d f2n+1 3 ; 
LEE ran U Sin ((p — Sade [p= (2dH1)s Hp, p'<2s|. .… (1465) 
erSin.gs Je-—rSin.gs nr (— r2jd d_ nt 2 
ET Sun. (rCos. gs). Cos. p= DEE TI 7 1)" Sin. {(p—2ns—s)g}, 
lo (2d Wel eter (1466) 
0 orsSin.sr — p—riSin.ST erSin.gs erSinqs 
Í eenn « Sin. (r Cos. sz). Cos. prda —= 7 TE Sin. (r Cos. qe). Cos. py — 
gr? 
d ?2n 
— kier An — It Sin. {(p — 23) 7}, [p —= ds Hp, p'< 2], MORREN OR (1467) 
erSin.qs J-p—rSin.gs _—_r?\d d p2n 
IE en. (rCos.gs).Cos.pq — Ed an Se ySin. {(p—2ns)q}.[p=2ds]. (1468) 


21. Enfin il nous reste encore À employer les développements C. P, 115 et 116, dont le 


premier prend la forme p;(z), où r?* <1 et p toujours <e, qui y est infini; done par les 
théovèmes IL, (203), (209), (214) et (215) : 


k (1 + 2r Oos. se H 17° )ia Cos. he Arctg. a: BE \} Ee == ee 5) rm Sin. nsq — 
G n 


lr Cos. sr gt? 0 
7 "Sin. gs \ 
5 + 2r Cos. qs + r*jie Sin. je reu, of Rr oe (1469) 
ej, rSin.se \} g Oos. prde 
1 2 Cos.sa H r*)le Cos. Va Arc. = 
| + 2r Cos. sa + r°) ik retg el Een: 
7 6 [_rSin.qs _\À nd 8 p 
== — (1 + 2r Oos. ge + 72 )da Sin, ja Arctg.) | 4 „Cos. 3 rm Sin. {(p — ns) q}, 
a + 2r Cos. q8 + 7? )ie Sin Ik Tren) os Pyt 5 Bain { )a} 
[» depp s]. RW et (1470) 
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r Sin. sa | | 7Sin.pz da 


„sa + r°)ie Cos. Ue == 
| (Ll + 2 Cos. sa H 17° ie Cos ke Arctg 5 Tap Re 
0 


Sin.g: d 
== =( + 2r Cos.gs + r°)ie Sin, ke Arctg. : a „Sin.pg —isl5) r" Cos. {(p—n3) 9}, 


p= depp ale eee (1471) 

Sin. \ nt) 
== 5 (14-27 Cos.gshr* jie Soa Arclg. a | „Sin pta Gr ak Cos. {(p—nus)g}, 
ed Ad ed ee (1472) 


Le second développement C. 116 est de la forme go (@), où encore 7? <1, p<e, et donne au 
moyen des théorèmes IF, (204), (211), (218) et (219): 


Í (1 + 2r Cos. so J 7°)ie Sin, 6 Arctg. | 


0 


r Sin. sz xda 
1 + r Cos. sz | 


qe 


en 3 rSin.gs \! t3 
Tin [1 — (1 + 2r Cos.gs + r°) te Cos. hear. rans k rea AS) 
5 8 rSin.se \} g Sin. pede 
1 4 2 r Oos. ke Sin. [a Aron. on 
IK + 2r Cos. sa J- r°)ie Sin, ja en anl En 
0 
== id + 2r Cos. gs Jr? )la Cos. le Arctg. De Lsmmt5E TN ee Sin. {(p —ns)q} 
2 l + r Cos. gs 2 o\z Air à 
[p—det ps pslanr «ee mers aleer (LA 
2 af rSin.se \} zCos.prde 
/ (1 + 2r Cos. st + r2)ia Sin. 1 dn Pen == 
0 


7 Sin. md 
== 3 (1 + 2r Cos.qs + 1? )i Cos. ie ara en ) „Cos. pq + Se () rn Cos. {(p —ns)g}, 
o 


14 r Cos. qs 
Ip=dstp, P's}, ener ee he (1475) 
7 "Sin. \ 
= Sa 27 Cos. qs + 1*)ia Cos. le Aretg. Ë ne rCongs)|” 2220 +3 (5) rd JH 


nz d 
mr Er 5) zr" Cos. {(p — n5)q}» [p = ds} snelde oe 2 (1476) 


La combinaison des intégrales (1470) et (1474) par voie de soustraction et celle des intégrales 
(1471) et (1475), et de (1472) et (1476) par voie d'addition fournissent encore: 


za Sinse \| qde 
l 2r Cos. sí 2)la Oos. Ipa Arectg. As == 
| (L + 2r Cos, se J r*)da Cos lan 7 iedee Td 
0 
7 Sin. 
= zq + 2r Cos. qs + r° ha Sin. (a+ a Arctg. Be ie Ae hen (1477) 


ET METHODES D’ÉVALUATION DES INTEGRALES DÉFINIES, ÏIL. M*, 25. N°. 21 —925. 


1 Sin. sr \ vd 


1 +7 Cos. Eat grt? 


| (LH 2rr Cos. sr + r°)ia Sin, 7 Ja Aretg. == 
0 
r Sings 


ea 5 + Ur Oos. gs H 17°)He Cos. Íot si, döneig. ME 


Pp : . 
i [- fractionnaire | ‚ (1478) 
s 


TREE pr „ta Oos. | el OENE 
= ader Cos. qs+-1 EE Tarek Ene 5 4 1, [ entier, =d], . (1479) 


22. Quant aux intégrales obtenues aux N°. 15 à 21, il y a la même observation à faire qu'au 
N°. 14, car les séries que ces valeurs contiennent parfois sont toutes finies, et peuvent ainsi aisé- 
ment être calculeés: mais en outre elles s’Évanouissent ou se réduisent à un seul terme, toutes les fois 
que lon a p plus petit que s daus les numéros 18, 19, 21, et plus petit que 2s dans les numéros 17 et 20. 
Les intégrales déduites ici N° 7 à 21 sont toutes nouvelles à lexeeption de quelques-unes, 
mais elles sont assez intéressantes pour mériter une place, surtout en ce qu'elles font connaître 
Pinfluence, que peut avoir une relation entre les constantes d'une intégrale définie: influence, qui 
est tout autre auprès d'intégrales de même forme, et qui même s'y annule quelquefois, sans qu'il 
soit facile de présager ces divers faits. 
23. Applications de II, (222), (223). Pour g(«@) — (1 4-ra)-t on a par II, (222): 
1 gpl(1 — gal DAE zal prik 
Í me sarde: ED ag pF pe 


1, (FE. 4, N°. 16), d'où pour a—= pt g: 


niel ke B 1 r)-P, (T. 4, N° 15 lle-cì devient gd 
L == E] r ms ’ 5 ) C à 
Í (Lrapta CP (p‚q) (Ll + hg US deo en 19 


comme alors B(p,g) — Sin. pr (voyez Méth. 4, N° 6, Note, form. B): 


Oan rd 7 ls 1 
== ERE ON: 00): Pour 9 ‚p=ldsr= rt? 
Eene re Geenen a roken 
0 
vis da [24s ls) (lr) (1 4r)s 
encore: — B 3) (UE Ei) 
| [a —r* (Le) \ 2 2 ) 278 GEE 
0 
Pour la méme valeur de g(w) la formule II, (223) nous donne: 
Oer Pl de 1 A ga! p”/1 5 En 
| q Fra) == p (p) ë Ln 7 Keener vide Orteintet ef fen ee ( c ) 


0 


La substitution des développements C. P. 67 et 68 dans le théorème Il, (223) fait Évanouir les 
Aan+1 et les Aan respectivement, et l'on obtient: 


0 12/1 \ / 0 L2nH1j1 
0 


[256] Pour p entier on trouve cette dernière intégrale T. 586, N°, 11. 
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en Cos.rada—=T (p) pi (2) jv Sin.rade= T Ee ) [256]. 
ig u qe q 
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UL. M°“, 25. N°. 25, 24. THÉORIE, PROPRIËTÉS, FORMULES DE TRANSFORMATION, 


Prenez-y 7 — agt, employez les développements C. P. 63 et 64, remettez la valeur de a, il vient: 


8 Canel fr gp VSin. rade —T (p) Cam 


e1E opl Cos. ra de =T (e) : 7 ; nd : ; 
L 2(r*Hq*)P 2i(r* 49°)? 
0 


(T. 356, N° 19 et 15), d'où encore pour r — g Tang.«: 


if €74 Pl Cos. (qe Tang. «) de — q-PT (p) Cosa. Cos. pa, / e-1t aP—l Sin. (qe Tang. «) de —= 
a û . 


— q PT (q)CosPa. Sin. pa. (T. 386, N°. 20 et 16). [257]. 
Pour g(e) —= Cos.(2y/ ra) les théorèmes II, (222) et (223) deviennent: 


| rul — el Cos. (2/1) dee — B ws EE Een (4r)’, . . . . (1481) 
Í ete aP1 Coe (2 re) de = E T (p) 5 en Ee BE en (1482) 
Pour le b5 spécial de p —= Jon acquiert: 
jo 11 Cos. Vr — B(4,9) Ee ne He Me (1483) 
0 


1x 1 o(—lj /r\n Berle 
ee ergs ) =ú js, (T. 398, N° 8). Chargeant ret zen 
1 q 


go 

eT1t Coe (U/ rx) — 
Í ( rz) Ve Wa 0 1/1 
0 


Org CDE op. 192, N27), 


1 IE 
Proet? re: L—z?)4l Cos. (2e) de —= — 
eet oma moore: (merit! Canard dS vig 
0 


co 4 1 En - e 
j} €—4F Cos. (2r2) de — 5e ve (T. 230, N°. 3). [258]. 
2 q 


0 
24. Substituez dans la formule Il, (224) les développements C. P. 97 et 98 et vous aurez : 


Dale ra Coe.d La evt 
Í iT À en (1484) 
0 


1— ra Oos.h Jr x (p + n)1 
0 
al "xe Sin. A TALL n ì 
dE (1485) 
1 — Ara Cos. A Hr? © o(p + n)7 


A l'aide des développements C. P. 83, 85 le théorème II, (225) conduit aux résultats suivants: 


[257] On a trouvé d'autres formes de ces intégrales Méth. 18, N° 11. 
(258) Sur une autre déduction voyez Méth, 24, N°. 3, Méth. 32, N° 8, Méth. 43, N°. 4, 
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7 : Ln de (Js Vn 
Í Cos. {(p +9) 22} Sin plz. Cos?al ude — 5 B(p, n= len rt EINE [259], = 
0 


_ 1T(p)F(9) Plat i)j/r F(pd-5) __ F(2p)T (29) 
> 2 T(p+9) en P(t—p) P(S4p)  T(2p +20) 


Cos. pr, [260], et de même 


Ef T (2p) T (29) 
Sin. 2d. Sin pl #, Cos.24 AE eN Sin. pg. (T. 57, N° 9, 10). [261 
Í (p +9) 2e} rep +2) STP ). [261]. 
0 


Pour p, (z) — Cos.rz, q au lieu de 2g et 2p — 1, le même théorème fournit À l'aide De mêmes 


17 7E in 
réductions: f__ Cos.t-1 a. Cos.rade — (@) (MAR 55r NE. t6)P [2627]: 
27 qr 1 lar dl 
5 r B 
zker 
n 1 
Prenons encore dans le théorème II, (236), O, —= Ik c'est-à-dire g (@) — Mir =— 2"%, alors il vient: 
1 TN gl ij 2 rr q” 1 
UE |L Dn = ET Nn ARNE ONS PO € 
| 4 5) % da ID (q) 2 ol 1 (p + n)a+n (1486) 
0 


25. Lorsqu'on suppose p(2pr) — Sin.2pz, on a g°”(0) —= 0, g+1(0) = (— 1)"; de 
même pour p(2pz) — Cos.2pz on a p(0) — (— 17, g2r+1(0) == 0. Quand maintenant on 
tient compte de ces remarques, les théorèmes IT, (240) Àà (247) donnent successivement: 


s 5 3 E 5 en (2p)nr1 (—1)® Aen 
Í in. Wrede (la) = oR Be on ent wg (LAST) 
0 

1 TT @ p2n (—1l)” 

Car Vond A= Tj sti sed 9 EE ee 1488 
| os. 2pr de ( 1) 25 AAD a +1 ( ) 


0 


[259] C. F. Gavsz, Comment. Soc. Reg. Seient. Gottingensis. Vol. 2 ad Ann. 1811—1813, p. 1-46. 
Disquisitiones generales circa seriem infinitam, pag. 28. 


[260] Parce que T(p — IT (p +J) — 
den 


g2r—l 


= (Méth. 4, N°, 6. Note, form. B) et 
Sin. ee +1) 7} 


). Pour un r entier cette formule se tire aisément de Péquation D de 


BOE) — 


bedr Lei2 j2e—1,l 
Méth. 4, N°. 6. Note, car alors T (a)T (a — ! 


be Tr 
[261] Autrement déduites Méth. 17, N°. 20, 


[262] Que l'on trouvera aussi Méth. 37, N° 12, Méth. 38, N°. 7. 


*) ScHLöMILCH, Analytische Studien, Bd. I,S. 25. 
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‘Sin. 2 de sE je 1459 
Í RT EE (IR heb ts (1489) 
0 

‘Cos.2 2 EN, 1490 
Í os. Ae zE nmr \WErO: ol 13 Bec Ter lo ren OERC ( ) 
o 


oo 
Ik Cos. 2pz.e* de = a. Si Tj ir =ef/n, | Sin.2pa.e-” de — 0, (T. 236, N°. 6,3), 


Zj — 0 


En Intl ’ 
fee 2pt.eFade=p/r.E ET ee 2pa. et ade =O, : (1492) 
o / 
laan eee Sep Gees ‘Sin. 2Upx.e da =S (apert (—1)" MENE 
0 1H4p? d 1 + Ap? 
0 0 
(T. 278, N°. 6, 7). [263]. 
oo 1 oo 31,2 ES 32n—- 1/2 
Sin. Wpav.etda/ e= Vr (Lp) (— IP = ves pertl (—1)", . (1493) 
2 0 Q2n+-1j2 go L2n+tL1 
0 
0 En /2 
| Cos. px.e-tdap/ e= Vas TD atd Cr 17, NAS orde (1494) 
nj 
0 
Ee vr lee Bee R, OE. 
Í in. 2pc.e em Vn. : Ten? (SN Ee es ( ) 
0 
oo GS 12n/2 
Í os. pt. ee Vn. nbr ee ien orecptoidisd crd ie (1496) 
0 
1 n (2p)2n+1 
TNO A IAN fe d 
Í Sin. pr. lede = en en +1)? Tani Wee en EE (1497) 
“0 


(2p)2” 
(2n + 1)? 12n/1 


1 ed 
Í Cos, 2pa. lada = — DX 
0 


0 


1 
— 1" = — — Si (27). (T. 301, N°. 1). 
I= — Sr) ( ) 


[263] Déjà trouvée plus généralement, Méth. 4, N°. 11. 


AE 
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SECTION CINQUIEÈME. 


MÉTHODES, QUI RAMÈNENT A DES ÉQUATIONS DIFFÉRENTIELLES. 


$ 1. MÁTHODE 24, PAR UNE ÉQUATION DIFFÉRENTIELLE DU PREMIER ORDRE. 


1. Lorsqu'il est permis, d'après N° 30 de la Première Partie, de différentier une intégrale 
définie 1 par rapport à une constante queleonque p, il se peut que l'on tombe sur une intégrale 


3 : 3 e et Ed EN 
définie qui est connue d'autre part: et dans ce cas on obtient Péquation 5 jip) Ork 


tégration de cette Équation par rapport à p nous reconduit alors vers l'intégrale primitive [: c'est 
8 1 PI Pp 5 

la Méthode précédente dixième. Mais en second lieu la différentiation par rapport à la constante 
p peut donner une intégrale, dont la valeur n'est pas connue, mais qui est une fonction quel- 


8 nn: di 3 re 
conque de Yintégrale primitive: alors on a AE —=f(D 4 (p), Équation différentielle du pre- 
ap. 
mier ordre. Il nous reste À lintégrer; et si cela nous réussit, nous trouvons tant Iintégrale 
re ‚ Ae - 
1, que sa différentielle oe: lorsque au contraire cette intégration ne réussit pas, on n'a qu'une 


relation entre une équation différentielle et son intégrale sous forme d'une intégrale définie. En 
tous cas la dernière intégration implique l'addition d'une constante arbitraire; sa détermination 
donne lieu ici aux mêmes Dee, qu'au N°. 1, de Méth. 10. [264]. 


he dl Et | eN 
2. Lintégrale l == me d de ME — fe ù =-—2g aj dy, 
dq x q 
u 
dl dl d 
par la ‘substitution de # —= RON done 21, d'où Tib — 2dg: son intégrale est 
y 1 


go 5 1 
I= —2qg+C, I=Ce-?. Pour q zéro on a (Méth. 4, N°. 7): | Gidi SVE === td 


td 1 ef ‘de IL 
done: ak z dake a(10, N22) 2 n= if Pr 498) 


[264] De cette méthode, comme des deux suivantes il a été fait un usage fréquent et utile dans les 
deux Mémoires de Heumune: Transformation und Ausmittelaug bestimmter Integrale. Dorpat. LAAKMAN. 
1851. 35 S, 4°. — Transformation und Ausmittelung bestimmter Integrale mit besonderer Rücksicht auf 
grössere Werthe der Gränzen und implizirten Constanten. Mitau. Reyner, 1854, IV et 146. S, 4? 

[265] Voyez encore Méth. 17, N°, 18. 
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Er du 1 Ee 
e 7 De == z/n (FT: 126,,NP6): 1266. 


d'où pour & —= u: | 
0 
0 ei dI ls] Nn 1 Ie +] 
3. Pour I fers Cos.2gedz on ek fer sina rde —= sena de Pt — 
q 2 
0 0 


1 EL Inr Eee) 1 — 29 : B 
D: [er** Sin. 2 ii 2q Í ePE Cos. Ue de] Eri (0—2g 1) = rk IL, puisque le terme in- 
0 


tégré sévanouit pour les deux limites O et oo de zr, e-Pt Étant zéro pour # — oe, et Singer 


5 ….… dL —2gdg kt q? ECE 
zéro avee z. On en déduit A d'où par lintégration : I= JC, I=z=Ce p?. 
Or, pour g zéro Méth. 4, N° 7, donne: fien de — en — Ce! SO! done: 
sp 


0 
2 


En: ge 
I= Í ep * Cos.Ugadr == e p/m. (L, 280, N° 4). [267]. 
ln 
0 


OE, q ao 10 2 
[266] On pourrait aussi la déterminer par Méth. 7: je di ef a (e8) dr. Mais 
0 0 
la substitution de a =—= 2 donne un minimum pour z= 2 W/g, entre les deux limites +-oo et +-o de 
Kij 


z: et il faut substituer dès-lors dans les deux intégrales partielles par rapport à z entre les limites oo à 


1 1 
Zg et U/g Àà o, respectivement de —= vz de et de 5 ie EE de. 
2 (et —Ap*) 2 UW (e*—Ap*) 


ao 5 q° ES g\2 
. B e wen gras tt —_f Ts 
Toutefois on peut aisément éviter cette difieulté en écrivant Í e 22 dae —= nf ( 2) de: 
0 
oes q RE Ref mn 
la substitution de #—= — 2 donne à présent — oo et + oe comme limites de z, sans aucun minimum 
TL 


intermédiaire, 


(267) Autrement déduite Méth. 23, N°. 3, 23 et Méth. 32, N°. 8, Méth. 43, N°. 10. Laplace la 
déduit encore au moyen de Pexpression imaginaire de Cos. 2ga comme suit: 


1 ied 1 Ve 1 0 

22 ; EME 2? 5 

I= fp epe (e2azide td) dp == f ePEHatide de fp ep TLE da. 

2 2 2 

0 0 

Ber q. do: qi q. 1 

Dans la première il prend padi ==, avec les limites —_ Leto de y, dans la seconde pz ER == 2 avec d 

p p Pp Pp 

et co comme limites de z, Or, il mest pas évident que pour « infini on puisse prendre les limites supé- 
rieures de y et de z réelles et infinies: mais lorsqu’on passe cette objection sous silence, il vient: 
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ll. 1 ij 
== f erP't° Sin. 2e. ede = Ne 7 Vn. (L. 389, N°. 3). [268]. 
PSD dg 2p° 
» Cos. pede li Pv Sin, pede mn 
4, Soit I= —, d'où — == — | —; transformons cette intégrale par la 
get CS op ge 
AAE 
Méthode 18, à l'aide de Yintégrale de Méth. 4, N° 11, il vient: DD == ee Pe aofen Cos. gy dy = 
0 
Bel ke) hd \ 0 S. dz 
=— Í Cos. qu a | et Sin. pede —= — | Cos. qy dy En == | A — — gl, 
0 0 0 0 
» , 5 ge dl 
par Vintégrale de Méth. 4, N°, 11 et la substitution de gy — pe. Par conséquent rr 
t U NCM CAH et 6 en TC, il vient 
e == — pt e= Gets co our p zér a: nn ens 
Pa et comme pour p zéro on a | EE 
® Cos. pad dI ® x Sin. pede 
gn GE) 
ge +? 2q dp qed? 2 
® Cos.prda dl xSin.ped dl 
il Oe doitiel —Â egel PSE On en déduit: 2q Sin. pg. 142 Cos. pq — 
tz? dp q— dp 


_— Ù 


b Ien an pq. Cos. per — Ux Cos. pg. Sin. Pe in {p (q—e)} af 5 {pla d2)} ae 
Oi mate } gte 


mais quand on suppose dans ces intégrales respectivement &—gq=gy et w +q==z, leur somme 


re ee ee he pede ef (5 Sin. pydy ee 
4 


’ 


u z y z 
—e/ q 0 | 
a 
1 ag oo wo p 1 Sa (e) 0 p 
Iep? edy H fe de == erf er dy | et dy | e zl ; 
2p À 2p s ij 
qî 4 “ qi 
EL 0 fl 0 
Pp DP p 
comme ces deux dernières intégrales se détruisent par la substitution de z =— v, et que la première a 


été Évaluée Méth. 4, N°, 7, il en résulte la valeur trouvée dans le texte. 


[268] Comme on trouve aussi Méth. 43, N°, 6, Pour z? — y, p? — p il vient: 


ze ge 5 
ebr Sin. (2qy/ x)de =—e py — (T. 278, N°. 13). 
p gip 
0 
[269] Que Fon a autrement déduite, Méth. 5, N°. 8, Méth. 18, N°. 4, 8, Méth. 25, N°. 2, Méth. 
38, N°. 3, Méth, 42, N°. 2, Méth. 43, N°. 14. : 
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or, comme ces deux dernières intégrales se détruisent (quand on suppose == —v) el que la première a été 


dl 
donnée Méth. 6, N°. 5, il vient: 2q Sin.pq.I + 2 Cos. Lenn Pour intégrer cette Équation différen- 
ji 
f Í \ - dI 
tielle, supposez : L — P Cos. pg (où P est une fonction encore inconnue de p), alors in qP Sin. pg + 
2 
dP Á } k EN dP 
+ Cos. pg oe et par conséquent zr — 24 Sin, pg. P Cos. pg + 2 Cos. pg. (— q P Sin. pq + Cos. pq To == 
P AE 


dP d 
== lim Gna Zn Da Tang.pg +C, 1 = LE Sin. py C Cos. pq. Pour 
dp 2q 2q 


2 Cos.* pq 
ne 2 : ® Cos. pa de 
la valeur spéciale zéro de p, T est nul, et par suite C s'annule; done on a: 1 —= A nn 
qe 
ij 
7 11 Pz Sin. pe da 
pg if ZEE Hoe pg (TS 065 Nese dend 
2q dp ge? 2 
0 sé a 
6. Pour l'intégrale =| e(phade grlde, on ak ET if e Wte or de —= 
[4 
0 0 
de [ere Wwtair}. etadear de] hi 
== ip ed PtDE [rare Pradeh nr fet gr ide |= LG idanei 
Bl pt! 0 ĳ pt qì Ì 
0 
ete: Up + qì) +0, 1 Eed gen 
in „Ul = rl (p + gi ‚, I= — —_: Dans le cas de q zéro, cette équation devien 
pq (pt gi) 
E C je ING 
à Yaide de Méth. 3, N°. 7: EOL gone: fl etermenr=lde= Oe (1 118, N00). [RIN 
RN ‚ wi)" 
1. Par les intégrales de Méth. 18, N° 6 on trouve: 
ebr Stna(bip iq) di ORT Heel en s (1499) 


0 


Moultipliez par e-?dq, intégrez entre les limites a et oo,et vous aurez: 


[270] Sur une autre déduction voyez Méth. 9, N°. 10, Méth. 25, N°. 3, Méth. 43, N°. 14, 


[211] Autrement déduite Méth. 18, N°. 2. On la trouve encore sous une forme différente: 


ki A : T ( AR 
e-ptgijr yr=l dt —= OER (p— gr en EE rid dp, (d'après C. P, 18 et 25), 
6 eh vips gr) 


0 
(LLTB SN TS): 
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ET MÊTHODES D'ÉVALUATION DES INTEGRALES DÉFINIES. III. M°°, 24, 25. N°. 7.1, 2. 


ie 5 5 Sin. qa — Cos. qa 
Ul em Bn GAN | HE Ús Le ei SE ee 
2 2 14? 
0 0 


x Cos. 5 — ze) — Sin. 5 - ze) 


— @ Cos. qa — Sin. qe) 1» 
ed pede za [aoe 4 
2 14e { l 4e? 
gqgz=a 5 a 
ke} 5 ae 
—= | arldel— et). Glee) me ERE vt (1500) 
1 Ha? 
o pd; 1 de 
Maintenant soit: TL —= f Sin. (} pm — at) en sd Mn Se “oost Pr — ae), ZE 
à 14e? da 6 r 
0 ‘0 
dl fi 
par la formule obtenue: [ + ee gE — — da, UI = C'—a, I= Ce. Pour a zéro on 
da Ì 
B Parlde … pr DTE Pr 
a d'après Méth.. 22, N°, 12: C —= Sin. — — Sin. — . — Cosec. — — —, done: 
ee 2 2 2 2 2 
5: aplde e dus ge ar da Benne 
nn den == —eT, s.(Lpr—a; —= —ert. ([. 204, 
| in. (} pr En an Wer os. (Ì pr OE ae ( 
0 


N°. 14, 15). Au fond ces deux intégrales ne diffêrent pas. 


$ 2. MmÁÉrHopr 2D. PAR UNE ÉQUATION DIFFÉRENTIELLE DUN 
ORDRE SUPÉRIEUR. 


1. Il arrive souvent qu'une seule différentiation par rapport à une constante ne suffise pas 
pour obtenir une relation entre Vintégrale définie primitive et sa différentielle, de sorte qu'il faut avoir 
recours à des différentiations réitérées. Dès-lors Ja relation, lorsqu'on en obtient une, aura la forme 
d'une Équation diftérentielle d'un ordre supérieur, et ne mènera À la valeur de l'intégrale primitive 
que dans le cas où on sait l'intégrer. [272]. 


Nn ® Sin:pe de d'où d1 ® Cos. pa da 5 d° 1 ® x Sin. pe de 
. DO == TE ts == nd 5 3 == 
| tete’ dp Ë get Capt gehe 
de “Sin. pede (_ q ij ti ge (a) 
P lg? rapt 9 … . . . 


[272] Consultez sur cette méthode le Mémoire de PorssoN „sur les intégrales définies et sur la som- 
mation des suites” dans le Journal de l’Kcole Polytechnique, Cah. 16, p. 215—246, Cah. 17, p. 612—613, 
Cah. 18, p. 295— 341, Cah. 19, p. 404—509, Cah. 20, p. 222—248. 
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HI. M°°. 25. N°. 2, 5. THEORIE, PROPRIËTÉS, FORMULES DE TRANSFORMATLON, 
2 


dĲ «di 
(selon que p est > ou < 0) d'après Méth. 21, N° 3. On en tire: Anrd =2g Ld ad 
P 1 


dI\? 
et en intégrant: 5) =gql? Eal4C. Avant daller plus loin, déterminons la constante C par 
p 


dI Kade 7 

la supposition de p zéro; dans ee cas I est zéro et B Ke re = A (Méth. 1, N° 3), 
Ld 2 dI\? TE dI 7 

done: =—= 0 0 HC et par conséquent: qa | id Or == rse giigen af 
29 dp 29 dp 29 

dispöser ainsi des signes, puisque pour p zéro et 1 zéro, \'équation doit être identique. Maintenant on a: 

F qQ dl 2 5 7 1 IA 1 

= == z- gdp, et par l'intégration : l DAT ql |= pg, d'où encore: EE gLS OC; eFPI. 

Bek E , 

1 


7 z f IT 7E 
Prenons de rechef p zéro pour déterminer la constante C‚,‚ il vient, à cause de I zéro: — —=C ; 


29 
TE ® Sin.pe de 7E 8 En f d1 
ban et apr RIN" 1823, = 
ie d. dln; Si de 
ae Cos. Cos. pr UL Nij et he { Pr in pear == ee (Tr: 205, N°. 5, 6), [274], e 
Pl dp? ian 2 
0 


où les signes supérieurs servent pour un p positif, les signes inférieurs au contraire pour un p négatif, 
Lorsqu'on a acquis la formule (a), on voudrait peut-être différentier encore une fois par rap- 


6 sli le t tant &S ze te 

Ù e CO € == TT ze 2, EN Ene H 

port à p, pour éliminer erme constan upposons 5 il vien ap ip gras 
lz dz n 2 dz d?1 

d'où 2 ae ed — 2q° ede, et en intégrant: |— |= g*z* EC: Or, comme Ee s'annule 
dp dp dp dp dp? 


avee p‚ C ne s’'annule plus, ce qui pourtant est nécessaire; cela tient À la cireonstance que la 
troisième différentiation de 1 n'est plus permise, en ce quelle introduit une intégrale infinie; con- 
sultez à ce sujet N°. 30 de la Première Partie. 


® Sin.pe dz dI ®Cos pede d° 1 Pa Sin. pede 
EOUDM en OUNTOUVE Te Ee == — = 
It dp qr dp? qe 
9 Si la 7 k f 
= ed nd en == En [, suivant Méth. 21, N°. 3. Bindt on en déduit: 
x | q° EN le 0 


(2713) Déjà trouvée Méth. 18, N°. 4; encore Meth. 43, N°, 14 
(274) Autrement déduites Méth. 5, N°. 8, Méth. 18, N°. 4, 8, Méth. 24, N°. 4, Méth. 38, N°. 3 
Méth. 42, N°. 2, Méth. 43, N°. 14. 
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ET MÉTHODES D'ÉVALUATION DES INTEGRALES DEFINIES. III. M*“ 25. N°. 5, 4. 


al dI dI\? 5. 
2d —=ndl—2g* Ldl, d'où par intégration |—) —al—g? 1? +C. La supposition de 
dp dp dp 


dl dI 
p —0 donne: ir 0 (Méth. 2, N° 3) et I= 0, done C—=0, et par suite — — (a 1I—g* 1?), 
J dp 


1 Tee 
da 5 =dp, ou en intégrant: C + p=—=— Arcsin. 1 EE 
/ (r1—g 1) q 


Soit encore p zéro, il vient — == n Sin.C, d'où C= == et enfin 29° I—n — 7 Sin.(pq — } 71) = 


‚ 2q° 1 — n= a Sin. (pq + C). 


Dn 
== — mlos.pg; Cest-d-dire T — | 5 en a — Oos.pq), (U. 212, N° 11), 


Sin.pg, — =—r Cos pg. (T. 206, N°. 2, 1). [275]. 


dI__ f°Cospede sf @ Sin. pe de 
gt 


dp Á ge? "29 dp* 


ePrde 
z2 


Pryde d°I Pig? da ee / 2 l 
== en Eds == md —= ePeda gs ME = gg? J. Pour in- 
geet opt | qe? q | 
0 0 


‚ on trouve: 


4. Torsqu'on applique cette méthode à lintégrale I Dee 


sl 5 


tégrer cette équation différentielle, où les variables ne sont plus séparées, comnfe 
dent, supposons 1 == ySin.pg + 2Cos.pg, où y et z soient des fonctions incoì 


N°. précé- 

s de p; on 

Bg 0) ano roroas vid dy dz 

en déduit par différentiation: — — qy Cos. pq — qz Sin. pg + Sin. pq — + Cos. pg —. Beisqu’on peut 
dp dp dp 


he de Pune des deux inconnues y et z, sìmplifions \équation préeédente par la supposition 


dl 
Sin. me + Cos. e= =— 0 (a), il reste: enk) Cos. pg — qz Sin. pg; différentions-la encore une 
SD 
d° 1 dz 
fois par rapport à p et nous aurons: DE q*y Sin.pqg —q* 2 Cos. pq + q Cos. me —g Sin, PI De 
B 


Maintenant substituons tout ceci dans Yéquation différentielle en 1, il vient: 


dz 1 
—4 ODI ed Cos pj + Carp Sin teen 2 (y Sin. pq + 2 Cos. pg), done: 


5 B EMU dy dz 
La résolution des deux équations (a) et (b) par fapport àÀ SE et de comme ineonnues, donne: 
cp Pp 


[2715] Sur une autre déduction voyez Méth. 9, N°, 10, Méth. 24, N°. 5, Méth. 43, N°. 14, 
Page 523. 


IL M°°. 25. N°, 4. THEORIE, PROPRIËTÉÊS, FORMULES DE TRANSFORMATION, 


d; Cos. dz Si C d in.pq d 
ei bne got | SAE SAID rete KE, 
dp pa dp pa pa 
pCos. qa da: PSin. qe de 
conséquent T — Sin. pg. le + | nF Cos. pq. ef SEEN Pour déterminer les 
Wir qe 
constantes, soit en premier lieu p zéro, alors 1 — — == _ ; mais Sin. pq zéro, donc le 
qg tet 2 


premier terme du second membre s’annule. Encore Cos pq est unité; et lorsque la dernière inté- 
grale est censée commencer À la limite inférieure zéro, elle s'évanouit. Tout cela nous donne: 


f TE 
C' == —, done: 


2q 
Pp Cos. qa dao mT p Sin. qe dae 
1 Sin.pg [e+ | SE) + Cem [of EN 
in. pq a Er + Cos. pq Ee | E (c) 


En second lieu soit p infni, alors [ s’Éévanouit; en outre la dernière intégrale devient en (Méth. 
q 
6, N°. 5), done le facteur de Cos. pg est zéro: et C est nul encore, lorsqu’on commence Yinté- 


6 p Cos. ge de 
gration de lintégrale Te 
qe 


jj PC d; p Si 1, 
I == — Sin. er ee A06 En pq. 5 aan EL Or, ces deux intégrales ne sont autre 
q 


À 
ë 


\ la limite inférieure linûni. Par conséquent il est: 


& 
0 


chose par définition que Ci (pq} et Si (pq), donc: 


ie D eprdae zaal [s: Ci.(: C {7 Si Ĳ mT. 130. N° 4 t 
if er = 7 in. pg. Ci. (pq) -H len à (pof (ESO NEPA e 
0 
dI Pe Prada 1 Cos. 
== Eu DE =— E [: Cos. pq. Ci. (pq) + Sin.pgq Sn. pa. bam vo} + 
0 


Sin. 
+ Oos. pa fo — - BN oep. Ci. (pq) + Sin. pg. Es (p o}. (T. 130, N°. 5). [276]. 


[276] On peut encore trouver ces intégrales par Méth. 18 en s'aidant des intégrales de Méth. 4, N°, 11: 


Pre Peda  [° 2 5 & je Cd ee dz 

EE —=Prday —L| Oydy == N, PA Wedar= C QU Cos. 2 TE 

| EF j° zaan zy Cos.qyydy foar prwede | 08 Bin Í os. (q(2—p)} ze 
0 0 0 0 u 0 p 


eed les] 0 keel ao 0 0 
ge=Pede a À hees dy va dz 
ee feeder | VSin.gydy== | Sinqydy fe vivrde= y == | Sin{qie—p)} ==; 
| Et es nqydy Be (gep); 
0 0 0 0 0 Pp 
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ET MÉTHODES D'ÉVALUATION DES INTÈGRALES DEFINIES. IL M°°. 25, N°, 5, 6. 


®_Cos.pade daf | 
5.0 de lintégrati tiessl=f el —_—____d.Sin.pe == 
naau moyen de l'intégration par parties ĳ Gee if grepen t Sips 
0 0 
1 Sin. pe 5 en — gede (a+ 1) Dn ® zSin.pede 
vann ee in. pe —= 
p lr Eel PE q? Heyen (gr pnpen Oeslelsine 
0 0 
DAE A, 3 RS «Sin. _x Sin. pede 
intégré s'évanouit pour les deux limites O et ce de z. Done: pl=—= (a +1) 
(a 
d.pl Pz? Cos. pede d°. pl o3 
par suite en différentiant: tE) Sen 5 ij 2 —=—_ (ad 1) EE 
dp Cdn annen on (ae 
0 


1-.pl Dr Sin. pede 
B pg 1 — (a HI) en 
dp? (g2 + jer! 


dl |: „Sin prde deplans ven al da 


; C dL 
il en résulte —= (a + Ie: parce que l'on a: 
ap 


6 dI 
gare? jat: Eneore a-t-on: ap: Pane Bait AE tn 


a EN 2a dl 


== heen 5’ ou —— pg I= 0, équation différentielle dont lintégrale n'est pas 
d dp__p dp ì 


connue sous ep finie et qui ainsì ne nous mène pas au but, mais que nous avons déduite; Page 


faire remarquer le tour de calcul, qui y mène. [277]. 
on St ] dI e Cosprdae dT PzSin.ped 

6. L'intégrale I == EE dome En =h =— za De ijs 

r2 eid? dp? riet? 

0 


r°eidz: z 


® Sin. pe de — r? e2qï 7 £ 7E 
En TE (ke: lt rt Rl == r? 2 tn ‚ d'où 
T re 2 dx? 2 Ì 2r? J 


ad 
“rte, Lintégrale de cette équation différentielle est en général 


où Pon a substitué zy 4 p. Dans les dernières intégrales, après les avoir développées, faites usage des 
intégrales de Méth. 7, N°. 2, pour obtenir les résultats du texte. Encore peut-on partir avec ScHLöMILCH (*) 
de la formule (c) en développant les intégrales suivant g, en multipliant par e—? dg et en intégrant alors 
entre les limites O et co. Il trouve, (lorsqu’on corrige la faute qui s'y est glissée dans une intégrale 
substituée) Ar —=in—(tArctg.2— A15) ECA t Eri r 4Aretg. 3), done C == A, la 
constante de la Cosinus Intégrale, et par suite il revient à notre résultat de le texte. 


[211] Voyez sur cet artifiee de calcul Serrer, Journal de Liouville, T. 9, p. 193. 


(*) ScurömiveH, Journal von Crelle, Bd. 33, S. 325. 
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UI. Mee, 25. N°. 6. THEORIE, PROPRIËTÉS, FORMULES DE TRANSFORMATLON. 


TE 2 ï OP. . 
Inet 0, eprel* HC, ervrf, Quand p augmente, V'intégrale ne peut augmenter indé- 
2r 


finiment, puisque toujours —1l << Sin.pr <1: il faut par suite que C, soit zéro. Pour déter- 


TT 
miner C, prenons p zéro, ators T est nul et Pon trouve C,e° —0 — > e°7, done enfin: 
Sinpe de 
I= fe 5 EEn Sl Sri A Ed (1501) 
(re zv © 0 
dl? Cos. pedo 7 . 5 
ln —= TN me ln nd ES . « « (1502) 
0 


2 0 Er ae 

dal jn pi Zend LEAR nd en ne (108) 
EEE rr? e2qd dz? 2 

0 


Dans ces intégrales prenons —g au lieu de g, ce qui ne change en rien le raisonnement précé- 
dent et soustrayons les résultats respectifs; il vient: 


Jg Sin. pa de eige Ë B Sin. (2q + pr Sin. D} ‚…. (1504) 


rara? os2g tet @  2r* Sin. 2q 
ie Cos. pe dz DA Sin. (q + prSin.g) f° « Sin. pe dz 
Zi E 
r4 d- 2r? @? Cos. 2q + zi art Sin. 2q | rt +2r? a? Cos.2g He 
0 
Sin. (pr Sin. q) Î 3 vre 
== ETPr Cos. (T. 210, N° 8, 7). Comme il est permis de différentier encore 
2r° Sin. 2q 
El 2 Cos. pe da Sin. (q — pr Sin. 
deux fois, on obtient ainsi: 2 en Ee == ZerprCusa Sgr 
rs dr? Coste? Zr Sin. 2q 


0 


Sin. (2q — pr Sin. q) 


g-—prCos.n 


vol à 


= (T. 200, ENE LOM SN 
Sin. 2q \ 


5 3 Sin. pe da 
4 4 Ur? a? Cos. Fat 
0 
[278] Lorsque dans les intégrales du texte T, 210, N°, 8, 10 on prend #? Cos. =s° rt =st Hi, 
sâ t2 s? sî 12 gE 
RO EEDE, men LEENE 
rt =d? Ju?, il vient pour T. 210, N°. S et pour la somme de cette intégrale et de T. 210, N° 10, 
multipliée par #* Cos. 2q: 


== uy d'où encore 7? Sin. Wq =t, 


Cos. en - mT ep} Á 
nn u ‚pu Anim) 1505 
| es GEE K Dn DA haet + À Sin. p u) ( ) 
vr te? =P 
Cos. pede —= ) Cos. pu — u Sin. pu). « « (1506) 
Fe Fa jr Crete ar en 


Pour p = 2s on a Tr 210, N° 6, 5 (après y avoir corrigé la dernière). 
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ET MÉTHODES D'ÉVALUATION DES INTEGRALES DEFINIES. III, M°°. 25, 26. N°.6, 1, 2. 


3 ij 
Pour la valeur zéro de q les seconds membres devieunent tous mn la règle usuelle dans ce 


cas on obtient: 


Wd 


Í Ee Sin.pe da zal 


ater] 
(GEE EE Art | 2 


peren (1507) 


® Cos. pa do mT „EPT Pe Sin. pede Len Pr? Cos.pedz 
TE EE Nd mr rn El r == 7 En he. == ken Ee ee 
(r2Hz?)? 23 2 (12 d-22)? Ur? Pp) de 4 (2 42°)? 
0 0 
lr Px° Sin. px de 2 
gr AD. 208, N°. 7,8:874). [279Y 
2r 2 (r2 42°)? 2 2 " 


Kid . 
Pour g= men contraire on a Cos. 2q — 0, done, lorsqu’on prend 2p pour p: 


“Sin. 2pe dr nf is hed: 

> == WSS NEEN VARANEN 05 2 (1505) 
ride @ ari | f 

0 


® zSin.2pede 7 


ri Jai 2r 


E Cos.2pede ny/2 


ET Tin e-PrV/{ Sin. (pry/2) 4 castor), f î e-PrV/2Sin.(pri/2), 
0 


ni dat 
0 
(1. 207, N° 5, 7, 6, 8). 


De ANP APEN, 22 Sin.2ped: e 
4 3 Te Ee e—Pr\ {Cooler Sindor of En 2 Cos.(pry/ 2). 
0 


$ 3. MÁÉTHODE 26. PAR DEUX KQUATIONS DIFFÉRENTIELLES SIMULTANKDS. 


1. Quelquefois il se peut que deux intégrales définies soient de telle nature, que de leurs diffé- 
rentielles par rapport à quelque constante chacune peut se lier en Équation algébrique avec l'inté- 
grale, dont elle ne dépend pas. Dès-lors on a deux équations différentielles simultanées qui souvent 
peuvent donner lieu à une solution élégante [280]. 


eel 0 
2. Soit par exemple: [ —= | erz0ps geer 1de, KK Í e-Pz Sin.qe. er-lda. Alors on a 
0 o 


dl il dK ie N 
d'une part: | e-Pt Sin. qe. er dr, EP | e-PTCog.qa. 2” de, mais aussi d'une autre part 
q ü 
0 0 


[279] Autrement déduites Méth. 32, N°. 2. 


[250] Voyez sur cette Méthode due à Larracr: Poisson, Journ. de PÉc, Polyt. Cah. 16, p. 215. — 
ScnröMmiLcH, Grunert’s Archiv, Th. 7, S. 270. 
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II. M°°. 26. N°. 2. THEORIE, PROPRIËTÉS, FORMULES DE TRANSFORMATION, 


_ par F'intégration partielle : 


5 CHN ik d d 
rI= | e-Pz Cos.qa.d, ore PT Cos. qa. a” }— | ardea {—pePr Cos. gage Pt Sin. ga} =p — E d 
0 


dg tag’ 

dl dK 

Ee qe.d.ar —=ertSin. ga. rj ins {pers Sin. ga + ge Pt Cos.ga} BE 
1 q 


0 
Dans ces deux équations les termes intégrés s'Évanouissent pour la limite oo de z, puisque are? 
est nul alors: de même ils s’annulent pour la limite zéro de wr, puisqu'elle annule le facteur 


dl K 
z"; de plus on y a substitué les „valeurs zn et Ee’ trouvées préeédemment. Ces deux équations 
/ Zl 
Rn Le EL __(qK — DD), ef Ton vöit 
nous fournissent maintenant: — — — EE — pl), et Fon voi 
dy pgr SEF in 
que ces différentielles dépendent de T et de K simultanément. On en déduit: 
dl dK r MOE SeE) 
AK == IK4-gl° 4gK?—_plK}j —= 1? +qK?), d'où ne 
zi TD RT + 1° 4 PIK) — DE, 4 +qK?), da 
gr 1 B —gndge Were 
—_ (IRAK?) dl (IK) == thd? Nn 2 did 
en ng Kg tok zp +4) HC (a) 
successivement. Encore a-t-on : 
dK dl r 
— Kk (gIK pl? pk? —gIK = — (pl —pK? 
ii 5 pgr pl —p q En (pl pkt), 
d'où successivement : 
dK di K 
IK dd. Arctg. Ee 
dq dq E 


pr K gq ' 
— == == ’ | t OU EE —— A tg. == + C Wes Ke b 
Kel dq p4g 09 ). an E) à 


Pour déterminer les constantes dans ces deux équations (a) et (b), soit q zéro, ce qui rend K 


NE ENT 
zéro et 1 — Í ePrarl de = zl) (suivant Méth. 3, N°. 7), de sorte gezi el ol = 
pr 


— zip +0) HC, C —= LT (r), Arctg. o — r Arctg. o +C', C'— 0. Par la substitution de 


ces valeurs les Équations (a) et (b) deviennent: 
r (Tp 
UI HK?) = — lp? ET OU Ie ee NE 
( ) Inet lane aj br Far 
K \ K air 
Arctg. 5) rn reg ou 7 Arctg. (2) — Arcsin. haten zl — Arcsin. 5 ® En je ie ‚ (d) 
1 2 yr 
=— Arccos. | E | == Arcos. aoe ‚ (e) 
VK: +12)! T (r) 


_(@ 


wol 
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ET MÉTHODES D'ÉVALUATION DES INTÉGRALES DÉFINIES. III. M°°, 26. N°. 2, 5. 


lorsqu’on y introduit la valeur de 1? + K?, donnée dans Hee ©. Done ces equations (d) 


K(p? > I(p? â 
et (e) nous donnent enfin : Ben, ( Arctg. 1) Beele — (os. (raro) ou bien: 
r (7) p F (7) Pp 
I= ope Cosigerar de =S ER Cos Ü Arectg 2) Ke ts Sin. qa. orde —= 
En a A p } 
van Pl 
zeen Sin. (rar 3) (T. 386, N°, 17 et 21). [281]. 
Peen En 


GE alors nous avons: 


3. Prenons encore: L af Cos. Wa 


Ee Ken pe’) 


dl 5 ander ak of xv? da 
ee en PE) (pe), done dì Méth. 18, N°. 6: 
dp js (px?) TE Í os. (px*) Lt ne d'après Méth 
0 0 
d a l dL Se Ì VR 
+ Se = Í Gosine yd zv ze K — a =D (END ole nt Différentions 
0 0 
4 ; dl dK 1 
ces Équations encore une fois pour séparer les variables; on obtient: nd BT Ta Ee 
de 421 Tr di dK 
en == W—. Lélimination de — et de — entre ces quatre Équations nous con- 
dp dp? 4p 2p dp lr 
duit à notre but, car alors il vient: 
d:l 2phl mz 5 de ple 
Er (a) Kn Sn eene aards (6) 
dp VP 2 dp? _ Ap/p 2 
Les intégrales de ces Équations sont en général : 
I == pCos.p + 4 Sin.p, K — wCos.p +ESin.p, es. (c) 


où p‚ y, w et £ sont des fonctions de p; on tire de cette supposition : 


[281] Autrement déduites Méth. 18, No. 2, 3, et pour r entier encore Méth. 3, N°. 7, Méth. 33 
N°, 5. Dans le cas spécial de r == 4 on en déduit: 


ú de B) a\ (aethd +92) + p 

—pt Oos. == Oben 3 
ie Ea (pt 40°)! |: ce Vz p? +9? dal 

ne pe +9°) Kerel keg 
je pe Sin. qa E D Hr Ten (treo Dev Íe EP (T. 398, N°, 6 et 5). 


Pour # =y* les premières valeurs de ces intégrales donnent encore les intégrales T, 230, N°. 25, 26 de 
Méth. 18, N°. 13. 
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HL M**. 26, 27. N°. 5, 1. THEORIE, PROPRIËTÉS, FORMULES DE TRANSFORMATION, 


zu 


d: lj d, d 
7 =— — p Sin. p + y Cos. p 4 Cos. p D + Sin.p En et en supposant Cos. p Ee + Sin.p mp °@ 


TEE C Si Si 2 + C 5 
encore: =—= ED men RRA ; es En dy zn 
5 p Cos. p zm. p in. p 5 08. PD , 


d d; 
= leipe + Cos. p +5 ars ande aten: (e) 
dp dp 
donc suivant la eondition (a): 
; dy dy 2p +1 TT 
mr Pi TCO ne (f) 
dp dp App 2 
d, 2 1 
La combinaison des équations (d) et (f) nous donne enfin: GEER zie Sin.p. <=, 
Î d, dp 2 
dy _2ptì 7 E du 2p—l 7E 
nde Cos.p.y/— De la mê iè btient b) et (e): —=—=— Sin.p .W —, 
EED p dr e la même eere en obtient par (6) et (e) 5 DE in Dy 5 
dë Wp—l 


TT ‚ 
== > Cos.p.y/—. Lorsqu'il serait possible de tirer de ces quatre Équations différentielles 
dp App 2 

les valeurs de p, y, w et É, on n'aurait qu'à les substituer dans les formules (c) pour obtenir 
les valeurs des intégrales; mais comme lintégration mentionnée n'est pas possible, nous n’aurons que 


® Cos. (pr°) de 7 1 P2r +1 ® Sin. (px°)d. 
les relations : A ) AE Tie Jan Sin. (p — «) de, in (px*)de A 
14e? 2 4 2 OEE lt? 


0 0 0 


1 n (PZ —l f LJN MER 4 7E 
ds Sin.(p —@) da; où nous avons ajouté À la première le terme —, afin que 
0 


les deux équations deviennent identiquement nulles pour la valeur zéro de p: c'est la seule 
constante que les diverses intégrations introduisent dans le calcul. 


E SECTION SIXIEME. 


METHODES POUR DÉDUIRE D'UNE INTÉGRALE DÉFINIE CONNUE D'AUTRES 
INTÉGRALES DÉFINIES. 


$ 1. múrmopr 27. PAR VOIE D'ADDITION ET DE SOUSTRACTION. 


1. Plusieurs de ces méthodes, qui nous ont servi à réduire une intégrale définie de telle sorte, 
que Pon parvient à un résultat d'évaluation, nous peuvent servir encore à déduire de nouveaux 
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résultats de quelque intégrale définie connue; et c'est ee que nous avons fait souvent dans les 
Notes par exemple, pour obtenir les intégrales, dont nous avions besoin quelque autre part. 
Maintenant nous allons donner une exposition suivie de ces applications, dans la vue de faire 
ressortir toute l'utilité de ces méthodes. 
2. Commengons par addition et la soustraction de quelques intégrales, évaluées précédem- 
ment. Ainsi les formules (7) (Méth. 1, N° 4) et (207) (Méth. 2, N°. 6) donnent: 


ee! dé 1 Ei de il 
Í ee as0ay i ei 2 1 4510) 
0 


Ed 5 ’ NR 
pr Hege? pe Hq*2p On ln 


De même les autres (8) (Méth. 1, N’. 4) et (208) (Méth. 2, N° 6) donnent (1510) et: 


Tite dz —l pr 8 ke ij 
Í Te rh EE TE zg (L.24,N 11). (Pour g=l, on a T. 24, N°. 18,12, 14). [282]. 


8. Dans T. 5, N°. 6 (Méth. 38, N°. 6) prenons z —= y? et p — 4q, alors il est: 


Ln hi 7 , : ; : 
Í EIK (== 5 Cot.rgz, (TD. 5, N°. 12), qui devient pour 1—g au lieu de 4: 


0 

Ip4 al 7 
ee (L. 5, N° 13). [283]. Leur différence n'est autre chose que 
0 
Fintégrale primitive (TL. 5, N° 6), mais leur somme donne, après’ que l'on a ôté le facteur 
1—e&, commun au numérateur et au dénominateur de la fraction sous le signe d'intégration: 


Lapl Hap a ae EN 
EDE de — a Cosee. pm. [284]. (D. 5, N°. 1). Divisons cette intégrale en deux parties 


[252] Pour # — q Tang. y on a: 


7 


z Cos.° x da q 7 
nmmr de (1511) 
p* Cosa H-g° Sin. z Cos.2e pt dg? 2p 

0 

FK 
ee (1512) 
p° Cos*at-qg* Sinte p° +q* p 

0 

Kl 
2 Sin? x dr —{ö 71 
von vertederen (1513) 
p? Cosa +q° Sin? Cos.2e pt Hg? 2 

0 


Pour p ou q égal à l'unité les deux intégrales extrêmes fournissent T. 68, N°. 7, 8 ou N°. 5, 6. 
[283] Déjà déduite Méth. 7, N°. 10, 


[2841 Voyez en outre Méth. 22, N°. 12. 
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1 
aux numérateurs z?—l et z—P; substituons dans la seconde # — —, elle devient égale à la première 
y 


sauf les limites, qui iei sont 1 et @; done on peut prendre une seule intégrale entre les 


a Parld 
limites 0 et oo, et il vient: | ri 5e Sn m Sin. pm. (T. 18, N°.2) [285]. Ensuite Méth. 1, N°. 2 
K 
1 Lgpl + zp 1 Ì 
on a trouvé: | de = | —— da — —; done en en soustrayant Vintégrale T. 5, NS 1: 
14 p 
"0 0 

LD TP 1 
ee re EDE ERO ee (1514) 

= ‚ ler p 


4, Dans T. 25, N° 13 (Méth. 22, N° 2) prenez g? =s° +r?, gCos.A—=s, qSinA=r, 


pl 2 
5 Sin, tg. — 
ap da were (stelen) n eg (e Arelg ) 
„a oet We 
neste ied Sin. (are) 
s 


7 oo 
Tang. N\ ==, il vient | ‚ pour 1—p au lieu 
s 
0 


sz 
n° tete) 


GO 
de p‚ c'est T. 25, N° 11, Changez p en p— 1 et prenez la somme : Í art da Se 


0 


pl 
2 2} 9 : 
== ee eN Cos. Ve rl .…« (1515); pour 1— p au lieu de p‚ cest T. 26, N° 3. 
Sin. pr s 
5. Pour déduire quelques résultats de T. 55, N°.6 (Méth. 23, N°. 24) on a pour # =— y iden- 
7 7 
0 5 0 D k 
tiquement : Í Cos.px. Cos. gade = | Cos.P «. Cos. qe dr, Í Cos.P z. Sin. qe da =— | Cos? s. Sin. qa de, 
—_ 7 0 E 0 
iz ij zr (pl 
done: Cos.P x. Sin. gedu —= 0, Í CosPx. Cos. ga de = 5 Ef pt Dn (15405, 
ES en 2Pr (tie Be 
N°. 3, 2). Multipliez-les par Sin. gm et Cos.iqgr, ou par — Cos.igr et Sin. $gz respective- 
ment, et prenez la somme des résultats, vous obtiendrez : 
ke IE 1) Cos. $ Er 
Í Cosp a. Cos. (Â qr — qa) da = = nn Í Cos.p «. Sin. (t qr —qe) de = 
dq P m_ 
En ee ir 


[285] Sur une autre déduction voyez Méth. 1, N°. 29, Méth. 22, N°, 12, Méth. 38, N° 4, 
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T (p + 1) Sin. 2 gar 
sens (2 zt) 


2 7E 
vous trouverez: Í Sin.P v, Cos. gede — — 


== Ae ‚ (T. 93, N°. 4, 5). Substituez maintenant 57 —w==y, alors 


T (p + 1) Cos. 5 qz 


kj 
| SinP z. Sin. qa de — 


ve 
mk 
== he (T. 78, N°. 19, 18). Dans le cas de p —q on verra les 
Vk (+) 
2 2 


T TT 
fonctions Gamma s’éliminer et l'on a: Í Sin? z. Cos.pe da — Caspe, | Sin. Sin. pr de — 
0 
7 . 
= op Ep. (LES eN else 6): 


6. Dans les intégrales T. 38, N°. 16, 17 (Méth. 22, N° 14) prenez successivement 


p=rtget =r—g, et combinez les résultats par voie d'addition et de soustraction pour la 
première intégrale, et par voie d’addition seulement pour la seconde; il vient: 
ES eme emee) e2ar He-292) ee 2 Cos. r. Cos. q Petre gPreetar 200) ok DI Sin.q 
f (deden ol ame aarrsd| eri de TT SC Cos.2r+Cos.2q 
0 
| A DBE ONE 14 RST. 
— ET 7E Cos. Zr + Cos. 2q 


7. La somme de T. 127, N° 4 (Méth. 9, N°. 22) et de T. 133, N° 1 (Méth. 1, 
N°. 32), après que nous y avons changé z en qy, donne: 


; ä 1 l 
Pour q — lil est: | k sa ee) on —= At lp. (TD. 133, N°. 2). Mais comme T. 24, 
0 


ie 1 1 d 
N°. 5 (Méth. 9, N° 7) peut score: f ( En Ee 0, leur somme donne: 
‚ \L Hz la) & 
ao 
Sr De eee ele edes 1517 
le ie ais 


(d'où pour p=l: T. 133, N° 5). [286]. Changez-y z en qr et p en En vous aurez: 
q 


[286] Autrement déduite Méth. 44, N°. 3 
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lan ee Û 1518 
| Le — 0 e on Leke baten oersterke ( ) 
0 
La différence de T. 160, N°. 2 (Méth. 9, N°. 5) et de T. ed N° 11 (Méth. 22, N°. 3) donne: 
hehe eer, 1 ie 
ee ie Ed te vk (1519) 
Ve 1e 2 En 
Ile de 7 » (—1)® 
me er nee ali olel en. 5 5 1520 
| 2 Te en a 


S. Mais il y a encore quelques formules algébriques identiques, qui peuvent nous aider. beau- 
coup dans cette méthode. Nous n’emploierons que les deux suivantes, qui fournissent quelques 
résultats intéressants. On a: 


1 it 2 (1 + p?) 
en { 
1—2plos.gqe Hp? 14 2plos.gn + p* 1 —2p* Cos.2qa dp’ ) 
1 1 4p Cos. qa 
EV Tr Pee (6) 


1— 2p0os.ga Hp? 1 Hp Cos. ge +p?  1—2p* Cos. 2qe + p* \ 


Aussitòt done que l'on a une intégrale au dénominateur 1 — 2p Cos.qa + p*, où le p peut devenir 
négatif, application de ces formules donnera d'autres intégrales au dénominateur 1—2r Cos. 2qa + r°, 
lorsqu’on prend p? —=r, où par conséquent r doit toujours être positif. 

Ainsi les intégrales (644), (645) et (646) (Méth. 17, N° 3) donnent par (a), (lorsqu’on 
distingue entre a pair et impair, à cause du facteur p® + (—p)* dans la valeur, lequel nécessite 
une telle distinction) : 


®_ Cos.Aar.Sin.r de d Cos. ar. Tange de : 
ann Ene ee 
1 —2p Clos. Ar dp* « 1 — 2p Cos. Au Hp? z 
En Cos. 4 ax. Tang. } © (IBE, — m_pt 2 Gos. Ae ee Gl) (1528), = 
1—2p Coe. dap? 2 lp? 1 2plos.dr dp? 4 
0 
L Ef d 
[251] Pour # = — ces intégrales deviennent: 
Kl 
Olde de 3 le (—1)® Een I» 
l lt > „(1521 (ltr rk 522 
ME TE eenen ptn 


et la somme de T. 160, N°. 2 et (1522), comme celle de (1529) et (1521) encore: 


T Nl Sie de de 
[' (14: 2) ee PS bre ME EAT ES ete oe (1524) 
0 
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À © Cos. {tat 1) 2x}. eN 1529), = ® Oos. {(2a 1) 2e}. Tang. ja de (1530), = 
1—2plosdardp? 4 lj 1 —2p Cos. Ar + p? 
0 
De même a-t-on par les formules (650) à (658) (Meth. 17, N° 3): 
Pein. Se Tangts de © Sin. a. Tang Zale dz 
Skeet. (1581), =| (1532), — 
1 —2p Cos. Aar J-p? « j 1—?plosdetp? z : 
0 
® Sin? 4 x.Sin.z. Tange x de - (1533) m Cos {(a +1} {U H/p) )2a+r1 LVA ee 
he | — 2pCos.4a dp: & ES l4-p En 2atl 
0 
® Cos2e v. Cos. Zax. Sin. a d, ® Cos2al x. Cos Zar. Sin. x dr 
Cos2a z. Cos. Zax. Sin. a d d Pee 08 vt. Cos Zaar. Sin EN Nn 
1—2plos.dae dp? « l— 2pClos.4rtp? az 
0 
® Cos2a z. Cos. Zax. Tanga de en re Ap) SDE 
gl Í Up Gbedenee G050, TT gaat? 1 —p? 
® Cos2arl #. Sin. Zaz. Sin.* de ® Cos2a xv. Sin. Zax. Sin. # de 
Ie EO 
l—2pClos dap? 1 —2plos.daed-p* « 
0 a 
® Cos.tarla.Sin.Zar.Sin.* ie de nm (Ld ppt (li pe 
—2 - A : (1539), — 
1—2WplosAetp? « gaat (LH Pp) p 
0 
Les intégrales (745) à (747), T. 219, N°. 1 et 3, (748), (749) (Méth. 17, N° 4) fournissent encore: 
8 Sin. 2 de OE Sin.*r. Tang.e de 
EAO pt de LE 
1 —2plos. Ar Ap? « 1 —2pCos. Ar dp* 
tub 
© __Sin.r. Sin.* 5; ‚ Ee Sin. iz 
zi í _ Sin il nr | E. 542), — ee: in. € en 
1 2pCos.4e tp? 4(l—p?) 1—2p Cos. Aaxd-p* 
0 
Ke Tang. d: ki Tang.3e da 
u  en dn 
AE x 1— pa Cos.Ar J-p* © 
0 
zes AEN Alten (1546) 
nes 1— 2p Cos. Aa + p* dn @ Alp? 


Encore par les Équations (1068) et (1069), (1070) et (1072), (1071) et (1073) (Méth. 17, N°. 10): 


® Cos.a w. Cos. ax. Sin. « des ® Cosa w. Cos. ax. Sin. da: 
ee (1547), == ta A 
1—2p Oos. dap? & 1—_2p Cos. dap? 2 
0 
De A4) Sin.» dns 
gat? lp? TRT Tnet x° 
ee 1 Tang. rk 71 il pq? 
ks en (1550), == 7 
l—2pCos.4e Hp? 1 H2g Cos. gg? z A ded Et 
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8 Sin.® x Cos.* z de 
edel die 
Ll — 2p Cos. Aa Hp? 1 4 2g Cos. Ue Hq* 
3 Sin. © Cos. z dr 7E 
vds Ih AL (1552), — 
1 —2p Cos. Ar Hp? 1 + 2g Cos. Ue + g° (Ll 4 p) (1 —pg®) 
0. 
Et ces quatre dernières donnent de même: 
5 1 Si d, 
ie Re (1553), — 4 
1 —2p Cos. da Hp? 1 — 2r Cos. Aa Hr? 7 : 
e 1 Tang. lz 1 r 
en al | 
l—2p Cos. Aa + p? 1 —2r Cos. Aa Ar? 2(L—p?)(l—r?) 1—pr 
ze Sin. Cos.° z de 
de et (1555), = 
1 —2pCos. Aa Hp? 1 —2r Cos. Aar Hr? « 


dS Cos. z da ine mT 
| 1—2pCos. Aap? L—2r Cosa dr? 2 or 16 (1 +p) (1 47) (1 — pr) 


Partout on a O<p<l1,g? <1, 0<r<l1. 
9. Les intégrales de Méth. 23, N°. 8, peuvent encore servir à l'application de cette méthode. 
En effet l'intégrale (1323) par (a) ou (1322) par (b) donne: 


id Cos. sa das zr Ent (1557) 
1—2r0os.Usadr? gede? (lr) lars TT 
0 
a Cos. sa Cos. px da 
la formule (1325) par (a) ou (1324) par (b) donne: Í ten PE ie 


0 
fare Pa(essje qe) rd tdi ene felpdstolgddes=D)a}r| + 
Las Hr H (jd (olPrde tlg elden pl} — [Pela lde pr] 
Bg(lr) 1 (e24S H e-205)r J-r° 
où p=ds tp; Pp <8: or, comme pour p= as Jp’ et pour p—(Za— Is +} p' les valeurs 


sont identiques, vu que toujours un des coefficients 1 + (— Id ou 1 4 (—1)d sannule, on 
a en général: 


Ri Cos. sx Cos. pa dz 
L— 2r Cos. Zse Hr? qe Hat 


| 


7 | 


0 


m__ Ulmer palegpede) rdf {dp-2de- ela eltdetepla} — (ele 2de-talg— dl2de—e— pla} r| (1558 
T all) Lr Fet À 


où p= Uds—p, p\ 25, Or <1. Pour ces mêmes conditions les Équations (1328) et (1329) 
donnent par (a) ou (1326) et (1327) par (5): 
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i Cos. sa Sin. pr de 


1 —2r0os.2se dr? q° Fat zr 
0 


qr (Ll —r)ePa (els He 05) — rdf {ep 2ds-—s)g JH el2ds+s -P)a} En {ep 2dstsig 5 el2ds—s—p)g} r] 
4(l—r) 1 (e23S He 205) r Hr? 4 
et au contraire: 


a Ed 


(1559) 


8 1 — (e24s Je20S) fr Hr? 
Encore T. 221, N° 9 donne par (a): 
ee Sin. sa: dz 7 es 
ETE So Ht DD GEDE (1561) 
l—2r Cos. Zee H-r° q° Hz? Zl Hr) 1 re ?s 


0 


she \ a Sin. sa Sin. pede 
et Vintégrale (1330) par (a): ' Tbo eg F TE 


0 
| DePA(LHr)(ets—e0s) Jrd[ 1 HIE] | (lede) (dere —p)a} {lp ds-tsla—elds—s—p)a} r] kj 
Er 7 Pri [1 H(— 1d) [ {ep —ds—2e)g— elds+2s—p)a} — Lelp— de)g— e{ds—p)a} r| 8 
Sal) 1 (Er ertjn Hr° 
pour p= ds Hp’, ou comme auparavant: 
St eTPU(l+r) (ers—e0s) rdf {elp2ds—s)g— el2ds-Hs—p)a} nm r] 
Ag (lr) é 1 (e24s He-245)r Hr? 
pour p= 2ds—p, p's, Or <1. Hueore a-t-on pour ces mêmes suppositions par les 
équations (1331) et (1332) au moyen de (a): 
ae Sin. sx « Cos. pa da 
Í 1—2rCos.2sa dr? qe He? 


‚ (1562) 


0 
EE ePU(LH-r) (ers — es) J-rd [ fel de daf el?ds-ts—p)a} — {el 2de-he)g Jel2de—e— pla} er} (1563) 
A(L Hr) 1 (e2is He) r Hr? zr 
et au contraire: 
rm UlfrerPile geel) Jrild (Lr) [HIE] ridge Hea) 1 H(-—1j+N) 
S(l +7) 1 (e?9s He-2qs) r Jr? 
10. Transformons enfin de la même manière quelques intégrales de Méth.23, N°. 16; la for- 
mule (1401) par (a) ou (1400) par (b) donne: 


ie Cos. sx dz nldr Sin. q8 


‚pour p—=ds. (1564) 


5 == 9 Ai hovoio T 156 
1 2r Cos. sn dr? gee? 2 lr 1l— Ur Cos. Ugs + r° Oek 
0 


De même l'intégrale (1403) par (a) ou (1402) par (B) fournit des résultats qui valent pour p — ds p', 
0 <p <s, mais qui À cause des coefficients 1 H(—1)d et 1 + (—1)4-l seront identiques pour 
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d==2a et d=—=2a—1. Supposons donc comme au Nr. précédent dans un cas amalogue 
—=2Zds—p, OZ p'< 28, il vient: 
je Cos. sa Cos. pr dz 


1 — Ur Cos. Zsa dr? q° — a? 


0 
___m (lr) Cos. gs. Sin. pqtrd Sin. {(rdsH-s—p)a} +r Sin. ((p—2ds4s)a} | Arden 
Re) 1 — 2r Oos. Ugs Jr° he ) 
les formules (1404) et (1405) par (b) ou (1406), (1407) par (a) donnent pour ces mêmes conditions : 
id Cos. sa « Sin. pa de 
1—2r Cos.2se Hr? qe 
0 
mz — (l—r)Oos.gs. Cos. pg HrdÎ Cos. ((2dsHs—p)q} —r Cos ((p—2ds4s)4} | 1567 
Tr 21) 1 — 2r Cos. Ugs Jr* Ji ) 
au contraire: ete 
ze Al—r)Cos.gs.Cos.pg[1H(—1d]rhd Cos.jet [1d rk d INI Jr) 
—= ‚p= ds..(1568) 
S(l—r) 1—2r Cos. 2gsd-r° à 
L'équation (1408) fournit par (a): 
ok Sin. ea: ede nr—l Cos. qs 
EE NEE Nn (1569) 
1 — 2r Cos. Zsa d-r* qe? Zr 1—2rCos. Ugs r° 


9 

Quant À la transformation de la formule (1409), il faut observer que le résùltat, où p — ds + p', 
devient identique pour le cas de d égal à 2a et Àà 2a— 1, comme dans les formules précédentes, 
puisque l'un des eoefficients 1 +(—1)d ou 1 + (— 1)4+1 s'évanouit dans chaque cas, ef que par 
suite on peut supposer ici p—=2ds—p', p\ <28; ainsi Yon obtient: 


E Sin. st Sin. peda 
1—2r Cos.2sa Fr? gert 
0 


A mz — (lr) Sings. Cos. pg dr! [ Sin. {((2dsA-s—p)g} +rSin. {((p—2ds4s)q}| 
> _2q(l+r) 1 — 2r Cos. 2gs +r° ° 


Pour ces mêmes conditions les intégrales (1410) et (1411) fournissent encore : 


(1570) 


je Sin. sa x Cos. pa dz 


1—2rlos.2sr dr° qe —a? 
0 


mz _(lHr) Sin. pg. Sin. qstrd [Cos ((2ds-4-s—p)g} —r Cos. ((2ds—s —p)q} ] - 571) 


Te 2(l+r) 1 —2r Cos. 2qs + r* 
et au contraire: 


m__ A(lr)SingsSinpg {1H(Terldosgs [LHA Dn 
(Ltr) 1—2r Cos. 2qst-r? ‚p=ds..( ) 
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11. Il y a encore quelques théorèmes, dont nous avons fait usage de temps en temps. 


b b 
Lorsque les intégrales jo (70) A (REL js Cos.prde —= B (p), « —(P) 
a a 


sont connues, leur somme et leur différence donnent, puisque 1 + Cos.pr — 2 Oos? Ipa et 
1 — Cos. pe — 2 Sin? 1pz, et quand on change p en 2p: 


fre Sin.® pede — 5 ERZ) (Up) ihre an engen (XXXIV) 


| f@) Cos? pda — : (EED LEAD (XXXV) 


Ainsi les intégrales (L06) et (107) (Méth. 1, N°. 14), pour & — 2y, donnent: 


XX 8 5 
E Sin? vde 7 ik l ES 4 1 er) Hr 
eed — Arclg. Kie 573 
1E 2rloste tr? lor Arlen 7 ne ie 
0 
ud A 
4 Cos.* xd: Ib al Svp 1 
Ne (1574) 
1 & 2r Cos. 2 J- 72 UG ES 1Er 
0 
de même les autres (475) et (478) (Méth. 9, N° 14): 
® Sin. de ri pl 
en Ee E gen zp (ete — eten), orkegh (1575) 
Melman piere tg nt) ge * Ap 
0 
® Cos.°, da EAA 
EER ee en J — (e-2pr —em); ie (1576) 
geperste gtr) U gr | op 
0 


et encore (484) (Méth. 9, N°. 14): 


® Sinpa de 
Í nn Std ete (1577) 


qa? REET Aq? —r?) 


0 

Oost pa de 7 ' 4 
Í AE En —= nn ed): a Baked: (1578) 
0 


comme («) est nulle dans ce cas-ci d'après Méth. 2, N°. 3. 
12. Lorsqu'on connaît les intégrales : 


b b 
jo Cos.prde = F, (p), -... (6), jo Supt dp) (7); 


Page 589. 


IL. M°°, 27. N°. 12. THÉORIE, PROPRIËTÉS, FORMULES DE TRANSFORMATION, 


on peut les multiplier par Sin. {px et Cos.} pst, ou par Cos. tpr et — Sin. } pr respectivement, 
et prendre la somme des résultats, pour acquérir : 


b 
| f («) Sin. ie 5 +e)l dz = F, (p) Sin. tpn HF, (p) Cos.Epz, (XXXVI) 
a 
. fiere Ml À : 
Í f (w) Cos. ? E +) de = F, (p) Cosi pn —F, (p)Sin.Spn; ……... (XXXVII) 
/ 2 
et Pon trouvera quelques applications de ces théorèmes; par la supposition # + Ez y,‚ on obtient : 
bt Re 
Í û (— 5 | Sin. pydy — F, (p)Sin.3pn + F, (p) Cos.ipz, …….... (XXXVII) 
+5 
+5 jk 
ĳ le — 4 Cos. py dy —= F, (p) Cosi pn —F, (p) Sin. Spr. ……..... (XXXIX) 
kid 
ads 


Par les deux premières formules les intégrales (1172) et (1173) (Méth. 18, N°. 4) donnent: 


£ U he n 
8 et sin | ae + )} ze ro) SS Sin [tor HU —p) Arg), eee 


oua fe(ZyN} HED if, gl 
ie 1 Gos. |r 74e) ETS Siaor Cos. hl rn dos ARES) 


Par les deux dernières formules on trouve pour les intégrales (1179) et (1181) ou pour les 
autres (1180) et (1182) (Méth. 18, N°. 6): 


2 
Oo (get — pret oet +E) Snipes de, (158U 
/ q 
0 2 
— } Sin. pr. (5 = í Sin. (ze —gqraed qr +5) Sin pede RATE (1582) 
gl 
2 
E Cos. (oer ane + Aq? + zi ODE oa LAREN — 
q 
=— | Cos.pr.y/ En sin. ins 1gn? el Cos. pa da (1584) 
— Ì Cos. pr. 22 Ie gretig? + ze 08. PEAR: ate 
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$ 2. MÉTHODE 28. SUBSTITUTION DUNE AUTRE VARIABLE. 


1. De cette méthode encore on a fait déjà un usage assez fréquent: et elle n'a de bornes 
que dans la complication des expressions, lorsqu’on voudrait employer une substitution queleonque 
sans aucune distinction: il faut au contraire la choisir telle, qu'elle donne lieu à une expression qui 
est simple déjà, ou qui par des réductions faciles peut le devenir. Encore faut-il prendre garde aux 
limites, et avoir soin qu'elles *deviennent détermineés après la substitution, puisque dans le cas 
contraire on n’arriverait à aucun résultat, solidement établi. Ceci est une observation qui ne s'offre 
jamais auprès d’'intégrales indéfinies, mais seulement auprès de quelques intégrales définies, par 
exemple celles aux limites O et <o, où il entre des fonctions goniométriques. La substitution de 
Sin. == y, Cos.r —=y etc, quelque simple quelle rendît la fonction intégrée, ne peut être employéc 
ici, puisque À la limite supérieure <o de x correspondent les équations Sin. oo —y, Cos. oo — y, 
ete, qui sont touf-à-fait indéterminées [288], et d'où par conséquent on ne saurait tirer la limite 
supérieure de y. Passons à quelques exemples. 


2 


2. Dans T, 18, N°. 12 (Méth 4, N°. 6) soit » — 5 et q — Jg il vient: 


emt T(19)T (p— 44) 
( 


— r1—p 


re PP 2T (P) (pour 7 — l cest T. 21, N°. 9). . (1585) 


Dans T. 18, N°. 2 (Méth. 22, N°. 12) supposez # — En dod lm 


bid! 
de = rn Les limites de y deviennent ici r et + oo, suivant que 7 est plus grand ou plus petit 
gen! GE (er) (gE 

Il vient: dy = == 5 £ 

are Á yd dl Sin. pn a f Jy dy Sin. pr dak 
(eeN 16, BTN 

da 
3. La supposition # — e-9 donne Len, dy, tandis qu’aux limites 0, 1, oo de w corres- 


& 


[288] Il est juste d'observer qu'il y a quelques auteurs (*) qui ne seront pas d'accord ici, puisqu’ils 
prennent Sin. oo — 0 — Cos.eo. Nous ne nous sommes jamais servis de cette supposition, parce que les 
valeurs du Sinus ou du Cosinus d'un arc indéterminé peuvent varier entre 1 et —1, et que ces fonctions 
sont par conséquent indéterminées elles-mêmes; à moins toujours qu’il n’y ait lieu de prendre Finfini comme 
la limite de Qer pour k entier, infini: et cela mest pas le cas ici. 


(*) e. a. Raarp, Differential- und Integralrechnung, Bd. 1, N°. 151, S. 235. 
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pondent les valeurs so, 0, — oo de y. Ainsi les formules (286) et (288) (Méth. 4, N°. 9) donnent: 


EE bej ed 1587 
end —ef RN Ee ( ) 
0 


les autres (544) et (545) (Méth. 10, N° 8): 


0 QE eT-IT 2 d, ge dd! d: 1 
(e gl dere ister (T. 136, N°. 14), En „ (1588) 
PEET & Pp (er 4 I(ez 41) wv 2 
0 


0 
et enfin l'intégrale (561) (Méth. 10, N° 17): 
a l 1 
U(L + Zet Cos.À He?) de = Te AEEA 0 (1589) - 
0 
SA 1 ze ; — dy 
4. La substitution @—=l— est inverse de la précédente, elle donne de — ‚ ou 
y 


— et de — dy. Introduisons-la dans Méth. 18, N°. 23, il vient successivement : 


ee 15 dy (—l)P 
| li E ) (lyp dy =— T(p) „(T.367,N°. 7), | ly) Uprr ZET (p), (T. 428, N°. I), 
y Sin.pr y p 


1 a 
frost 212, N°. 2) 0 AOR eraf Lr 0300) 
0 0 


1 
[joost Det r(ppoorpn (esorNea fl (3 q>1. (1591) 
y 
0 1 


Taa somme de lavant-dernière intégrale et de la première donne encore: 


| li (7) coap == — a (p) Sin.pr. (I. 367, N°. 8). 
0 


led 
1 
Dans T. 36,N°. 7 (Méth. 4, N°. 7) et dans riniégele f ez? der zj Es MANEN 
1 
(qui se déduit Méth. 3, N°. 7) prenons e-*”*—=y, d'où — we" de=dy, z=y/ l— avee 1 et 
y 


Werd l ei! 

0 comme limites de y. On obtient: 5 ens hen) Mi Í dry/l- == r (T. 44, N°. 4, 1). [289]. 

% 2 
vi 0 - 


[259] Red encore # == yP, il est: 


ap =1d ke 
ej. Dirne Ne jee (1592) 
L 4e ’ ( q: 2 ) 
0 es 0 i GAS 
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da 
5. Pour e= Sin.y on a de = Gordy, ou RD) — dy: les limites O et 1 de # 
donnent les limites 0 et 5 de y. Ainsi Yintégrale (28) (Méth. 1, N°. 7) devient: 
ZK 
od 1 l ls? 1 l 
a == L zl je Arcoos. | — |, (s*>1). [290] . (1593) 
st-Siner W(i—s?) s V(s-=1) s 
# 
da 
6. Lorsqu'on prend z — Cos.y, on a der — — Sin.ydy, ou —_—_—_— — — dy, avec les 
AE 


limites zz, 5 et 0 de y, lorsque celles de z sont — 1, 0 et }. Dans la formule (183) (Méth. 1, 


N°. 24) prenons q —= EL alors il est: 


Pee A (1594) 
CED kono Dien Bool De 5 
i p° Fage pg 
et celle-ci donne: Ì 
5 Sin. ada 2 q ; 
TTE A eN ETON (1595) 
p* Hg Coste py p 
: zj Sin. ede 
d'où pour pq == ILpdle 83, N°, il et pour p — Sin. À, g= Cos.À: Í TNS — 
0 
= Bi CP 2) (T. 83, N°. 6). Les formules (336), (337) (Méth. 5, N°. 9) donnent encore: 
in. 2À 
ze 7 
den NE ld die (1596), 2 #° Sin. ede * ze hos 2x) - (1597) 
LCos, « o2n2 Ant 1 l Cos. LS? 
0 
dy da 


7. De la substitution z=—= Tang.y il suit que de — ou 
/ 4 Cos.” y la? 


seront les limites de y, correspondant aux limites 0, 1, ce de z: encore faut-il observer que 


TT TE 
— dy, et que 0, 1: 


Cos. 2 y ’ 7 
la? == 7 Dès-lors par les formules (7, 8) (Méth. 1, N°. 4): 
Cos.* y É 
% 
2 rde 1 7 
IE, GEN ALE El, Tik (1598) 
p? Cos? HSin.*a Sine +qCose pe Hg \W q 
0 
Z 
2 Ì Sin. ed IE 1 
Vn EE Spe gleee «.(1589) 
p* Cos.* ev Sint z Sin.ed-glosr pt Hg? \2 p 


[290] Déjà déduite plus généralement Méth. 1, N°. 13. n 
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par (207), (208) (Méih. 2, N°. 6): 


7 

2 1 Cos. a da js en AE ia 
| pons Emre jane Sh s pd \p Pp pennen | ) 
0 

7 

72 1 Sin. ede ede —l 


en . p 

spr tgl— gin 
15 oat n ON 2 — Sin. Tp Eik ä el Gak 0E) 
0 


par (184) à (187) Méth. 1, N°. 24): 


í da 1 14 p 
[ en rag, tel AA 
0 
= Up (p° =D}, PH) (1602 
TE p p ‚ p te ene ) 
a dent Inr EE E 
rate Clean an 
a 
2 pv (p* Ent 
Te 3 l ’ Ne ne 1603 
(ed rte eren Ee 
par USG NERS (Méth. 40 N GRZ Ik ep Tang. San 3 zi (T. 290, N°. 3); 


par (341) à (343) (Méth. 5, N° 9), T., 180, N°. 11 (Méth. 6, N°. 6): 


7 5 
2 da E de 1 
in.x. Cos. — 0, . (1604), Ll Cos. Ned 1605 
| LSin. «. Cos. EON ( ) Í ED 8 ( ) 
0 0 
7 ‚ 
2 de 1 D dz 1 
en (NE lTang. n= =e jee e s 6 
| l Sin ST lig ( shel: ) | GJ gE zus (1606) 
0 0 
m a 
2 1 " 
par (374), (375) (Méth. 7, N°. 4): Í LSin.? x. Tang. ade = — jp [ LSin.? «. Sin* ade = 
‘0 0 


== — E(l2—), [292], (T. 330, N°. 13 et 6); 


(291) Ces intégrales deviennent pour p= l: T. 65, N°. 7, 8. 


[292] Voyez aussi Méth. 44, N°. 4, 
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par (388) (Méth. 7, N°. 8): ln EGO oP es Oe te TINT RE: (1607) 
par (480), (481) (Méth. 9, N°. 14): 
Kz 
2 Cos? « da 
(an 2 7 2 
Í EA idd ) Cos. à Hr? Sin? w s° Cos.° a Ht? Sin.* z 
0 
7 t gs r í Pa 
=H de NH el 1 HE, 
ptit —s*r? 5 a | Pp \ ik z. WEEDE) 
kl 
2 in. « 1 
U(L 49° Tang.* x) = Ed 5 - ke er 
p? Cos.* er? Sin? a s? Cos? « + t2 Sin. z 
0 f 
7 P pg s gs 
eee rel deja 4 5e 
ptt-—s?r? Ë rie a t de Ik KES 
par T. 23, N°. 2 (Méth. 9, N°. 23): 
ZK 
"9 dax Ì ad 


mam / ed 
(a Sin. 24-b Cos.) (e Sin. 2AdClos.e)  ad—be be’ 
0 


par (545) (Méth. 10, N° 8): 


2 Z Tan nt d 
4Cos.r— Sine de lar Lie g. t tn 
"ek EEEN. ih ie mg Ne 
0 


da 7E 
Sine 2USin.rn' 


1 Ik 4, N°. 6, T: 15; N°. 10 et (1219) (Méth. 18, N°. 23): f Cot. 1 id (1612) 


dz 2 
EU pe 0 +)}, ameke) lef one (1613) 
0 


de ee 
/ V Sin. a (Cos. — p Sine) Vp 


EATGEUN(( AD) renee eene eeen (1614) 


par (1228) (Méth. 19, N° 1): 


„ 


Z 
+1 ge A 
IEEE ENEN r en EN — glas. 
Í 5 Gare En tate eind 2o(1 7 lek peen! JE ) 
0 


par (1232) (Méth. 19, N° 2): 
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4 
| LOos.Uede — zl? [293]; par T. 152, N°. 13 (Méth. 32, N°. 5): 
0 

FT kad 

4 da 1 f? 1—Cos.t dz 

l Tang.* z (DES 0 95 ANS == EGA 1616 
Í WI Gos. 2e ) 2 Í 1 + Cos. Cos. z ) 


0 0 
ad 

1 re —sSine de 

Rn) Í 1 + Sin.r Sin. x 

0 


1 
‚(T.340, N23), — — 7". [294]. 


Dans T. 205, N° 5, 6 (Méth. 18, N°. 8), T. 208, N°. 3, 4, 7, 8 (Méth. 25, N°. 6), 


D. 212, N°. 12 (Méth. 18, N°. 4 1 r IE dt 
5 e 5 5 A NJ U arn ent AT 

gen (Méth. 18, ) prenez p EN y 2 
comme limites de y, et vous aurez: 

7 7 % 

2 7E 2 7E 2 ’ 7 
| Cos. (q topje Sin.(q Tg. y). Tg. a=jerf Sin. (q Tg.y). Sin. y.Cosydy — 929, 
0 0 0 : 

‘ 2 DE 
(LOENEN, 20,20): Í Sin. (q Tang. y).Sin.? y. Tang. ydy — i MOT Arens kere de RA (1617) 
0 

7 7 

2 1 3 == 
je (qTang.y). Cos.® ydy = zei 8 Cos. (q Tang. y). Sin.* yd = Tren, (T. 59, 
0 0 

ZE 
Nos 10): | se (qTang. y). Cot. ydy — ze). (E: 60; NE45). 
0 . 
2 Sin.yd 
Enfin dans (505) (Méth. 9, N°. 23) soit z — Tang? y, de = Ss done: 
RE (1618) 
aSin.* re HbCos*e a—b b 
0 


Pour 5 ou a lunité, on trouve T. 66, N°. 21, 22. 


[293] Qui ne diffère pas de Vintégrale T. 381, N°. 1 de Méth. 4, N°. 3, 


ed 


; g Ll 1l—z de 
[294] Pour Sin. — y, il en résulte: f Ll ==. (a 188 ND 5). 
I4za (le?) 2 
0 
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8. Passons aux substitutions inverses et soit en premier lieu Sin.r=—=y, d'où Cos. xda —= dy; 


aux limites 0 et 5 de rz correspondent les limites O et 1 de y. Ainsi T. 330, N°. 1 et 


de 1 
T. 381, N°. 1 (Méth. 4, N°. 3) donnent: TE — — zal? (T. 163, N° 2) 
0 
ELD LNE 1), [951 
reed ER ANKE A , 


Par les intégrales (512) à (519) (Méth. 10, N° 2) on obtient: 


L gl 7 
: „À. —_p' =- Wren 
f ere {Tang A/ (Ll —p Ed ze) Tap: {F (p‚Â) —E(p,2)} + 
0 
4 À Pe ie eN 
oen AAT (Lp? Sind}, (1619) 
BOE EE Ek 
é . . Ae == Hd L == _— Pp ), —— 
f treo Gag AA) de oe = js BOA) 
0 
Tan Cot. A. {1 — (Lp? Sin.*A)}, (1620) 
4 t. (Tang. A./(1 2e?) mm LE pa E 
il rccot. (Tang. Ay pe nen pv) — E(p‚o)} + 
0 5 
7E Cot. À EE: 8 
En Wp? Sing) (l—p?)}, (1621) 


pt V (lp) 


1 4 lx? 7E 
Í Arccot. Fang.) Apt et)}de/ or — ap: (p‚p) —(l—p?)F(p‚4)} — 
0 
zr Co! À 
ENT A 1 —p? Sin.® p) — Wan SEREE 1622 
Et en a (1622) 
j ‘de 7E Ì 
fr Wang. AL —p?2°)} DEE zn ne pe Pe) ze 
0 
zr Tang. À 2 Ct 2 a \ 
PZ) {WL =p? Sin? WD (1—=p?)}, (1623) 
1 l—z? 7E 
f ven (Tang. A. /(1 — p? z°)} Sn nn Sap {PF (p‚4) —E(p,4)} + 
o é 4 
EW Lp" Si (Lp) lenende (1624) 


[295] On peut encore la déduire par Méthode 22, lorsqu’on développe L(l—x?) en une série et que 
Pon intègre ensuite. 
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f re {Tang A (lp? 2°)} LD BTN == re Fo} 
‚ V(l-p'et)t(l—e?) pt Up? 
____= Tang. =p Sat (1625) 
BPV U =P”) p Ep)}s ve ee (162 
f reen (Tang. LVA pt 2} dep Gen = on (EF p‚o) —B(p,‚o)} + 


0 


+ m Tang. En — p°) {ly (1 — p? Sin? p)}; . . . (1626) 


où partout Cot.p — Tang. d.y/(L—p?). De même par les intégrales de Méth. 14, N°. 6 


JE (p , Arcsin. Drin = — la ep): Wree erat (1627) 
8 p? Pp 5 
l xda —l 
|r (p, Arcsin. x) En == ap le — 2) F'(p) + {2 + LUI —p°} E'(p)]. aise. (1628) 
0 
1 \ ede wohl F' (p) 2 
ln TEVA PNA") 1629 
en VE) EA) Ojee) CE 
fre Arin) e= rp iter EDE, ben Bek (1630) 
0 
ede En ; 3 eat kakt é 
[re Arcsin. @) ER = re RTT WAE ek (1631) 
fre, Arcsin. rn leien Ed (1632) 
0 
. a5 da 1 
F(p, Arcsin. Oe 7 ; F'(p). PI (l—-p?)}- (1633) 


F(p, Arcsin. JEF == De: Sin”) / Ape 


| 
ff K de 
0 


Ì 
— rg UPF (ol) — BF (p). Aret. (Tang) U penn: (1634) 
1 
| E(p, Arcsin. z) Een een ne Ees 
‚ lp? z? Sin? Ay (Ll —p? «°) 


1 
== rin ap Ds) EN (pn) Ar CTA Ne EGER (lp? Sin.* à)} |. (1635) 
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Enfin par les formules (1126) à (1128) (Méth. 17, N°. 16): 


1 lp? e? 
[rare TE (2—p?)F'(p) {2 — HUL —p°)}E'(p), .. (1636) 


0 
xv: de 


Lg 1 
U —p'e? BHP IED) {p? 2 LUI p) | F'(p),-(1637 
je Pep pe CAPD Lt HL) (1087) 


a? 1 
far ES ptp p°)jE os (2 —il(l—p*)j E(p)-(1638) 


0 
9. Pour Cos.er—=y on a — Sin.rde —=dy, tandis que les limites de y deviennent 1,0 et 
— 1, lorsque celles de & sont Dee zm Ainsi par les intégrales (263), (265) à (267) (Méth. 3, N°. 12): 
lp? er? lp? 1-—-2p? 
de vi =P) (1639), atd Er EP) Ee), + (1640) 
Bp sp* 
o 
Ì en Zp? bake: da 
d = 2E'(p)—— —F'(p),. (1641), 5 —F'(p), . (1642 
jer Dame) EF): (1641) AN in 
0 
ENDS TLN 
== eN : ED) senen: (1643) 


| za V (le) (Lp? °) ni 


zn nie el: 1644 
if Vil—e?)(l—p?e?) Bp’ p) 3p* le Sat) 
0 


par (273) à (275) (Méth. 4, N° 2): 


1 na? 182 al2 
| Arccos. z‚ (1 — z° jet On ER (1645), Í. Arccos.o. (1 —z?)ede =nr— zap? . (1646) 
=l —]l 
L a2a da zz? 1/2 
Í Arceos. AE == ZN ga/2 ee et telgen dente slakkie ne (1647) 
—l - 
par (305), (310) et (311) (Méth. 5, N°. 5): 
Ul? de 2 tg? 
A) ee 2 ENNE: (1648) 
rds Vlet) Vr) rete) 
== 
vee) jep) Cospeda = Cos een sm BONNET) 
s—ir V(l—e?) 2 (es —t?) 2t J 
=i 
Lep/ (le?) JePe) Sin. pe de — dre 
2 Ee EE ek (1650) 
s— il V(l—z?) W(s*—t?) ik 2t 


il 
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où t<s; par les intégrales de Méth. 10, N° 11: 


dae 1 
[atman tE, (p: 1), — — lp, (p° >1), .… (1651) 
ME == — Arla, (p? <1), =2 „rte, (P*>1), « …. (1652) 
Ë VA) 

A Thude TAS Eg BS 
far re EP? CI —Srlep, (p* > 1, . 1658) 
il ° 

2 2 Eem ee == 2 = PrwelpS el) 2 
| ve nen RE <1), = 2! 3 ‚(p*>1), .- . (1654) 

ETE. 1655 
Í ( Pen Sede a se te ol ) 


el 
par T. 245, N°. 12 et (1125) (Méth. 17, N°. 15): 
14 le 1 1 Arccos. ed; 
Í EE z 7% :- (1656), Eren == m(r— UN) Cosec. Uh... … (165) 


14? Sin.* ,— a? Cos.° à 
il =l 


== dy, et O et < pour les limites de y, 


da 
10. Lorsqu'on suppose Tang. —= y, on a : 
d PE J ” Dost x 


correspondant aux limites O0 et 5 de e; ainsi Yintégrale (1108) (Méth. 17, N° 14) donne: 


2 Arcga de ME Ed, (1653) 
ap Hap ltet  2Ep Pt TT 
0 


les formules (1131) et (1134) donnent pour Tang.rx — y (avec les suppositions Tang.a — q, 
Tang. B — r), et pour Tang. « =; (avec les suppositions Cot.« — q, Cot. — r): 


de 


1 
vaer ), Arctg. == POP | vis) (1659) 


AT taat —g*) 29 


q 

5 qr —l SN pl de Le: l í gat den I —5) 
[rl gr ‚Arc Ei Verreet") on en q PT] de F ve r 
q 


Ie 
|. (1680) 


de 1 r* 
—g?r?), Arc Ted lar. Á (15) 


+ Le, F' za Shek AL! 
2g(l 47°) lis (kr) Eels ) 
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few Si Arets) Ge Eer Et 


qe Vr —et)(et —9°) ger rz)! 
q 
2q°r(1 mT wi te .. . « (1662) 


11, Quelquefois on peut obtenir une nouvelle intégrale d'une manière indirecte. Intro- 
rt U(l —p? Sin? @) 
V(l—p* Sin? z) 


duisons par exemple dans lintégraie: de = Al(L—p*).F'(p) la supposition 


lg? de 
F(p‚e) — {1 Hy (L—g*)} F (9,4) [296], d'où p = Abe de 2 - == 
14 (lg?) (lp? Sin. z) 
d: wee É 5 E 5 
ent) (1 —p?Sin.*y) — Cos. *y + Sin. y.y (14°), 


E 7 
Tang.(r —y) — Tang. y./(1 — q°), done pour y = 0, @ = 0; pour y — pen Or, comme 
dans notre intégrale citée la fonction À intégrer est paire, il s'ensuit que l'on a aussi: 
z l(L—p? Sin? «) 


(1 —p? Sin.® «) 
0 


de =l(l—p).F'(p). (L. 355, N°. 23). Lorsqu'on y substitue tout ce qui 


ZE 

2 

précède, il vient: | l 
0 


Cos.* y + Sin. y./(L—q*) dy 1. 2 (1—g®) 
VA—g! Sin?) Vlg Sin?) 2 1") 


F(q); 


tel 3 


dy 
— g* Sin. y) Ts 


ajoutez-y lintégrale primitive, il reste: f vewentsne or) Zi 
0 


12 (19°) 
=S. l'(g). (T. 848, N° 13). 
B 


12. Lorsque Vintégrale à transformer est composée de deux parties, dont chacune pour soi est 
infinie, il faut avoir égard À Yobservation de Méth. 9, N° 21, afin que Pon n'obtienne pas un 


inj ld L , oe 1 da 1 
A vicieux. Prenons l'intégrale de Méth. 37, N° 3: Í lan mee an der Z' (p), 
0 
où les deux parties deviennent discontinues pour la limite 0 de z: remplagons cette limite par £; dès-lors 


on peut séparer les deux parties sans crainte et y faire des substitutions différentes. Posons dans 
1 


le 


1 
la première e-t=—=y, avec les limites de y e-° et O; et dans la seconde 1 jr, avec 
z 


[296] Vogez Vernuisr, Théorie des Fonctions Eliptiques, p. 149. 
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to Hinitestd Test if Ei 1 da 0 dy 024 dz 
0 MILes 2, 14 Vaent: ETE enn WN Res ET ord == 
e comme li e \ Te E Iy Al 
€ e= ER 


1 


1 
1E 1 al Leda 7 EN EP 
=— Í = de — | —. Or, d'après Méthode S la dernière intégrale a pour valeur 
0 


le la La 


IL : If (lees 


5 he AT ee la limite zéro de «€ cette 
l 
l + 4 


ie : 
fraction devient en — 0. Done on obtient: Í Ë + 
e va 


l jet — 60) + 


der War 
=d 


N°. 8). [297]. 


$ 3. MÁrHODE 29. SIMPIJFICATION DUNE INTÉGRALE DÉFINIE PAR 
L'ANNULATION DUNE CONSTANTE. 


1. Lorsqu'on a évalué une intégrale définie sous de telles circonstances, que la valeur zéro 
d'une constante quelconque c n'est pas exclue, il est certainement permis de prendre cette valeur 
spéciale de ec pour simplifier l'intégrale; mais de telle sorte on n’acquiert rien de nouveau. Il n'en 
est plus de même lorsque l'évaluation de lintégrale a eu lieu sous la condition d'une valeur positive 
de c, et lon peut se demander sil est permis alors de conclure au cas de c zéro, même lorsque 
la fonction Àà intégrer et la valeur de l'intégrale restent déterminées toutes les deux, c'est-à-dire: 


b b 
est-ce-que Yintégrale Í f(e‚e)de = F(e), (C°>0) eutraîne autre Í f(a,0)da =F(O), (C=O)? 
a a 


Quoique la réponse ait Été en général affirmative, et que même Caveny [298] ait employé cette 
eonclusion, quoique dans bien des cas elle mène à des résultats exacts, elle est pourtant vicieuse, 
puisque la série qui correspond à f (w‚c) pourra bien très-bien converger pour e positif, tandis qu'elle 


[291] Intégrez-la par rapport à g entre les limites O et q; vous aurez: 


NE 
| Etage = 0 EN 1) 


(293) Voyez Cavour, Mém, présentés de l'Institut, T. 1, 1827, Mémoire sur la Théorie des Ondes. 
Note 8, p. 129, — Consultez ARNpr, Grunerts Archiv, Bd, Il, S, 70, 
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devient divergente ou périodique pour ec nul. Ainsi Piette ef (w)de — F (Ce) reste finie 


a 
quelquefois à raison du facteur e—°?, qui par exemple pour la limite supérieure oo de z devient 
zéro et annule ainsi le terme correspondant. Mais lorsque c est zéro, cette circonstance n’a plus 
lieu, et il se peut très-bien que le terme mentionné devienne indéterminé ou infini. Pour sub- 
venir à cette difficulté OssraN Bonner [299] a donné un théorème, que nous déduirons ici, mais 


qui n'est plus exact dans l'application qu'il en fait. On a identiquement suivant Partie Première N° 4: 


0 
frepevae=tins {me f(a) Hutt fia Hòa} — Lim.ò.mt [fla Ham? flaò) Hm? flat 2d); 
a 
supposons que l'intégrale ait une valeur déterminée pour quelque valeur m, de mm; la dernière 
série sera convergente pour cette même valeur et Pon peut démontrer par la méthode d'Ager [300] 
quelle sera encore convergente pour quelque valeur #2 moindre que m,. Car depuis un terme 
queleonque pième la série est: 


m \pì 
mPÌ f(a + pd) + m{p+1)d f(a + [p +1] ò) +. (A) mrd f(a 4 pò) + 
' m \pi)d 
/ - Ey me f(a 4 [p +10) +... (a) 


m m \Pd PIO EREN 
Oh Goe == gn ISSN SSS sont des quantités décroissantes: en outre les autres 
My 1 m, 


facteurs constituent une série convergente, et cette série est renfermée entre deux limites finies 4 
N 5 EN e m \ ed m\pd 
et B. Dès-lors suivant ja Première Partie N° 13, il est | — A série pourm <\—| B. 
m m, 

De plus la série étant convergente pour wm,, les grandeurs 4 et B s'amoindrissent de plus en 

ĳ BAN LA aen GE 

plus, lorsque le nombre p augmente; et dans ce même cas la fraction {— | diminue aussi; 
m 
1 

donc les limites, entre lesquelles se trouve renfermée la série pour m, approchent graduellement de 


zéro, lorsque p.devient plus grand, et la série primitive est convergente pour cette valeur m: donc 
Pintégrale définie, qu'elle exprime, est finie et déterminée. Par conséquent on a le théorème suivant : 


Théorème. Lorsqu'une intégrale Í mef(e)de a une valeur déterminée F (m,) pour la valeur 
‚ ; 
m, de m: alors pour m, im, Vintégrale aura pour valeur F (m2), quoique primitivement cette 
intégrale ne valût pas pour cette valeur m,. Toujours est il sous-entendu que la fonction àÀ inté- 
grer ne devient pas infinie pour cette valeur 7. 


[299] O. Bonner, Journal de Liouville, T, 14, p. 249. 


[300] Arrr, Journal von Crelle, Bd. 1, S. 314. 
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Tout ceci est exact, mais le raisonnement ne vaut plus lorsque avec BoNNet ou prend pour 
ms, une valeur plus grande que m,, même dans le cas.que my, converge vers m,. Dans ce cas 
le résultat peut être valide ou non, sans que l'on puisse s'en assurer. 

Ainsi dans les intégrales de Méth. 4, N° 11 le facteur e-Pt — (e-P)t devient (e°)r=lz —=1 


0D ke 
1 
pour p zéro, et le vouiet f Cos. gade — 0, Í Sin. qed — — est par hasard fautif. Au contraire 
q 
0 ij 


5 dz 7 
la première intégrale de Méth. 10, N°. 4, donne de la même manière | SUE YE Arclg. mi 
5 


0 
ce qui est vrai par hasard. 


Pour avoir encore un exemple tranchant de la mon-validité de cette méthode, prenons la diffé- 


®g Cos. pa — z Sin. p 
rence des intégrales T. 205, N°. 5, 6 (Méth. 24, N°. 4): Í hee Pr se en 0, 
Pte 
e e Ke gde . 2 IN 
(T. 209, N° 17), et posons-y p zéro, il vient: ETE Fe) =— 0, ce qui répugne à la valeur 
ge He 


0 
trouvée Méth. 1, N°. 3. 
J'ai eru devoir insister un peu longuement sur ce point de l'analyse, parce que emploi 
illégitime de cette méthode a mené assez souvent à des fautes dans les résultats. 
2. Mais il y a un autre eas, où cette méthode nous a déjà quelquefois rendu service : savoir 
lorsque la valeur zéro de quelque constante annule à la fois la fonction À intégrer et la valeur de 
Yintégrale: alors on peut pourtant acquérir un résultat exact. Ce cas se présente entre autres auprès de 


1/1 —ag\e Jel 
T.10, N° 20 (Méth. 3 N° 2) pour g zéro: done on …f Ben apidae == TR 
ij plp + 9)" 
of j\e Lel La/ 
passant À la limite zéro deg [301] | 5) uid ne = perl (T. 157, N°. 2). [802]. 
he 0 
- : lag 0 ETA A5 N lag _—lr.rgl 
1301] Puisque est j Peer 7 zéro, il vient par la règle ordinaire B = - ENE 


[302] Comme on trouve d'une autre manière Méth. 33, N°. 7. Substituez zP = y, vous aurez, après 


rf 1\a 
avoir multiple par pat: | 5) de == 1ell, (T. 42, N°. 1), d'où encore, parce que les intégrales 
Kl 
0 = 
rl /]\p=l 
précédentes valent tout de même pour un a taaionare:f le) de =T (p). (T. 42, N°. 2). Diffé- 
kj 


0 


l 1\ p=! 
rentiez-la par rapport à p, il ef ) la. de =d, TD (p)-(T:A2,N2, 8). 
c 
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$ 4. MmÉTHODE 80. DÁVELOPPEMENT DE LA FONCTION INTÉGRÉE ET DE LA VALEUR 
D'UNE INTÉGRALF EN SÉRIES, DONT LES TERMES GÉNÉRAUX CONSTITUENT 
UNE NOUVELLE ÉVALUATION. 


b 
1. Lorsqu'on econnaît une intégrale définie frrna= F(p), et que f(p‚z) et F'(p) 
ad 


peuvent se développer en des séries, dont argument est une même fonction de p‚ on peut con- 
clure que le terme général de la série de F(p) est la valeur de lintégrale qui contient le terme 
général de la série de f(p‚«). Ainsi quand on a f(p‚e)—= 2 Anp”, et F(p)= 2 Bp”, on aurait : 
b 
Í An de — B; ou lorsqwon avait f(p‚z) = = AnCos.np, F(p)—= 2 B, Cos.np,‚ il en résulterait 
5 
Ö 
encore: | Andre — B, Dans ces deux exemples A„ est nécessairement une fonction de z. 


a 


D__Cos.pada 1 1 
2. On trouve (Méth. 41, N°. 11): elken 
Í C27E HT ep + eP 2 
“0 
Ogre 1 eP + eP 
Í Smedes Ei Ct (pi) Pour la’ première on a C. PB. 67 et 76, 
kens ep — CT 
0 
Nl SL Ï EE nd HG A 
Cos.pr — > ET p2na?n, nn (pi) mite aal p?" Ban; or, comme les termes généraux pour 
2 5 ER 


ande 1 
rl Ban . 
2 


ke») 
n=—=n ne diffèrent que par les facteurs #?” et Bo, on en tire: nmr 
$ ele Leinz fg 


0 
(T. 120, N°. 14). Pour la seconde il faut prendre la différence — Sin. pa + 2 Sin. pr = 


» Znr2 1 


_—(— 1 prtlgntl, à laquelle correspond la valeur — d Cot. (pi) + 2i Cot. (2 pi) —= 


o J2n+1l1 
: 4 oo Znt2 | Qnt1 
=— — ( Tang. (pt) —= ze EE I» arne Ban+1 (CG. P. 74). La comparaison des deux 
OTT 1 gnl 
termes nous donne dès-lors : EE bns da — Bani (T. 118, N° 15). 
err 1 nl 


0 


®Sin.pride 1 1\ f° Sin.peide A 
3. Méth. 31, N° 2, nous donne: EE sche 5 ee Tg.p. 
er +1 Zok P 
0 
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Or, suivant C.P. 68,72,73, Sin.pai==i pan+1gontl, bn Sn PH Bert 
o 1271 [1 Pp 2n+1/1 nl 
ZH] g2n+2 
Tang.p == er RE Ie Pe Ban+1; done pour les termes correspondants: 


0 p2nt1 de Z2nt1__ zntl dy g2nt2__1 on B 
) he Eerl ONE ee enn . 
Í Fel ani ( ), [a Er ZE 2n+1 
0 


(T. 120, N°. 20). 


® Sin. pride 1e (Ll Ì 
4. Encore a-t-on Méth. 31, N°. 2: Se Ge ; or, par une 
err 1 2 \2 ZD 
Á 
2 B 5 adt 1 a pent DO p2ntl de 
réduction facile d'après C. P. 69, 7 Cot. SP — Er DEN Bar+1; done ef Ar RET 


0 


1 
= Bane. (T. 117, N° 28). [303]. 
ami) Betr (f. U7, N°, 28). [303] 


$ 5. MÉrHopr 31. SOMMATION DUNE INTÉGRALE DÉFINIE PAR RAPPORT 
À UNE CONSTANTE. 


b 
1. Quand on connaît quelque intégrale définie [res de = F (p), il s'ensuit naturelle- 


p=k fb é 
ment: © | f(p‚e)de == > (pre) — m5 F(p). Dans le cas où les deux sommations, 
: p=kh 
a 


ph p=h 
a 


celle des f(p,‚e) et celle des F(p), donnent lieu à une expression finie, fermée, on est par con- 
2 Za Ee Hals 
séquent ramené à une nouvelle intégrale définie. 


Ivertel 
2. Ainsi par C. P. 69, 73, 71, Fintégrale 80, (Méth. 1, N° 11) donne: hen. = 


err 


Ti VOP he » sn Sin. gei de 5 
ze Í de ZerTe Sin. gei — z Í Sin-geide Serre => fes ZIE TE (T. 281, N° 10), 
t 1 t 1 t — 
R 0 0 


303] Autrement déduite Méth. 33, N°. 9, Pour 2 =y on trouve encore: 


D p2ntH1 7 La 
= jn Bonseye (ES U17, N22): 
ml n n +1 1 


0 
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(T.281,N°.7), 


if etat 


Ee Ets 5 1 (” Sin.gaid: 
en El de eOn-IeeSin. qgei=— | Sin. grid Ze (nIT2 nge 
4 2 ï 1 (4 1 

0 0 0 
® Sin. gai de 
ere 


’ 


Tl ERE AAR EE 
—— —Cosec.g == | de ZF e"7e(—1)" Sin, qri —=— | Sin. qeide TE (— rent =i 
2g 2 v 1 t 1 

0 0 


Ì il 
T. 281, N°. 5). Encore par C. P. 75 et l'intégrale 81, (Méth. 1, Ne. 11) on a: — Sec. —q = 
q 
= ee) 
Et 4 ee Sferas © Cos. gai 
fori retenren zei foo qui wEC ine ere f em . (1663) 
0 0 


Lorsque dans ces quatres intégrales on exprime les Sinus et les Cosinus imaginaires en exponentielles, 


ke: Pear — TT 1 Ogre * 1 1 
il vient: | dE —ouf dd [304], (T. 38, N° 2, 17), 
q Ì © 


ent | TT 
0 


DO qr 0T 1 Pelt Jett 1 1 
dn Cosec.g —— . (1664), Eee de — — Sec. g. [305]. (T. 38, N°. 16). 
ETT — 1 q eri ent 9, 9 
0 


Quand au contraire dans ces mêmes intégrales on prend qi —p, il vient à l'aide de C. P. 38, 


® Sin. pa da 1 1lePrteP f° Sin.prda ler—l. Ee 
40, 34, 30: f EE El nj appr POOT. 281, N08) 
0 ô E 
® Sin. pad. 1 1 BiOospede | el vip 
er abs) ESTEN) SO 
ent 1 Wp @P—eTP Tide Tt  ZePtl 
0 


3. Dans les intégrales T. 63, N°. 9, 10, (Méth. 7, N° 20) prenons p = a entier, alors 
ptgl)_ gen 


(par la formule 4, Méth. 3, N° 7, Note), et nous aurons: 


BDE) „AAN 
7 TT 
ee 5 Cotdade gal 7 i ì Re heee Cotta de 
, ET == ETS ei) 3 . ‚Vo. OEE AR 
os. ax. Cost z. REE TN br die 5 | in. av. Cos. z Os 
0 0 


gel TT 5 k RS 7 4 
RAPEN BRE gs d Nan e et 
lei 2 Sin gn’ >q > 0. Maintenant multiplions par p® et sommons par rapport à 4, 


[304] Sur une autre déduction voyez Méth. 22, N°. 14. 
[305] Comme on a aussi trouvé Méth, 22, N°. 14, 
[306] Autrement déduite Méth. 41, N°, 11, 


[301] Déduite d'une autre manière Méth. 41, N°. 11. 
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kid 
2Cotlarde » pr m,gell 
il vient: f — —— > Cos. ax (p Cos. x)t —= ala — 1, 
il vient Í DE (p ) 2 Cos.1 qr À nt Dd Pe 
0 
5 1/1 
2Cottxde e pr qe à 
—_____—___ ZE Sin.ar(p Cos. jl = ET Gm) 0. Pour les premières som- 
Í Cos? 1 a ê 2 Sin. qr 1 rei? ee Ì 


0 


mations changez p en pCos.r dans C. P. 97, 98; pour les secondes on a C. P. 61; done: 


TI 


2Cottaedr L — p) Cos? « PL 1 
— 2 m2 Tre ( Le 
Cos? 1—2plos.* ap? Cos*e 2 Cos. Lg (l—p)e 
Z 
a - 
2 CotAada p Sin: z. Cos. 2 kn 1 nae 
Cos.?x 1—2plos.*e Ap? Costa _ 2Sin.tgr (l —p}t 
0 
7 > 
"2 Cottade - 1 7 : - 2 Cott-lgde af 
Í 1 (2p—p?) Cos.2a (Ll — pl! 2 Oos. Lg Ee | 1 (2p—p?)Costa 
0 0 
1 
== sn EE 2>q>0, (T.68, N°. 9, 10), intégrales, qui au fond ne diffèrent pas. [308]. 
Oneanp calf 


lor (l—e)plde TE T (n— n—l 
4. De lintégrale de Méth. 4, N° 6 on déduit: a ( : ) Ze (e) TP) 9 ; 
E aptl r_ T{n) ral 

0 


EM} 


Mg PL n—l E Teln n—l 
d'où par la sommation suivant x: LE de SL = @) De EEn en 
xl 1 r\2 2 1 T (z) pn—l 
p T 
T o (lp WUIT(l — n—l E(D)E (1 == o (Ì — phr—lll /q\n—=l 
dd) | (1 —p) (9 _T@r(L-p) (lp) Nrs KIES 
r 1 Jn—/1 r r 1 Jn—=l/1 r 


' rd E 8 ' 
nière sommation est égale à (: _ä) ‚ la première sommation sous le signe d'intégration a pour 
7 


® 
valeur — — et lon a trouvé Méth. 4, N° 6, Note: T (p) T(l —p) = En donc: 
r—qe Sin. pr: 
[308] Prenez (Ll —p)? = l—r, alors: 
TE 
2 Cottade ] zi 0 1, q* <1. (T. 68, N°. 11) 
(a TEL 2Cos.igr’ Ser OEE ERN i 
o (L—r) he 7 
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UL —ejpt de mr Cosec. pir 0 1p=0, (T 6, N° 9), dod 1 
=e, r ; ) (De 6, Nee9) Pdfoukpourp tt 
Í r—gqe ap mP (r—g) Pr dE É ) ni 5 2 
Lied 1 
Sf (EENES): 
EEN md hel Ca 
0 
2a+l 
5. Multipliez lintégrale T. 183, N°. 8 (Méth. 5, N°. 2) par oen El et sommez par rapport 
5 DO Inda : nl 1 oan: 2 nl 1 
à a, il vient: En a El == no n _— ar Íp. Arcsin. zn 
ĳ o\p te) 2nd-l 2n/2 \2p Un tl 2p 
BRP deend'ge ep) Des-l en nt £ 2e ne ] 
s-lors on a p° 2p e>gqe et maintenan 
( quand g&<2p). Dés-lors on az v>) qe et main EE) EE 
lp el : / — Er 1 E 1 age 
A re rs 1 de te NE. 
Uonip? az? E n zp: ‘dz? pta? 2 pda?) 2pde-—gr 
suivant C. P. 66, done: pi, le de 2m Ip. Arcsin, q <2p. (T, 179, N°. 19). 
d p- gede? 7 2p : 


_ oo 
6. Donnons encore quelques applications de la sommation C. P. 97, sous la forme 2 p”' Cos. ng — 
1 


L lp? 
== = 5 —,et de C. P.98. Maltiplions T. 84, N°.5,3 (Méth.5,N°.6) par q® et prenons 
2 1l—2plos.gtp* 
DE 5 8 7 p Sin.x q Sin. 7 3 
s par rapport à a, nous aurons : Le n= 
E je 1—2p Cos. ad-p? 1—2g Cos. et p* 21 pi) 
0 
mn __pPq 7 lp? 1—g* 
== 5: 1 TRS DAN ken 2 0D == 1e — 
21l— An olen ) EE 1—2g Cos gj 
ij 
7 (1 =d dr 2) 2 PQ : s Ff E 
— ar Tp Bn (po) == En d'où suivant Méth. 1, N° 14 
0 
7 Sp desg? TPN eers 
nn: Og (SHINE 2) NIOD 
| 1— 2p Oos. + p? PEN Sien Pre q ee ( 1) 1) SE }- 
Multiplsons encore les intégrales T. 296, N°. 7, S (Méth. 5, N° 6) par q® et sommons par rapport à 
Sin. rde mn » (pgq)” 
a,alors: f_ePCos-r Sin. (p Si kl —=-E —= (Pa —1), Ie CHEMO 
f'etersinosnn erop re tal pt DC (par C.P 09) 


0 


[309] On en tire encore: 


7 Cos. z Cos.r dx nlH2pgdpt qr? g? (1666) 
ede serre deM 5 
1 2pCos.r tp? 1 2glosrdg® 2 (l—pg)(l—p*)(l—g*) 
0 
tandis que pour # — 2y ces intégrales donnent: 
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eN | En (pq) 
Ke el ‚C 
| epCos.r Cos. (p Sin. x) he dz j epCos.e Cos. » Sin. z) de + 7 dri it 


0 


—=n Hell) —= nel, q° <1, (TL. 296, N°. 19, 20), suivant Méth. 5, N°. 6. Trans- 
formons enfin de la même manière T. 370, N° 3 et T. 354, N° 6 (de Méth. 36, N°. 6), 


pSi Sr d. ao n 
il vient: [7 ara Zi | TEE > (29) =p) p°<1,9° ZA 
0 


L — p Cos. L— 29 Cos.r +9? Zi n 


/ 7 lg? 
T. 312. N°. aards OR PGE Ben EE en 
(TE. 372, A 1), d'après C. P Í U(L — 2p Cos. + p Ten de 
0 


(2q)” e= VE 2 x a 
— Ur l(l—pg), Pp <1, 9? <1, (T. 355, N° 21), 


n 


= fo Cos. tp?) de 4 27 55 
1 


0 
suivant Méth. 4, N°. 4 
7. Mais quelquefois il y aura lieu de se servir ici de la Méthode 15. Par exemple pre- 


nons les sommations: 


: Cos. leer 1 5 à Sn (aat 1 zl 
2 IE — Cot. Jr ETEN 2 re =Tghet le Cos. 3e „ [310]. 


Or, on a (Méth. 5, N° 6) Yintégrale T. 84, N°. 5; application de ces sommations fournira: 


„ein. x.Cos. [aat , nk 


=p, 


“1-2plosatp? Sinte 21 


r _Sin.odz Ope, 1 (zr Sin.r. Cot} da 
Sint en A 
l—2plos.atp* 1 2} 1—2plos.atp 2 
0 


l fz Sin.z.Tang. teder 
2 1 Wp Cosa tp? 
0 


ed 


. a 

EE En In Sin.nx = — 
l—2pClos.e dp" 1 

0 


„en. Sin. lee +1) d d 


En Tige 


De 
Ef Er 
2 1—2plos.r dp Cos.}e 2 1 
0 
E Sin”. Cot d 1 
en 5 EE (1667) 
1 —2p Cos. 2 + p* 1 —2g Cos. 2e +9? oe 16 We pg' 
0 
7 
AND ONNIE AANEEN ONE ee 
l—2pCos.2e p* 1—2gCos.2a gt  2(Ì — p*)(1—g*) lpg 


(310) Qui se déduisent de C, P. 96, quand on y met successivement p = + let p—=—l. 
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et GE ; tandis 


1, 
TPM 


Passons à la limite oe de a, les sommations ont pour valeurs respectives 


que les intégrales complémentaires deviennent : 


| Rd í 
„ein. xt. Cos. CED ae re Cos. rt. Cos. en 5 f MN Hee 
| 1—2p Cos. od p? Ee 1—2p Cos. ap? Í 1—2p Cos. edp? Í 
0 
Ë Sin.v. Sin. | 2a+1| de „Sin: Le.Sin. leerrs} 5 Cosaa—Cos{ (at Ve), À 
me == M= v=—= E 
0 L—-2pCosatp* gls EN IE zl ap? l_—2p Cos. at p* ï 


É Méth. 15. N°. 2-d bi Kz «. Cot. Jada Tr zSin.v. Tang. } ede zi 
suivant Meth. A . &; AONG: / Pe Tee SEE mEt En en ENE EE En 
0 0 


(T. 85, N21, 3) BN). 


En a Cos. 2 ar 
Te a-t-on: Bd nGos. {(2n—1)e} — Sec. H (— le 


312], d 
DE [312], done par 


7 de 
intég ed NS éth. 5, N°, 6): 
Pintégrale T 5 (Meth.n5, N°. 6) | 1 — 2p Cos. + p? 


oei Jb m Sec. da é (—1e fz Cos. Zazx de te de > (— Ir pn! 
2 l — 2p Cos. Jp? 2 1 — 2p Cos. ap? Cos. ler wt ’ 
0 


En In Cos, ((2n—1)e} — 
he PS 


da : 7E 


== —s (T. 834, N°. 1); que l'on déduit 
1—2Wplosrdp? 1—p? 


[811] Leur somme donne ft 


aussi Méth. 1, N°. 14, et Méth. 32, N°. 6. Pour z == 2y elles donnent: 


TT TE 
2 Cos.* # da Ì Nn 2 Sin? dx 5 A 
BE wAanepvel } TE PO a ) 
0 0 
TE 
dst ‘ 3 Je Ok 1671 
ont la somme est: — RORE Er be As ) 
ERE 2l—p? \ ) 


(312) Car multipliez C. P, 95 et 96, après y avoir remplacé q par 29, respectivement par Cos. q 
et Siu. q, et prenez la somme de ces produits; vous aurez: 
al Ll — — pC Zal at1 Cos. {(Za —£ 
Sr Da p(l — p) Cos. q — pt Cos. (Za — Ig} + pat! Cos. (Za — 3) 9} 
I 1 —2p Cos. 2q + p? 


‚ doù 


pour p == — l la sommation du texte. n 
Page 561. 7% 


HLM“, 51. N°. 7,8. THEORIE, PROPRIËTÉS, FORMULES DE TRANSFORHATION, 


d'où, comme Yintégrale complémentaire devient infinie avec a (Méth. 15, N°. 2): 


7 Sec. de a BEEN a 
Nr Ede 


0 
8. De méme les formules T. 296, N°. 7 et 8 (Méth. 5, N°. 6) donnent lieu aux relations 
suivantes : 


7 a l (zr 
Í epCos.r Sin. (p Sin. x) de Z Sin.ne — 5 | ep Cos.r Sin. (p Sin. @). Cot. } ade — 
1 


= 


Ei 0 
1 Cos. {(2 Dez Re 
—= |T epCos «Sin, (p Sin. z) gn Eel deit ’ 
2 Sin.ix 2 cj Ld 
0 
a 1 7 
an Sin. (p Sin. z) de = (— 1)" Sin.na — RG en Sin. (p Sine). Tang. jede — 
0 8 
(NE (Ro ere (oen Sine {Be HI) Fe} De 
LEE £ Sin: BD de E ; 
2 bee Cos. iz dk Ne 
5 : 
pe a 1 7 . 
Í epCos.z Cos, (p Sin.) de E (— 1)" Cos. ((2n — Iz} nn Í ePCos.r Cos, (p Zin. z). Sec. rde — 
0 E 
: Eran 
Ga bele ds 


= Ia % p in. © 
Ee 5 el Cos 2 Cos. (p Sin. ©) 2 Ti J2n—ijl © 
0 


3 . . . TE TE 
Les valeurs des deux premières équations pour a infini, deviennent Fr) (er —1) et D) (eP —1) 


Cos.{(2a4-1)iz}. Cosje 
2 Sin. Ex. Cos.Ex 


Te 
respectivement; les intégrales de correction sont Ià: | ep Cos.r Sin. (p Sin. ) 


: 0 
7 Cos. Cos. Iz aen __/ … Sin.{(2at-1)zz}. Sinte 
= Í êp0u Sin (pSina) ee EEDE et Í erCuasinpSna) GEDE 
0 0 
Cos. ax — Cos. {(a + 1) z} 


— | TepCosr Sin. (p Sin. «) de, toutes les deux nulles suivant Méth. 15, N° 5. 


2 Sin. z 
o 
Done: [”e Cos.r Sin. (p Sin. «). Cot. ede —=n efron Sin. (pSin. «). Tg. ix de = n (l—eP), 


0 0 


de For—err). (MT. 296, N°. 10, 9, 11). Mais 
Sin. © 2 


ud . . 
d'où leur somme Í epCos.r Sin. (p Sin. z) 


0 
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dans la dernière des trois équations précédentes l'intégrale de correction est infinie avec a, donc 


” de 
on “| epCos.x Oos. (p Sinn) =eme (AN ZD ANG 1E) 


os. x 
0 
9. Auprès de Yintégrale T. 354, N°. 6 (Méth. 34, N° 6) la transformation donne lieu à 
ld k Cos. Za da ; p DN 1 
Yintégrale complémentaire IK (Ll — 2p Cos. hant A qui devient infinie avec a (Méth. 
os. z 
0 
vid da jj 2 
15, N°. 6); donc il et: f L(L — 2p Cos. DP) ei —= so. (T. 355, N°. 3). Mais l'intégrale 
EN 
0 
ep / 7 p Sin.r Gone 
T- 370, N°. 3, déduite. dans ee mâme lieu, nous donne: lm SN EL ID 
i \L — p Cos. w } 
0 
1 St 1 Me Cos. {(2 I) 5 
== TArcig. De „Cot.Erdr—— T Arctg. ESE ) zn nn JEE) n= 
2 1 —p Oos. z) 2 WSE Ee Sin Ex 
0 ‘o 
Ei Lr Si p Sin.z EN f lin (epSinsar N° 
=S, fl Arg dr ZE (1 Sinn == — | Arctg |T iede 
Zin Í ved ed sf zi bee 5 A \—p Cos. z ek 
0 


a 


— le Sin. \Sin.f(2at-1l) 4e 7 —p)® E 
( 5 ) [tol dd ) ik ü GE a dar == sCP) Or, les corrections deviennent : 


TE 
—p Cos. x Cos. ia Dn 


Oe pSin.e \ Cos. Gl zi Se Cos: Ei Eea pSin.z \Cos.axtCos.{(at De} 
l—plos.z 2 Sin. 2 z. Cos. 1—pCos.r 2 Sin. x 


0 


pSin.e \ Oos. ar — Cos 1 
et Í F Arctg. es! ee GARD) de, nulles d'après Méth. 15, N° 6; et les 


Ll — p Cos. x 2 Sin. 
dernières sommations ont pour valeur — za — Pp) et SU + p). Donec: 
St 
Brede lp) (T- 311, N°-2), 
en p Cos. « 


s 
[are Dee zl Tang. 3ede — nl(l 4p), (T. 370, N°. 21); 


p Sin. z |) dz 7 ee 


TE 
et leur omne: f Arclg. ecn l 


STO Zl AeN Ee d)s 
Sed ak is 


(313) Cette intégrale est antrement déduite Méth. 34, N°. 6. 
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ee d. 5 a 
10. Eofin T. 205, N°.5 et 6 (Méth. 18, N°. 8) donnent les formules: Í En „2 Sin.nr = 
à Zienrt sie 
0 


1 o rde zet ee Cos. {(2a +1)! 2} ne k ada 


a 
FE (—1l)" Sin. nr = 


a de Te M, 
2} gede? DI GEE Sin. x ú 2 ik qa 1 
[eers d © ede Sin. {(2 IDEE 5 
— ee Tang. ie — (—1)e ded ( les EE; mb! Ine an; 
2 qe Hz? q Ha? Cos. ix 21 


0 


RE ; Tee —ljef® qd „ax 
Í Dn =(—1)" Cos. {(2n—l)e} dif LNE NS) | SE Gons 
0 


qe? 1 gta? 7 2 q* He? Coso 


2] 


oo 
=E(—lj"e 12m), De ces corrections la dernière est infinie, suivant Méth. 15, N° 3, où aussi les deux 
1 


ada _Cos.ar + Cos, (at le}, 
qe Ha? 2 Sin. z 8 


oo 
premières se trouvent être telles, lorsqu’on les met sous la forme | 


À 8 rde _ Cos.ax— Clos. {(a-1)a} Pe Cot. 4 da fe Tg. 4 ade 
e aen 


= D) t Bj == == 
re BIS one on trouv Í er de ao, 
É A . ® Sec. dea 
(T. 205, N°. 17, 18 après la correction), Een se, (T.-216, N° 1), où elle est 
0 erk 
fautive). [314]. 
Pv Cot. pr da ? « Tang. pe de 
Absolument de la même manière il et: f SE >, f ES oo, 
qr | qr 
© z Cosec. pa d 

Í EE (me eDer NS Le Me eN 

qe —e? 


$ 6. MÉTHODE 32, DIFFÉRENTIATION PAR RAPPORT A UNE CONSTANTE, 


1. Quelquefois après avoir trouvé quelque intégrale définie, nous avons différentiée par 
rapport Àà une constante, qui se trouvait sous le signe d'intégration; et de cette manière nous 


[314] Toutes les intégrales que par cette méthode l'on a trouvées être infinies, Étaient connues avec 
d'autres valeurs, puisqu’on négligeait à tort les corrections. Ce changement des résultats a son origine 
dans la théorie exposée dans la Partie Première $ 9, dont j'ai traité dans une Note dans le Tome 7 
de ees „ Verhandelingen der Kon. Akademie van Wetenschappen.” 
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ET MÊTHODES D'EVALUATION DES INTEGRALES DÊFINIES. III. Mè. 52. N°. 1—5. 


avons obtenu de nouvelles intégrales. Toutefois il est nécessaire toujours d'avoir Égard aux obser- 
vations de la Partie Première N°. 50. Nous allons encore considérer dans quelques cas l'influence 
que la méthode a sur la fonction à intégrer. [315]. 

2. Lorsque en premier lieu on différentie suivant une constante, qui se trouve au dénomina- 
teur, ce dénominateur se trouvera élevé à une puissance supérieure d'une unité, Ainsi par la diffé- 


= 


rentiation selon q, les intégrales T. 205, N°. 5 et 6 (Méth. 18, N°. S) donnent: 
® Cos. pede 1; Pv Sin. pede 
EEE pi fn B0E: N° 15 Sp [STELÀ deemême 
q2 Hat)? 4 (g* He) 4 | 
0 
les intégrales T. 206, N° 1 et 2 (Méth. 9, N°. 10): 
Pe Sin. pe de 


Clt 
0 


=— zg SDO RE SNR Ea (1672) 


® Cos. pede 
Í gepede —= Ee (Sin. pq — pg Cos.pq). (L. 208, N°. 11). [317]. 
d 


mdk 
3. Prenez T. 66, N°. 18 (Méth. 7, N°. 20), et différentiez-la selon p et q; il vient: 
7 7 
E Cos.* xda id 2 Sin? ode 7 
ee. EE Aredon: 
(p? Cos.* oz 4-q? Sin)? _ Ap?q (p° Cos.* rv q?Sin.?2)* Apq° 
0 0 
ke 
2 de mp? J-q° 


(EL. 67, N°. 9,8). Leur somme donne: Ba Sz) in EE (3201. (1. 67, N° 7). 


0 


[315] De cette méthode j'ai fait une application dans une Note insérée dans Grunert’s Archiv, Bd. 13, 
S. 193. 
[316] Leur différence avec les intégrales primitives donne encore: 


Og? Cos.pede  1— Pnt Sinpede 9 
EE epi. (RV 20E NEE, Bj 
Gtt Ta Gre Ta 


Sur toutes ces intégrales voyez une autre déduction Méth. 25, N°. 6. 


[217] Soustrayez-en les intégrales primitives, il vient: 


SRS prde 7 


EL 7 ai Gero 00) Burde weed orale tot (1673) 
0 
Pe Cos.pede —n d 
Í G Ene 1: (SwspijphODB: PG). aten temeer (1674) 


[318] Autrement déduite Méth. 9, N°. 23. 
[319] Comme on trouvera encore Méth. 45, N°. 2, 


[320] Voyez à ce sujet une autre déduction Méth. 9, N°. 28. 
Page 565. 


UI M*“. 52. N°.5, 4. THEORIE, PROPRIÊTÊS, FORMULES DE TRANSFORMATION, 


Différentiez cette dernière par rapport à p et à g, il est: 


5 Cos.° ode n p° +39? 2 Sin.” zda n Sp: Hg? 
Í (p°Cos.*at-g* Sin.?z?)® Tib ORO | (p* Cos.*ad-q* Sin. 2)° KT pgs © 
Z 
d'où leur somme: Is de en NN (ES 65 Nee le 
$ (p* Cos.*e + q° Sin? 2)? 16 LG 


11, 10). Différentions la première et la troisième de ces intégrales suivant p et q, la 


id 


EN , Cos.* da mp +5g* 
deuxième suivant g seulement, alors nous avons: > TE = oo 
(p? Cos.* x + g* Sin? z)* 32 p’g° 
7 z 
2E Gos tenir d npt dg? 2 Sin.* vdz n 5p° +q* 
(p? Coste Hq? Sin.*2)t 32 pg J (p? Cos?aq? Sinte) 32 pq’ 
0 


tol A 


Cos.* dr np ne je ek Jk Sin.* ede rm 5p*+2p'q' 4 
(p 


ee 32 *Cos.* ag Sin. z)* Tp pq’ 
0 


4 3 da KR ek al ep ct 
et pour la somme des deux dernières: EE Em 
(p*Cos.*at-g° Sin.) 32 pq’ 
) 
(BSETN? 17, 18-16, 15,14, 13). 
4d, Lorsqu'on différentie un facteur et9* par rapport à p, on ajoutera un facteur «. Ainsi 
les intégrales 78 et 79 (Méth. 1, N° 11) donnent: 


ed 3 an, - 
Í e-PE Sin. v.d — e-FP7 GD enn Ed Ì AAP NEE oe (1675) 
Pp E Ta 
| ePe Cos. vaude — — eTIPT re SRT ME (1676) 
p 
2 
et 256, 257 (Méth. 3, N°. 9): 
7 
forse rde B ema nd Sr ef Zo mk a (1677) 
2 HEE = EE eenden 
} A + p*) 
TT 
2 —l (1 4-p?) + 2p}eir7 
| eTPr Cosa. ada —= En En A (1678) 
0 


Page 566. 


ET MÊTHODES D'ÊVALUATION DES INTEGRALES DEFINIES. IL. M°°, 52. N°. 4, 5 


ces deux couples d'intégrales ne diffèrent que par les limites: on peut done en prendre la somme 


a 2p Se tl 
et Pon obtient: Í ePr Sins. ude == n í ePrCos.r.ade —= Dn (bin 870 
ij) Gtp) (Ll 4 p°)° 
0 


N°. 6 et 14). _ 
5. La différentiation d'une puissance #7 par rapport à 
T. 186, N°. 17 et 18 (Méth. 22, N°. 14) donnent: 


Ed le de (AA) Pil | Ì 1 
CREE AE HO ORN en Ten Fe ppi Lene EE 


q, introduira un facteur lw. Ainsi 


0 


EN Ee U{@n Hljz—p} L(2n + Wa + p} 
Be 4 {(@n +1) —p}l-4 a (ante minne 


D epe He-P? lade La gT0 ‘ 57 En Í Ì 1 
Ja en ei) En ID = Ez 
err er 21 ' 1 o 4 {Ent 1)rn—p}l7 1e {an 1)ra dp} dl 


U{(2 Iz U{(2 1) ) 
Snes & Srl { (2nt-l) 7E P} {( nh ) rh? } |. (T. 380,N°. 25, 24). 
{ent l)a— Pp} 19 {(2nt-Iad-p}l4 
Supposons-y q zéro, alors: T (Ì Er F(U ==, Z'(l—g) == — A, et d'après C. P. 73 et 75: 


je Eier hij ar LA Tang. ts si (2n + Iz —p} ann 2n +1) ak 
Ent De-p  Gntijetp 


ie ineen mrd EN nd, CEE 
2 2 0 


e1T — OT 


07E Le 7E (Un +1) p (2u + Ia + p 


o 
(T. 274, N°. 4, 1). De même les intégrales T. 5, N’. 17, 18 (Méth. 7, N°. 10) donnent : 


1 gpg J Pt4 lede a \?2 P5 QI 1 gp0— get lede z\?2 qr 
Í mt == Sine Beert = | Sar 5 


1 + z?P © 2p 2p° 1 — 2?P @ 2p, 2p 
0 


(D. 153, N°. 12, 13). [321]. Différentions-les encore une fois selon g, il vient: 


Lzpldaele 1 z 
[321] La dernière donne pour g zéro: ere (ET. 152, N°. 18). Substituez-y 
le? 2 \2p 
led 1 
zy, il vent: f ee == mn 2, (P. 152, N° 13), intégrale, qui est la somme des deux autres 
—t 8 


0 
T. 152, N°. 3 et 7, trouvées Méth. 4, N°, 9. 
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1 ep0 Hap In 5 7 lapt — ap d: { 
SEE el (ese se ee, | WE 
2p 2p ij 1 —z?p Ki 
0 


l + x?p @® 2p 


3 
EA] B 2 Sin. 1E. secrÎZ. (1. 154, N°. 5, 6). 
2p 2p 


6. Quelquefois cette méthode peut servir à nous faire trouver des intégrales plus simples. Diffé- 
rentions T. 354, N° 6 et T. 353, N°. 17 (Méth. 5, N° 6, Méth. 4, N°. 4) par rapport 


tb - RB 2 Cos. + 2r R_ — 2 Oos 2r 
à 7, il vient: = + —Cos.arde —= — unreal, + dn We 
1 — 2r Cos. Hr? L— 2r Cos.e + r? 
0 


65 Cos. ar de: 


1 — 2r Cos. z + r: 


N TE 
puisque (92) Í Cos.ardae — 0, et | 
0 0 
1 ne Cos.o + 2r) mrt I dz 


GORT AT 
1 — 2r Cos. +r* IM Lr? 1 — 2r Cos. ar? 
0 


7 
de — mr, ìl résulte de ces intégrales | 
0 


ral, (T, 84, N°. 3, 1, 7). [323]. 


7 ®_Cos.ax. Cos. da nldr? 
i Ll 2rlos.n tr? 2 lr? 


1. Différentions Y'intégrale T. 348, N°. 12 (Méth. 17, N°. 16) par rapport À p‚ nous aurons: 


Le? 3/2 
TE ne 6d 


1 
[322] Pour p =2,g — 1, on "| (lx)? 7, (L. 154, N° 2), d'où, puisque 


Û 


ree, elk en: l 
la fonction à intégrer reste la même par la substitution de @—=—: 
p KA 
0 Ri 
le: s/ 2 
k dp Ei ME AE ENNE (1679) 
141 2 
0 
é el da: E x 
Elles deviennent encore pour == Pang. y: (Tang. <)* EEE AN B == 


Sin.* « + Cos.* 
u 
9 da sz 
LTang. 2)? — -, (T: 342, N°. 0), — Ser. 
| ed Ee ) 64 7 


R 


kid 


or 


ij 


(323) Sur les deux intégrales '[. 54, N°, 3, 7, voyez une autre déduction Méth. 5, N°. 6, et sur 
lintégrale T. 84, N°, 1 d'autres déductions Méth. 1, N°, 14 et Méth. 31. N°. 7. 
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+ U(L—p? Sin? 2) dz —F (p) 


Sj il — Wp Sin? z da Á ge 2 2p Sin? 1 — 2p d 
| lp? Sin? z /(l—p' Sin.) V(l—p* Sin? el TED l1—p? 


er OMLOUVe: 


ie dp Sn 
+ pla. Or, comme — EE — sl [7 p Sin zda 
Ö 


2 Vi ee ©) (lp? Sin)? 3) 
3 Up" Sin* sane 
Erf ï ee de —_F'(p) —= 
v(l—p* Sin.* z)* p V (lp? Sin. #)° lp? 
0 0 
ON 2 mm € > zj 
Ep) (FP){2dp (lp?) Up?) HE (p) (24 HU(L—p?)} |. (T. 348, N°. 19), 


à Vaide de Méth. 9,N°®. 12. Multipliez cette intégrale par p* et ajoutez le produit à l'intégrale diffé- 


UI —p? Sin.” z) 1 % tà f 
We dere FP) EO EHA} 


(T. 348, N°. Ties [324]. | 
8. Appliquons encore la formule (49) de la Partie Première. On trouve Méth. 44, N°. 2, la 


rentiée, il est: 


1 
6 Ee dz 2g E 
relation | Sinw.e tt — — ve f ede. Substituons dans la première intégrale #— pg 
x 
0 
p 
Ge „de '2r 
et pg =r, il vient: / Sin. pr.” — =/r Í et de. Maintenant différentions par rapport À p: 
x 
0 0 


Í Cos. pre "7 de — a (e-®)a— =L Ens a e De 2. (T. 280, N°. 4). [325]. Pour p — 2gi il est: 
Pr 0 ar 
0 


[324] De ces deux intégrales on déduit encore: 


TE 

z l(l—p? Sin.°z) ze 

AE Tkn rade — [F@ Zp? +il(l—p?) )} —E'( p) {245 Lp? )} hb 
0 


kid 
a U(l—p? Sin? «) EAV nt en 8 
7u en ede —= pril (p) he + (Lp) p*)} — 
0 
Te (APE tp) {2 EUT Sp?) (T. 348, N° 20, 21). 


[325] Autrement déduite Méth. 23, N°. 3, Méth. 24, N°, 3 et Méth. 43. N°. 4 
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q2 
We er. (T. 37, N°. 13). Différentiez-la selon q, alors: 


2] 
i (e21t + e—292) er" da —= 
0 


r 
[eren ew Arde —= en 2q 5, er ARNE meene (168,0) 
qui devient pour &* —= 5 | 
Ten ze WVz) oa = Kr 2q ee [2E Trees (1681) 
"0 


$ 7. MÁrHopn 33. DIEFÉRENTIATION RÉITÉRÉR PAR RAPPORT À UNE CONSTANTE. 


1. La différentiation successive a souvent pour effet d'introduire un facteur de forme générale 
{f(a)}°, ou d'élever le dénominateur à la puissance a + 1 ; dans ces cas a est par nature un nombre 
entier [327]. Mais pour que nous puissions appliquer cette méthode avec suceès, il faut qu’aussi la 
différentielle a-ième de la valeur de lintégrale primitive soit connue. Scurömircu et Horre [328] 
ont donné quelques formules de ce genre. Toutefois il faut que la condition nécessaire à la 
différentiation sous le signe d'intégration (voyez Partie Première N° 30) soit remplie, autrement 
on arriverait à des résultats absurdes. Cela aurait lieu par exemple, lorsque des intégrales T. 205, 


® z2a Cos. pe da 


N°. 5 et 6 (Méth. 5, N°. 8) on voulait déduire les suivantes: n° = (—1lje 5 g2a—l e-#9, 
| det 


[826] Pourr—=l elle devient : T.37,N°.14, Intégrons-la par rapport àg entre les limites Oet, nous aurons: 
0 é q° 
Zl (Vr — eN E)P pr zh Sen (ar —1 


F7 We r\ 


da 


ep] 
(c21' Ee He? ene Nami 
f ì / 


) -. (1682) 


0 


0 
= f de An 


Ajoutons-y membre à membre l'équation 2 f er — —, (Méth. 4, N°. 7) et nous obtiendrons: 
r 


Va 


‘0 


Es N zb PA Orde 
| (e2a ze Je 2) Sn — er Oo A ee He (1685) 
KU 


(pour r == 1, elle est T. 140, N°. 15); celle-ci se déduit encore plus simplement de l'intégrale T. 37, 
N°, 18, dans le texte, par la substitution de #? — 


[321] Voyez GruNert, Journal von Crelle, Bd. 8, S. 146. — ScmrömmcH, Journal von Crelle, 
Bd. 33. S. 268. 


[328] Scurömrrcu, Journal von Crelle, Bd. 32. S. 1. — Hoerre, Theorie der independenten Darstellung 
der höhern Differential-quotienten. Leipzig, Barth. 1845. XIL et 187 S. 8°. 
Page 570. 
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P pda Sin. pede k } Î gen 
nn tandis que nécessairement elles sont imfinies pour un 
ge da? 
a plus grand que 0. (T. 205, N° 27, 26). 
2. Différentions V'intégrale T. 82, N°. 6 (Méth. 1, N° 18) a fois par rapport à p et à g, 
GE 


nous aurons, après avoir multiplié par 


Ja/! 
Ze de (— 1)? de (p? ijl — dee 
(p + Cos.zjett gal 7 dp Br 
0 
EE ee Dek, 4 pe 1684 
lef (p-—gt)ert 0 (Za — 1"? \2n B pe ie 
B _Coseedex 8 (— De de en 
(p + q Cos. zet! left dga k 


Jet (ger oe (net Hi pr gr d sd 
Th (pr gert 5 (Rain? \en rn, ACAD A ELL) 


3. Pour que nous puissions différentier T. 205, N°. 5, 6 (Méth. 5, N° 8) par rapport À q, il faut en premier 


kend PeSinpede 7 ® Cos.prde Tr md n 
vmeer AN ennn en TAP 
(1 afte 2 ge? 2/9 2p du 


done, lorsqu'on divise par (— 1e la!: 


® eSinpede (—l}tr de pia ne-PV4 pa elan) ee 
(yd ztje! Te age" Ja/l Zal qilarn o 2nl2 (py qr 


® Cos. pade en (jer det! Ee mera p° 5 (ad-n—lj2el 1 1350) 
(q H z2)et! 2p.iell dyart Lal gal gla © 2n/2 (pi 9)” bl 1 
(T. 208, N°. 16, 12, 15, 13). ni 


-(—lje lef? Ei In (n + Iet Kn pen 
V(p*—g®) o gn (2a— 1)? 


da 
329] Puisqu’il est: — lp —g*) == 
[329] Puisq a Od ins (prmqtjer? 


da 1e/2. co (n +1 el a gan 
„(Pp —g Tt == 4 men POULE gi 
dge (p q ) 4 (p? men q°) 5 2" (Za — In? al (p? ger our p et g in 
on trouve T. 82, N°. 14, 15. 
de (—ljde-PV4 ze (atn)nl-l pen 
5 d ee ee Len — r ° 41 
[330] A cause de sm P\q=—= 5e ar onp Kam): Voyez encore Méth. 23, 


N°. 2. La dernière intégrale (pour g lunité) a été fraitée par Porsson, dans le Journal de l'Bcole 
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TI. M°“. 55. N°. 4. THEORIE, PROPRIËTES, FORMULES DE TRANSFORMATION, 


4, Tuorsqu'on différentie les intégrales (1201) et (1202) (Méth. 18, N°. 11) a fois par 
rapport à s, on obtient: 


ĳ Cos. (» AÁrctg. al Cos. le + 1) Arctg. 5 
\ 1 5 


: ke de rn (1636) 
(q? + z*)ip (st Hv? )iatl) 
0 e 
En 1 Sin. û Arctg. ‚) Sin, le + 1) Arctg. d 
ee == En Beos SE en (1687) 
21e (q 4 spre 2 Fee et Heke 
Pour s == g elles deviennent: 
6 os (p Arctg. 5) Cos. le + 1) rag) 
Te dm een nn (1688) 
(q° + z°)ilatptl) 
Ki 
pel co Sin, (p Arctg. ‚). Sin. \C + 1) Arctg. 2) 
EE LE den Re UREN (1689) 
gptarl Lef: geta — (q° ed zapt) 
0 


Polytechnique, Cah. 16, p. 215, et par CATALAN, Journal de Liouville, T. 5, p. 110, qui la fait dépendre 
de \'équation différentielle: 


deal del d?a 
el) en aes Ee RER (a) 
dp* \2 dp?a 
—P al gn T(Za—-n—l 
d'où Ta (notre intégrale) — RT Dj eni a et ) ) p", et done: 
LEE an 
Ep)2a—l 
15 Be pen (eel dm HJT od ee order Ohe cher oen (6) 


{T(a)}* 


SERRET au contraire dans le Journal de end E88, p: 1 démontre la formule (5) pour un « aussi 


fractionnaire, et remonte vers léquation différentielle (a); mais il se sert de lintégrale Ik Cos. px da: = 0, 


0 
® (Sin. pe i) de 


qui est Éévidemment fautive: or, supposons dans son raisonnement K =| ( 


Rid 


da Lt dt s 
38 1 %, FE = Tr - a == 
(331) Puisqu'on a: sa 7 + s)P =(—l)tp Ar ete’ ERE A 


Cos. le + 1) Arctg. :l zp je 
== (— le 10/1 Map ED CED es U ze Pe == (— lele! 
(s2 + ile) ’ dse 5? + ei 


Sin. le + }) Arctg. 5, 
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petje 


8 5 5 5 5 a à 
nulle pour a zéro, alors il se trouve K au lieu de I dans (a), et celle-ci est exacte, puisque K, s'évanouit. 


(s® + m2 klar) 7 
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Dans ces deux couples de formules combinez les intégrales par voie d'addition et de soustraction 
il vient: 


{ En z) 
» Cos. 4 Arcig. — + (a + 1) Arctg. =| 
q s| 
| (GE AP et + jkeD 


» Cos. ho Arctg. en (a +1) Arctg. 8 
q s 


put 7 
ENEN MEE BE afl En EE 
| Wree tek Len (g+ app 
0 
» Cos. Í Hat mede l 
ren Der (1692) 
Gej 
0 
Cos. lee DA Eee en 
Í (gereed WERK gpalllgr en on A) 
0 
Mais on peut auprès des mêmes intégrales changer les fonctions à différentier; pour cela il faut 
fi Kij , % 
» Cos. (e Arctg. 2) eN ds Sin. w Arectg. 2) E 
are de gl AOM APR PE 
les écrire ainsi Í VDE 25(q sp Í (2 Her (62E) D 
0 0 
Zul 1 q B 5 A EE /) 
ar Er En En Ger ; différentions en même temps l'intégrale analogue 
q 


(1205) de Méth. 18, N°. 11, nous aurons [332]: 


& 3 Á Kij 
ij Cos. (> Arctg. z) Sin. lc + 1) Areg.S) de a (1e de s-l 


ENE EE 
0 
ef Le Ì BS, ie 1/1 perl! oe E DN efteen L (1694) 
2.lal s(gtsPta 0 \x s 


[332] A cause des deux dernières relations de la Note précédente prises dans l'ordre inverse. Pour la 
réduction de la valeur dans la troisième intégrale on a employé la première relation de la Note précé- 


— Ì 
Dn pell, Pour les intégrales extrêmes il est en 


Pad 


pan da a de p (s) dan w(s ) 
En .W 2 EE 
gnl PO () => Ki ee ee 


d 
de se! en. : oan 1e > ( 17/1 pearl! BS 


dente et encore la formule évidente (p — 1)el — 


IL 
‚ qui donne ici pour le, w(s) =(qs)P 


det (gp sgt pred 
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Sin. le) Cos. ee l PR Î 
q| 2 \ u sf je es id a(p—l)e 1 3 (le pal ee 
(q*Ha* iP (s? +2 )iletl) MEL (qd-sptel (qgdsrpta 
"0 


shape Pelias q DEE ag + (p—1l)s 1 1695) 
gal Ï (q 4 s)ptal (q + s)ere- Zat pal (q Jspte R 


jn j z\ Í E ©) 
Sin. (» Ae Cos. (Car 1) Arctg. — de m(le lepel aa | m 
5 (q2 +e°)ie Greed 2 2 Iet | gesel  dst(gapf — 


mn Lesje gta, 
== denn == > Jl pa—nfl { £ krt A en 
zere laagp  (q + opte ln) es ti ; ï (1696) 


Dans ces trois formules prenez s — gq, alors: 


ds (» Arctg. =) Cos. le +1) Ara. £Ì 
g q 


À 7 pel! jj 
Í (1 + z°)ilptatl) GE gptatljall gerant ‚ … « (1697) 
0 
í « 
» Cos. (r Arctg. -) Sin. e+ I) Arc. | a 19 eaf 45 
DT, 9 pan 

q z*)ptatl) © gpra-Fl Jal gerarl Co \n Ana pen/l, . (1698) 
(g* +z°) q 0 
( 

Sin. | pArctg.=\os. (at D)Arcigl 
ke fp Ge ì on | en Jif de ENEN SAE L afl 1 BS) ä 2n/2 aan 
(q? H- °yilprarl) r 2. Le/1 ge+e+l le gp+a 5 \n P ° (1699) 


0 
Prenons encore la somme et la différence de (1694) et de (1696), de (1698) et de (1699): 


„Sin. (ero + (a + 1) Arctg. heers le) zen 
/ ARC Keien: + Har) se TRR Ade Sen he 
0 


hal 


Ke tg. (aal!) — 
DIN, a J q (a ï LArctg al de ar í peil Ln 5 ° 12/1 a—nil Get) E) | 

(gilet Hartpad) # 5. renlgsegp — (q- : get? OAT _ î de 
0 


zn Sin |© + a +1) Arctg. | de 
| (gt tetieted) «2 lal getart? 
0 


nl 2) 
we Al Dn 1 : ={®|gnje pel 
en AR OTE Ro ze 
| qr Farrar) 7 Ei Lel ge +etl lá ZPHa-l 0 kl 2n/ P / re (1703) 
ü 
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5. De la même manière les intégrales T, 278, N°.'S, 9 (Méth. 4, N°. 11) donneraient, 
après que nous aurions différentié a fois par rapport à p et divisé par (—1)%: 


Cos. fat B) Heesen 


pr e-Pr Cos. gede — (—1)® LEEN — Ja/l pl ee Sin. gede —= 
ijk dpa p*4q* ERGE 
0 0 
d Sin. e+ 1) Arc. 
4 ( 
e= [388]. (d. 386, N°. 13 et 14) 
dpt p* +g? (PE tE) 
5 5 A NE 7 Cos. ande 2r "7 Sin. ar. Sin. a da: 
5 d h 5 6 'OUVE: EE mn? - 
Bene en fg gt en 1 — 2r Cos « Jr? 3 orlidert | 1 2r Cos. ar? 
“o 0 
21 m0, C £ 7 
Eee É gn . Diflérentions ces formules 2b fois et 21 fois suivant 
Ter? 1 —èr Cos. er? en 
Li 
' aba _Cos.ar aud Nt 2r (7 Sin.ar. Sine abd 
a, nous ADS 1) PE: DE Er „ude =(—l) El TE 420 de 
Ki 0 
9 7 (os Cos. 
ed dere, (T. 248, N° 4, 8, 5); 
lr? 1 — 2r Cos. zr? nee 


7 Sin, ar 2r B Cos-aSina 
U in.an — Oe r Ae 
1 —2r Cosa + r° lr? l—2r Cos.o d-r° 
0 0 


2r 7 Sin. ar, Cos. © Pia 
me 4 Te | i C zi, —abtlde — ne sra(lr2bEN. (T 248 NP: 1506, 9 
r? — Ir Cos.r Jr? —_r? 


Différentions encore 1. 280, N° 4 (Méth. 24, N°. 3) a fois par rapport à p, alors il est: 


ao . en (ler ib lp a—?2n 
froemnranrraerden meer ° Keen) pets At veen (1704) 
0 
pour r—=l cest |. 388, N°. 24, [334]. 

7. Dans les derniers numéros la différentiation a fait naître un facteur ze. Maintenant nous 
allons donner quelques exemples, où Je facteur ajouté est (lx)?. Différentions Pintégrale T, 1 
N°. 1, (Méth. 1, N° 2), après y avoir changé p — l en p, a fois par rapport à cette constante, 


383] Où lon a fait usage des deux relations dernières de Pavant-dernière note [831]. On a trouvé 


encore ces intégrales Méth. 8, N°. 7, ct pour un a fraetionnaire Méth. 18, N°. 2, 3 ct Méth. 26, N°, 2. 


da 
[334j Puisquc: De Cos. pa — a? Cos. (Lan + pe); 
Ijs 
AD: ING p a—2n rt Det a 
ee n= =| e 4 — Tr 
je a) #£ Ee) eet mlg) 
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UI. M.55.N’.7,8. THEORIE, PROPRIETES, FORMULES DE TRANSFORMATION, 


a,l 


1 E - 
il vint fr (ls)ede = (— 1e — (L. 151, N° 2). [835]. De mème les intégrales 


pien’ 
0 


T. 5, N° 17 et 18 (Méth. 7, N° 10) donnent après une différentiation suivant q, répétée 2a 
fois et 2a + 1 fois: 


Lapg HaPt4 da n da qr 
ee a (1705) 
It #2 Ki 2p-dg°e 2p 
0 
Pl pPp=0 — aP+q d; a det! 
Ee Are ei (1706) 
1 + z2p » 2p dg?e+! 2p A 
0 
Lap 0 — aptd da 7 d?e QT 170 
| Ee er: (1707) 
4) 
pg pig de jl 7 
jn (1708) 
1 —a?p 1D 2p dgzet! 2p 
) 
8. Quand ltiplie les formules identi ke ST eee en 
e ua on multiplie les tormules IOEntIqUes ——— == == | — apar _— tl — 
p er ) eek Te 


ze k ap tkt1 
— Sarin 
oi lr 


\ 


par de, et que lon intègre par rapport à w entre les limites 0 


1—z 


lapde & (—ljr Lapthtlde fl epd. 
et 1, on acquiert les résultats : | == + (— 1 Í S | en 
0 


14 op tantl l 4 l—z 


maintenant différentions-les a fois de suite par rapport à p, il 


1 ik aptktl de 
1e 


lap (le)e de k — ]ja+r Plgpthl (lede flaP(larede 
vient: zal — IIS ie 4 (— 11 sen) zei zP (La) Ln 
14e o (pn He l 4e lx 
0 U 
k ng Pr Ipptktl (Lp)e dy 
) en Ee) En Lorsqu’on veut faire k infini, il faut première- 
ond Dent Le 
0 
Vaprkt) (Le) dee 


Ez 


ment prendre en considération les intégrales complémentaires 
0 
opk i(Lg optktl(leje n SN 
= OE L= ae suivant la Méthode S, où lon a 0<&9<l1. Pour cette 
| Sl) USS) 


0 


1 En CT, 
(335) Autrement déduite Méth. 29, N°, 2. Pour a — lona: f a? lrde == (PSA DLA). 
(pt? 
D 
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valeur de 6 cette intégrale s’annule en général, lorsque k devient infini: seulement dans les cas 
de 9 infiniment près de O ou de 1, cela mest pas tout-à-fait clair d’abord. Lorsque le dénomi- 
“ nateur est 1— 6, et que 9 diffêre peu de lunité, ce dénominateur et le facteur !9 approchent de 
zéro: et la fraction ne sera nulle que pour a >1l; mais évidemment „c'est toujours le cas. 


Lorsque 9 converge vers zéro, le numérateur GP+HE+1(l9)e est O.oe, indéterminé, mais puisque 
q g » ) 8 
pt-k1l a, la règle ordinaire fera Évanouir le facteur !9, et la fraction sera nulle encore. 
Done pour & infini, les intégrales complémentaires sont nulles et on a: 


EN Gl NE la (lao)t dn 1 
NE = ‚a0, [386] nel ars a>0. 
lez OND ale — ® opdat lett 


0 É sl 

(EL. 157, N° 11,12). Mais Je raisonnement précédent étant tout-à-fait indépendant de la valeur de p, on 
CAE 
je dj o(n + Ietl’ lr 


Û 0 


pourra annuler cette constante et l'on obtiendra ainsi | 


An 


== (—ljele/l © Sn .(L. 157, N° S, 9). Pour un a 1mpair ces sommations s'expriment 


o (x F Tat’ 
par des coefficients Bernouilliens, done: 


On Ml en g2a—2 
’ 


Ike > Baat î nn nBar ra( 1157 INS5n6) [B3 ij: 
Kij za itt a 
0 


lap da ez) (— 1): 
ES \ 
ltr o pdnt1 


[336] Pour a zéro il est: T.3, N52), d'où poure — Ty.t yet pl —p': 
’ p Dak 1 1 


4 , I= Ir 
TangPadys — > (ABN 2) 
opt 2u shel mj 
Á 3 
[337] Dans lintégrale T. 157, N°, 11 substituons # — 7g.* y, nous aurons en changeant 2p +1 en p: 
zz 7 
ZE (- ne 4 0 == jatn 
pe UIge)ede= AET ‚où pour p zéro f Sm 
Í TgPa. (U Tg.v)' de 55 EEn d'où pour p zéro | (Beige) eet Ie 
0 0 
(T. 305, N°. 13, 10). — Dans l'intégrale T. 157, N°. 12, au contraire, prenons z = Sin.* y, et p au lieu 
De P de 
de pt 1, alors: f_ Sin.p z.(l Sin, we == (—ljelal 5 Se ‚ d'où pour p zéro: 
Cos 0 (pH 2u H Iet! 
0 
Z 
fust gd [. 336, N°. 18 
in. & it en RB SON. t 17). 
Cos. z 0 (2n HIer de î à Ĳ 
KU 
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Pepe — EPE 
9. On a T. 38, N°. 13 (Méth. 22, N°. 14), au moyen de C.P. 70: | B n= 
e= ——— 
0 
Lel SARI Bo en Mee Neree, 
E Dep gt a TEN 2n=l Bay; difiérentious-la 2a— 1 fois par rapport à p, il vient: 
Els es », (2n — Za + 12e! Epe 
Se al Ne NO 5 =S DS pi On 4 - 
ik 221 En da ai Er }2n/1 P B 2n—l 5 an L2n—2a, I B: ils (1709) 
0 ‘ 


4 : E : 8 
où la sommation commence par la valeur. a, puisque toute valeur de 2 moindre que a doit 
être excluse, la différentiation de p2—l ne pouvant engendrer des puissances négatives de p. 


1 
Prenons-y p zéro, alors il ne reste de la série que le premier terme za P? al, qu ne contient 


0 praal dy 1 


pas de p, et Ton “| En eri Baar. (TD. 117, N°. 23). [338]. Cet artifiee pour obtenir 
0 

un résultat fini par Yintermédiaire d'une série infinie est assez curieux, pour que nous en donnions 

encore un exemple. Pour cela multiplions la même intégrale T. 38, N° 13 Ee sa trans- 

or CE 


Cos. pdr kga lan Lot zp + „Simp, 


err 1 Pp 


formée en y — 2) par Cos. p; alors il est: | 
‘0 


PE e-PE R 5 
Í nn Cos. pdr — ED p —Cosee.p 4 Sin.p. Afin de pouvoir les différentier a fois par rapport 
Gr D. 


0 
de l ; L : 5 
à p‚, employons dans les intégrales la formule En Cos.py — 5 Lepletyi (a H yi) HePle—ui) (a — yi)t}: 
8 p 2 


substituons d'abord dans les valeurs les expressions en coefficients Bernouilliens de C. P. 70, 72 
avec C. P. 67, 68, et différentions ensuite, alors il est: 


El + zi) 2a—l 1 (ep; it) ) + ep{ (ei)} — —(1 — di) jaa 1 fel (etn ij PE 


2 Lr l 
o 
ze, (Ban Ue 
ne Ees re OLEN 1710 
en (1710) 
(0 + vijzel {er(i—z) J- (pla D} Lat (1 — wijgal {epr +) dE ePlztl} de 
) err zn 1 en 
0 
NL 1 Ui — 1) per2a 
ee Bone A EN 1u 
EN Rn alde, 


où les sommations commencent par a pour la même raison que ci-dessus. Maintenant anmulons p, 


[338] Déjà déduite Méth. 30, N°. 4 
Page 578. 


A 


ET MÊTHODES D'ÉVALUATION DES INTEGRALES DÉFINIES. HIL. M°“, 55. N°. 9, 10. 


de sorte que les séries se terminent à leur premier terme, il vient: 


a 
Û err] ga 2a 

1 2a—l larie! de Hen geest 5 

E rt En eeN Rn 
ï ere | da 2a 
Dr : 

10. Lorsqu'on veut différentier T. 23, N°. 16, (Méth. 9, N° 8), il faut Yéecrire ainsi: 
Pgt—l de ‚IJ — Cos. 7 
P + en EE 5 dp Différentions d’abord le premier membre a fois 
mr mT vl edp Sin. qz 

8 de 1 14-p fPar(le)t de 
par rapport à q, donc: == RE rte MEE (a) 
dq 70 al edp 
Soit ensuite p? — (os. qr — 1 Sin.gr — K, alors: 
da K 
ERGE mi lr Ee EJ ER (6) 
dg” 


mais aussi: 


dK dl 8 d? K d* 1 dI 

=== GD: Pen, + ar [ Cos. qr, — — — Sin. qr — + 21 Cos. WE — zr? 1 Sin. gr, etc. . . (c) 
dq dq* dq? dq 

Done pour obtenir les intégrales (a) il faut substituer ces valeurs comme aussi les diverses valeurs 
de (b) dans les Équations (ce); il y en aura assez pour éliminer a — 1 des intégrales (a) pour 
trouver la, aime. Pour a —= l on trouve ainsi: 


zile de gil (Sin. * gar -Cos.* qr) +pl Up.Sin.qrr— a p1Cos. gj (183, N°. 15). 
e—_ledp Ln Sin. qr | 
0 
Quand on prend q zéro, les réductions deviennent beaucoup plus faciles; mettons les Ll dans des 
de 1 1 “(lza dr 
erochets pour désigner ce cas de q zéro et nous aurons: LL ml han == + Pile e ee 
da ele p 


0 


1 Cos.qar pilpdaSingr lp ; 
E d REDE: Ee 5, tandis que (b) et (c) donnent: (lp)? — a? Cos. } ar —= 
El 


n= == 
CI Sin. qr mr Cos. qr 


de Ky (a\_pdet1 de=3Tg | {a des E 
4 alde ad ue dge- a+ (5) zn ene 


\ 3 d?T n 
cette dernière Équation pour a — 1,2,3,. on peut déduire successivement | al ln: ). ete. Ainsi Ton 


L Lo Ip)* Hz? ea (Up) Hr? 
trouvera par (a’): ee Ge) ned (T. 183, N° 14), gen =D Ptn B 
tds tpi Aipdtl) al dp 3(p+1) 
A ’ 


0 
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linden AU pytet ot eme lle)t de Ip_ (Up)? af? 3(lpt 477? 
nlet p 4(p + 1) | neee pe 5) 5 Ô 
Ce „5 2 2 j al: 
EEE Cte 
a—_lertp 6 (p +1) 
0 


$ 8. MÉrHopE 34. INTÉGRATION PAR RAPPORT À UNE CONSTANTE. 


1. Lorsqu'on veut intégrer quelque intégrale définie par rapport à une constante quelle 
contient, il faut avoir égard À la condition du Nr. 35 de la Partie Première, qui est nécessaire 
pour nous faire acquérier un résultat valide. [l peut se présenter dans Yapplication de cette méthode. 
des diffieultés dans la détermination de la constante, qu'elle comporte. 

2. Maultipliez Fintégrale T. 280, N°. 4 (Méth. 24, N° 3} par 2dq, et intégrez entre les limites 


nf Se q he dn de £4 ke 2 6 dz 
0 et g, alors: 2 | et de. he Oos. 2gadg= Vet ik deSin dgn ker P ISIN GA 
0 0 


| t Ki 
KO Ki 0 
1 TE PO hs d 
=-/r le rdg=yr fj ee! dy, (où Fon a mis y pg), relation qui peut servir pour 
p . 
0 
Yapproximation de lintégrale au premier membre. Dans le cas de p zéro, la dernière intégrale est 


o El Bl 
En (Méth. 4, N°. 7), d'où il ruiter f Sin. qr — In. (T. 194, N°. 5). [839]. Herivons- 
oe 
"0 


ki 5 Ln ek 
E zE 21 (selon que q 20); intégrons selon g entre les limites 0 


00 « 
ih: xv. qe Sin. ge da: 
la sini ee bad en 
“0 


et g, il vient: | 


“0 


P Sin qe — qa Cos. qa l 
es „709 Z 0). (1, 199,.N°. 6, 7). 


3. Intégrons Vintégrale T. 278, N°. $ (Méth 1, N°. 9) par rapport tant à p qu'à g, et ne 
nous inquiétons pas d’abord des limites; il vient alors: 


re Ë de d 
— [se VK ao fer dp — feeen qe El ze Ë — == — Arctg. 4 + C, 
© gp: keg 
0 0 . 
a a de de Ì 
nl eerde Sar dg — / err Cos. qe NEN 1 sh == lpt +4) HC, 
EE q+p* 2 
0 0 


[339] Autrement déduite Méth. 6, N°. 5, Méth. 17, N°. 3, Méth. 21, N°, 3. 
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Maintenant pour avoir la première constante C, il faut prendre p infini; car alors l'intégrale est 


p 7 J jz ‚ du Pp ges % 
nulle, Arctg. — est —, et l'on a:f er P2 Sin. qa — ——— Arelg. — =— Arctg. — (L. 392, N° 3). [340]. 
, q 2 De & q Pp 
0 
Pour avoir la seconde constante C,, il n'y a aucune valeur de p ou de q, qui fasse évanouir l'in- 
tégrale, hors la valeur de p infini; mais celle-ci rend C,, et par suite l'intégrale infinie, ef c'est sa 


valeur en effet. On peut pourtant en tirer un résultat fini en changeant q en r, et en soustrayant 


pa 


Cos. ra — Cos. qz 1 p? 2 
les résultats; cela nous fournit: e- Pt Ea ek da —=—l Be ded (ES IS MN 0) 
e 2 p+r? 
0 
is 1 — Cos. 1nsp2 2 
Pour r zéro il vient: | ep? eten IEEE, (T. 393, N°. 7), ou parce que 
Ki p 
À 
ge de 1 p? +4g? 
1 — Cos. qe — 2Sin.* stef e Pt Sin? qe See 5 5 ie Zag (T.392, N°. 10). [341]. Multi- 
B) p 
0 


E \ de (°° Ee . dz 
plions-la par dp et intégrons entre p et oe, nous aurons | Sin. qe el ePrdp=f e-P*Sin.? ge — — 
5 me 


1g° 1 _p2H4g)® 1f* (_2pd 2pd 1 Ag: 
Rs EEL ne gen pol zn | el p\ en En een? n q nd 
LN Poe Pp ab op p 
Pp 
(r. soa, N°. 4). [342]. 
4. On trouve Méth. 43, N° 17 les intégrales T. 23, N°. 9, 10 pour d—= 1 ; intégrons celles-ci par 


» st Hat 
rapport à s entre les limites 0 et s, alors f (rije (rai) t} l—, 
z 


de, (T. 184, N°. 18), 


1340) Déduite d'une autre manière Méth. 10, N°. 4, Meth. 18, N. 21. 


[8341] Comme on trouve Méth. 18, N°, 21. 


[342] Car d’abord bs In devient oo. 0, indéterminé pour p infini, mais la règle ordinaire en 
rend la valeur zéro; et ee autre part la dernière intégrale devient: 


1 @ IPA? d ao 2 
Í WE , d. Arctg. Zink g Arctg. ad 
24 Pp 

D 


dje PPA 
Pp 


Cette intégrale a déjà été déduite Méth. 10, N°. 4. Pour = — L elle donne: 
p 7 


ed 1 p? 
| e zSin.® £) dur 7 Arctg.* + es de En (1712) 
’ Z p & q* 
0 
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2: 1 Olm gie — (1 vie s 
36 EE, Dn | af er le en 
Sn loet (r + s)e! d Ze 4 
0 
5. Dans T. 65, N°. 9 (Méth. 1, N° 13) soit p lunité; lorsqu'on intègre cette intégrale 
5 £ Á Bode 
successivement centre 0 et q et entre —g et g, on obtient: / oe + q Cos. a) —= 
5 os. 
0 
A Ei El A Ef 2 (T. 359, N°. 28), [343 
CON ee „(Arecos. ()? =—n*— — (ilreeos.q)*, (TL. 339, N°. 28), [343], ‘ 
ek recos (7 A= 5 IK recos. () 7 5 recos.q)*, ( 5 ) [343] 
‘0 
3 de 7 Cos. v l (7 
Í TE ì EEn TR Í d. (Arccos.q)° == — [Arcos (H9)} *— {Arceos.(— 9)}* | = 
0 —l/ 
1 
=d [Arceos. (+ q) + Arceos. (— q)} {Arceos. (+ q) — Arccos. (— q)} — ar Arcsin.g. (T. 340, 
N°. 9). [344]. 
5 Pp. d f Sin. a | 
6. Comme on a wke el ver Ee). Cosec. r, les formules T. S4, 
J' l—2pCos.r + p* \L — p Cos. \ 
0 
N% 1, 10, (Méth. 1, N° 14) et (5) (Méth. 5, N° 6) nous fournissent par Yintégration suivant p: 
1 p Sin, 4 d: Pp de 1 Sin. dz 
feel, Sel ze id | — 5 =5 Sie (345), [eol es | == 
‚ Lp Cos.) Sin, x ik lp en, 3 lp Cos.r) Tang. 
Pp pd Sin. # É 
= Zee == li. ID) (EES EN Ee 3) ie Arctg. ( En al Sin.arde —= 
lp: 2 VEE 
0 “0 
p 7 pld-p* dp 
bd pe ldp == E p?. [346]. (LT. 370, N53). Mais on a aussi: Li ie = 
2 2a i p __L—2p Cos. 2dp' 
“o ‘0 
pSine \ MW ER ANS 5 
—=lpd2 Cot. rv. Arctg. ET „et par son application aux deux dernières des intégrales citées, comme 
“\l—p Cos. | > f 
Ì 
A {' da Ì | aks 5 8 | 
[843] Pour Cos. ==g, il vient: f L(l4gr) me? — —(Arceos. q)*. (L. 165, N°. 3). 
| a/(l-2?) 5 2 | 
0 
[344] Pour Sin. — y ou pour Cos.e — y on a: 


Val Lr? la 11 il 
Nen zen DIE CE: 166, N26) 
Pj 


lg (le*) lr? Lg a/ (le?) 


‘ 

( 

s(DU6ONS LI) Sm Arcsin. q =|! 
do 

[345] Autrement déduite Méth. 31, N° 9. 


[346] Comme on trouve aussi Méth. 5, N°. 6, 
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7 7 
| Cos. z dà — 0, (Méth- 1, N°. 12), jj Sin. az. Sin. dx — 0, (Méth. 9, N° 15): 
zCos.* vda p Sin. z mm (PI A-p? | 147 
ee en psi rtE T.371, N°. 4), [347 
Í Sn beg > Ik BT An Bae EE 
0 


Si C: Írct È ng Lt == 14 2dp= ad (£ 25 
T. „DATCIJ. d: En ) IM 5) 0, N 
Í in.ar.Cos.x. Arctg i EE za milt He 1 7 5). 
0 u 


© 
© 


© 


P q ee 
Enfin Yon a: Í wen en TR —= ip — U(L — Wplos.e + p*); son applica- 


0 
tion à T. 84, N°. 5, 7 (Méth. 5, N° 6) donne, parce que outre les formules précédentes on a 


zE 7 
encore Í Cos. ax: Cos. rde — O0 (Méth. 9, N°. 15): Í LL — Wp Cos. + p*). Sin. az. Sin. xda — 


“0 


mT Ge pi! 


Pp k Id 
== — | (Lp?) pe-?dp —= zi | N ij U(I — Wp Cos. tp). Cos. az. Cos. we de —= 
0 0 


aa 
Z (ap)petd He dna erhenkd 
ef p°)p Pe NT EU ont la somme pour a l au lieu de a 
devient: | U(L — 2p Cos. 4 p°).Cos.ar da — — — pt. [348]. (T. 354, N°. 7, 8; 6). 


1 7, wer Pr 


e Sin. pe da 7 
, == — gs. 
12glos.pr dg? r°de? 2eprtq 2 1tEge-Pr 


7. On trouve Méth. 22, N°. 5 ij 


Multipliez par 2gdp et intégrez suivant pde 0 à p, il vient | ‚| U(LE2g Cos. pad-q°)—= 


0 


7” fP oe de TE Cos. perd qt 0 ml diger 
—= | alUI + ge=er), done: el =S. Ajoutez- 
3 f ( ge=P"), done Í EE: ISSEEE en joutez-y membre 


dr 
je 


0 0 


Ren 8 7 p Sin. x 1 

[347] La différence de T. 371, N°. 1 d'avee N°. 4 donne: f Arctg. | — |. Sin. rde =p 7 
4 S_\l—pCos.z 2 

0 

(ET. 370, N°. 4); celle de T. 370, N°. 3 d'avec N°. 5 encore: 


z Sin: al al 
js Arctg. We Cos. ax. Sin. ede — a e | (07370, N56): 
0 


1 — p Cos. z dend a—l 


[348] Sur une autre déduction voyez Méth. 5, N°. 6. 
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UE. Mes, 54. N°. 7—9. THÉORIE, PROPRIËTÉS, FORMULES DE TRANSFORMATION, 


ee) d 5 
à membre \équation identique : Í pr ln) SS oe —= = (lg), vous obtiendrez: - 


ES 1 s 
SE UL 2 Cos.pe +9) — EU geren, (97 <1, et — SUq + eer), (q* >1), 
red? 7 r 
la 
da 


ao 
(T. 416, N° 8—11), [349], la dernière après la soustraction de Fégsation f PET q° ==. lg, 
0 
1 
et le changement de q en Fe 
( 
4 1 ap JP 
8. Il s'ensuit de Méth. 9, N°. 3 et de Méth. 22, N°. 2: dir 
1 + QW Cos. d, + z° 
0 
z Sin. p À 5 aP da 
—= ERE —= Í 12e Co Eat multiplions-la par — 2 Sin. dà et intégrons entre 


0 
les limites O et À, il en résulte: 


LEE SiNNE deeg 
en dale, =| ed) _l EE 
= 5 
0 


1 4 2e Cos.h H x° (1 +)? 
1 + 2 Cos. À. : „2m Gos.ph—l 
—= de) de VEE E BO. ‚ (£.:179, N°. 18), = En p zéro, cette 
(1 Hz)? ‘Sin. pr pr p 


be 8 ! Si ah — 2d Sin. pd 0 
valeur est indéterminée; mais elle devient par les règles ordinaires: — == 


Sin.pr 4-prCos.pr 0 


À Cos. pd Ode 142 Cosa? 
—=—_ 2d ef Er == —Â?; done: dere (SLO Nels) 
m Cos. pa H- Cos. pr —pr® Sin.pz KD (1 +2)? 
0 
Wd 2 Cos. À do Ode 1 +4 2e Cos.) + zv? 
ef Sp ig 
© (1 + z)* ED (1 +2)° 
aP 1de 
9. Méth. 38, N° 4 on a déduit la formule — |" dr [5 — pour trouver 
—t 
Pd 5 Pld, heartid 
[= oe z 5 sil s'ensuit par conséquent: 5 se E — — mn f _d.Cot. pr. 
ne e Sin. pz en Sin.* pz 


(349) Autrement déduites Méth. 23, N°. 11, Méth. 41, N°. 13. Différentiez-les par rapport à q, alors il est: 


sr of C zE 1 L 
da os. pa dE q ent PZ zen Q*>D. (U-221, N° 1, 18). 
ride: IE 2q Cos. pag? ar ere) 2r ep q’ 


0 
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Afin deffectuer l'intégration de telle manière, que lintégrale ne devienne pas infinie, prenons 4 


he NS pe Tap — at dz Ogpi—l de 
et p pour les limites de p, alors: ür= == ennn 
ll le @ Ie We 
0 0 
=— mn (Cot‚pn — Cot. Lr) —= n Cot.pr. (TL. 28, N°. 24). ste. p en q ef prenons la différence 


=— ar (Cot. prr — Cot. qr). (T. 22, N° 6). 


0D kee] 
MNT gl — gl! aP — at da 
des résultats, il vin: f da =| 


lr lr & 


Prenez-y encore & — y" et q' et p' au lieu de (q—p)r et pr; alors vous aurez: 


QT 
Sin. — 
De Voo E — cot Se 2 4 - (1716) 
ll — 7 r 7 r / si pr Sì (pt9 | 
À r Sin, — „Sin. | mT 
7 ned 
Pour r —= 2p, cette intégrale devient: 
® 2121 de 
| 5 ge Tang Le A ED (1717) 
apa © 2p 
0 
Nn iq da: 27 £ 5 
et pour p —= j(r—g): en ar int se Tang. 4 (UE INE nelt5)): 
== ar £ 


Méth.38, N°. 6,on trouve encore T. 5, N° 5, comme son analogue (1514) (Méth. 27, N° 3); intégrons-les 
L de —aTP tl (er —l) 


—d lx 


par rapport À p entre les limites 0 et p, alors : 


p 
= fla Ip—d.l Sin.pr) —= 


Ì de —a Pl (arl rp 

dl —l LL —l—, et — em ie {dlp —d.l(2 Tg. pr)} = 
nf pr Sinpr 1 lr Le Ü 

0 0 0 


p p ltr De: 
0 0 
Pp 
—=l AN 7e UNS ee 
2 Tang. pr k ) 


PUIG pr 2 Agt pr Lope de Sin.pr (laPd-eaP—? de 
Nn eenn doner el | = = 


Sn Ux pr 


10. L’intégrale T. 127, N° 3 (Méth. 9, N°. 22) donne par lintégration suivant p entre 


ee bai Ll fP \ bd pet epi p 
les limites O0 et rf pt if td den | Ì == Jee =| lpdp =plp—p. 
5 Da „5 il 
0 0 0 


“0 


(LE. 127, N°. 31). De même Pintégrale T. 133, N°. 3 (Méth. 37, N°. 3) donne entre les limites 
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5 helde EE sekd 
l etp: El in en s Í L edn d. (1 Hz) al dn 


=| ers Eh: | = Ren 


UL 2) 


Ì \ à 
Orij 0 (1-878,.N’0). 


Encore la différence de (p— 1) fois la dernière d’avec celle qui précède, élimine le terme eZ et 
b Pfp—l (Lao) 1) de 
Yon trouve: Ì ( 

4 © ) GENE 


Dans le cas de p — 2 elle devient plus simple: Jar Ì 
7 


— UT (p). (T. 184, N°. 19). 


0 


$ 9. mÁÉrmopr 35. INTÁGRATION RÉITÉRÉR PAR RAPPORT À UNE CONSTANTE. 


1..Tout comme la Méthode 33 engendrait parfdis un facteur général, son inverse, c'est-à- 
dire lintégration a fois répétée, peut avoir le même effet. 

2. Intégrons 2a fois par rapport à p les intégrales T. 205, N° 5, 6 (Méth. 18, N°. S), 
il vient, sans que nous fassions d’abord attention aux limites: 


jb de de | 5 q Cos. Ee Ie > mett. 
û 0 


qe Ha? 2 q* dat z2a 


Pour déterminer la constante, soit dans la première intégrale p zéro, done cette intégrale s’annule; 
zoelen 
2 ge 
Eemster dans la seconde intégrale Cos.pa par Cos.pe—l, afin qwelle s’évanouisse de même 


sa valeur devient alors 0 — (— 1)? > —, + C, d'où résulte la valeur de C; mais alors il faut 


pour p zéro. Par ge 


“xSin.pe d (C ] 
Pd de AIDE) VE ne Pele I. (T. 212, N°. 14, 15). 
q Ee ml qa q° nn xr? z2a 


$ 10. múrnopr 836. INTÉGRATION PAR PARTIES. 


1. Lorsqu'une intégrale détinie, dont on econnaît la valeur d'une manière quelconque, est de telle 
forme que la fonction intégrée puisse se diviser en deux facteurs, dont Yun soit la différentielle 
de quelque fonction eonnue, on peut y appliquer la méthode d'intégration par parties, pour en 
déduire un nouveau résultat; c'est-à-dire, on aura dans ce cas \’équation identique: 


[re )d.F (2) = serel— fre VAF) eN EN 
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où en général la dernière intégrale déduite peut acquérir une forme entièrement différente de la 
première intégrale, que l'on suppose donnée. Toutefois ee raisonnement vaut seulement dans le cas 
où le terme déjà intégré est déterminé et fini. Ce terme n'est autre chose que l'évaluation d'une 
intégrale définie, dont on connaît lintégrale indéfinie, suivant la Méthode Première; il faut donc 
observer ici la même chose que l-bas: c'est-à-dire, le produit f(e). F(w) doit rester continu entre 
les limites a et b; sinon, il faut calculer la correction nécessaire suivant la Méthode Deuxième. — 
Ensuite ce produit doit être déterminé pour ces limites elles-mêmes; en effet, il arrive ‘souvent 
qu’il se présente sous une forme indéterminée, mais alors il faut employer les règles usuelles pour 
se convainere que la valeur en est vraiment indéterminée, ou qu'elle se Jaisse déterminer. — Et c'est là 
ce qu'il faut toujours considérer en troisième lieu, car si ce terme était indéterminé, la seconde in- 
tégrale serait indéterminée par conséquent. Mais lorsqu'il a été satisfait à toutes ces conditions, 
c'est-à-dire, lorsque le produit f(w). F(x) reste continu, fini, déterminé entre les limites a et 5 (incluses), 
Péquation (a) est certainement d'un usage intéressant dans Ja recherche d’intégrales définies. [350]. 

2. Nous allons prendre successivement les fonctions z, 2%, L(a + be), Sin.e, ete, Arcsin. z, 


\ 
Arctg.a, UT De el} etc, pour F(e), et nous commenecerons par la supposition F(x) =—=«. 
q: Je Pp l PP , 


Or, toutes EE intégrales définies sont dans ce cas, puisqu’on n'a qu'à séparer le de; mais dans les 

exemples suivants nous ferons seulement usage de celles, qui fournissent un résultat simple et nou- 
z z 

Rid 


sr if Ee 2 zE 2r Sin. ede 
veau. Ainsi l'on a (106) (Méth. 1, N°.14) — ‚ donc: 
1E2rCos.ad-r? d ' SP (Laar Cos aFr2)? 
0 

7 

2 esn ade sad mT 1 An ISK! ear 

/ (lk2rCosar2)2 A ET nk Tee 
0 


"2 2 Sin. ade Pe ] 
(109) et(110)(Méth 1,N°. 15) =— en denn EEN 
Ee ie + q Cos. z)® (p +-qg Cos. x)? 
0 


== 7 en 1 En U wt Vn sr reeel „(p? 170) (1719) 
4p°g pg lep zv e* —që) pf’ 
7 ] 1 D 
Ze ei pt dt Nor <45: wen 
a Ker CH VAC Te 0 Pp 
r 7 z Zo Sin.arde (F_ rSinudr 
1 et (112) (Méth. 1, N° 15 Ei — B, done: - 
1 Na He (p+q Cos.) ° Í (pg Cos. w)° | (pg Cos. z)? 
dg 2 2 en de ee B ed Nier 1 2 J 
EE A ACE ern va drent geyl) 


24 (4 — p)? 2e) ÀÌ 


[350] J'ai fait usage de cette méthode sous ce point.de vue dans un Mémoire amis dans les 
Verhandel. der Kon. Akademie van Wetenschappen te Amsterdam. Deel 2 
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Ard 2m ak) 1 7 ) gE, 
(132) (Méth.L‚N”.17) — T ak g p* 2Tg.x. Sec. Ep TUN «Sin. 2de de 
lp? Tgtal (L4-p? Tang? «)° (Cos? ad-p* Sin.* z)? 
) 
E 
_— 2 
== (T. 247, N°. 23); (263) (Méth. 3, N°. 12) —e/(l—p?Costa)l — 
Ì E E) ’ Pp , / 
p(l +p) 0 
TE 
2, p? Sin. 2de À 5 «Sin. 2e de Ì 2E’ een, 
— ‚ done: en — „(Es a4ar Nenz) 
U (1 —p? Cos? z) V(l—p? Cos.® z) pr @}, : 2); 
0 
2E 7 
2 2 3 
(266) (Méth. 3,N°.12) =p (1 —p? Cos? 2)°| — [ir Sin. 2de) (Ll —p? Cos.* zv), done: 
E 0 
Te 
ON A Lp? IS ne 
Ì zSin.Zedey/ (1 —p? Oos? £) — Si B ABP) 2); (1723) 
p Ip! Ip 
0 3 2 
zi afs Sin. 2d Sin. 2d 
DT Bâd Kij 2 rl in. Wada _aSin.2rda — 
(R67)Méh IN 12) rn) fe en „donc: — == 
(lp os.*z) | W(l—p?Cos.*0) | a V (lp? Cos.*e)° x) 
0 
1 , 
5 (an eneen (1724) 
a (>  4Sin2ed. 5 Sind 
(393) (Méth. 7,N“. 14) — tf EE fe 
EAT z)) OL + Cost @ z)2’ (Ll + Cos? 2)3 
0 0 
== RF | Sin. =|, (T. 243, N°. 7); (428) (Méth. 7, N°. 30) — > pen 
4, VL 2p Cos.etp?)} 
' — 3 Up Sin, «cda B & Sin. a de Lr f 7 (1723) 
, zn one  (p (RD 
WL — 2 Cos. + p?) | vand etp?) pl Dz Ee 
0 


1p? Sin. Zede zm _&Sin.Wredr 
one: f* —— = — 
(lp? Sint)? 


(429)(Méth. 7,N°.30)= Ee 
zi BT GP (Lp? Sin.*, 


2 
er rr AI en (1726) 

Las 

EN p?Si Úé - Sin. 2d 
ORM DIN 
4 (lp? Cos.2a)3 2 lp Jos. v)5 V (Lp? Cos.*x)® 
NA WE: \ 

== (DT en ea en enke 1727 
3p Up: (p) ads ( ) 
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TE 
T. 353, N°. 9 (Méth. 10, N° 11) —el(l+p Cos. )| an 


2 _—FpSin. ude Tx Sin. xda 
mn 
0 


À lEp Cos.’ ldEpCos.e 


4 EEV Ap") 


‚p?<1), (T. 245, N°. 7, et T. 246, N°.11); T. 358, N° 11 et 12 
Pp _ 2(l =p) 


7% Sin ade TauSin.ede + 
(Méth. 10, N°? HI) = alp + Cos. 2? | —2 Oe | ET nd 21), 
0 


(T. 245, N°. 5 et T. 246, N°. 1), = UA (lp)°} PPS), (T. 245, N°. 4 et T. 246, N°. 6); 


TE 7 TE 
2 > qSin. Lede 2aSin.2ede a UW/(1+9) 
(554) (Méth.10,N°, el (1-9 Si — FI Je =-l He 4 
(554) (Méth. 10,N° 12) = al (1+4-g Sin. 9 RET 1e Í 1gSinte  q T/(14g) (1728) 
7 S 5 1 ad s 
2 a —g Sin. rde 2 @Sin.Wrde 
8 - EE: Léth. ON Cos. 2 er, nd : == 
T. 334, N°. 6 EE 10, NS. 12) =S el(l4-g Cos. dE | (5 TET done Í EE 
0 0 
1 DC 
1 2x Dy DD > «da 
il Es 14) m. 240, N°. 14); (1593) (Méth. 28, N°. 3) en! de 
En s+ Sin. v 5 (sSin. x)? 
TT 
ax Cos. vda 1 l/(1—s°) 7 It IS 
he en EDI =S Är (IYE 
(s+-Sin.z)? _/(l-—s°) s 2(L+-s) Ee ) Vis—1) HeT 2(L Hs) sh, 
0 
” id WGoedn een) 
Hij Pi Zi —- > (Cos. 27 pun. 2e 
1613) et (16 14)(Méth.28,N°.1)=— | Ee : de 
rd en Re w{Sinr.(Cos.e pSin.z)} |) Í ‘Sin e./ (Sin.r.Cos.rd pSin.z)S } ag 
TE 
z Cos. Ur Hp Sin. Ue ada L 
—= l 1 ED PVA 1751 
za dg pSin.x)? Sin.z.y/Sin.z Vp dla An 4 ) 
5 Cos. 2e — p Sin. 2x xda 4 7 
== > == LEWIN Se AD ws 1732 
v (Cos. — p Sin. ec)? Sin. x, Sin. o Vp PREV P) {e(t — p)} 
0 8 
8. Soit F(w)—=z?, alors T. 238, N°. 3 (Méth. 37 N°. 14) — 
feeen 1 oee Sed 
== | Cot.rd.e? == Oot.el frr done: f rl? (1. 239,N°.8). 
zi sik 27 Ga gij vn A Sin. „toef Ste kade 
5 


[851] Pour Cot.x == gy elle donne: a ede —=nl2, (L. 109, N°. 4), dont une autre 
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1 gent2 )® 
Soit plus généralement F (z) — *, alors T. 117, N°.23 (Méth. 30, N°. 3) = Elie 
ant? rel) 
1 Ea — Zn e27rde de 1 5 
| nt, done: ee ee Bar, (T. 119, NS. 10); 
In + 2 (e2rr — 1)* (ETE — 0772)" Ar 3 
0 0 
Ek 5 3 l am, di ee onee erde 3 
T.117,N*. 21 (Méth.30,N®. 4) mT KE | — an 2 nj TE pour — 2: 
2 
2 2n d. gnl] 
PRE ee Bare MOND): 
(et He 72)" zE Zon 


l (a Ee 
4. Soit F(w) — l(a } bat), où a peut être nul; alors (7) (Méth. 1, N°. 4) == eel) —= 
4 Te an 
71 Ì 


LE NC) ge 1 Ei Ig. (1733 
— Lemen GONE ( ) pra ln : 
| Î en | VET pre)? p* 49? Ap pta 2 zb ed ke 


DEN ha md EERE CP 
8 aken ele ORTE wf ORE 


(3) (Méth.1, N°. 4) — 


0 

zat Lo) (1734 
NE EEEN pr q C EE IN B AORGBORORG 10 elle: te vendere 
Pd ein Srl ) 
(pour q — 1 cees deux intégrales se trouvent TD. 182, N.… 8, 15); (49) (Méth--1, eeN 8) 
eg (eG gone: [let ie, (T181,N°.4); [362]: (50) (Mét 1 
== — er, done: f le == t2, (LLISA,N 4); Ô Méth. 1, 
reel Ee LAN 
I ! 
ej Pd leide ze 1 7 
N°. 8) = z | — | Ur Ee, done: f_ ae — Se eee ld 
vel a 42)? O4 p SLP 
p . P 


Herr? —de © 1 
ou ede Ld dnf LA) =l ee UL) (T. 189,N°.10); 
1 p 5 


1D 


el 


dz 
déduction Méth. 37, N°. 7; et pour Zang. — y cncore: [ (Arctg.z)* — == al2. (T. 264, N°. 4). 
En 


0 
1 l L, 
[852] Supposez-y « ——, alors: le EE er) (T. 153, N° 15), qui pourz* =y 
y j (1 42°)? 4 7 
' 1 da 
devient: | ler & (A 153, N° Mij) 
x 


0 
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ET MÉTHODES D'ÊVALUATION DES INTÉGRALES DÊFINIES. III. Mè. 56. N°. 4 


207) (Méth. 2‚N°.0j= AD A gesn 
(207) (Méth. 2, N°. 6) = — pre | | ae) Ee an oef (qe) bre 
kij 
zt dje ween I (1736) 
pg pp De ke ds Er OPE REN 
(208) (Méth. 2, N°. 6) — dlp =S pre? A er) en 
Ee 2 ge | oe a 4 (qe)? 
g 0 
: | boter ie (1737) 
Us ET POD Or IOO CMO ORDE RA - 
Tete U de Re 


(pour q — 1 ces deux dernières formules se trouvent T. 182, N°. 9, 16); T. 129, N°. 3 (Méth.7, N°. 12) 


== EPE l(e 4 oi zi (2 +9) (— pe PE de), done: Í ePrl(e Hg) de = (laet Ei(—pq)}, 
hi 0 
1 ao 0 
(T.273,N°.5); T.129, N°.9 (Méth.7, N°.12) —= — a ePrl(a—g)? | tifo e-Prde), done: 
2 opoe 
5 2 
| ePel(e—g) de —= {lg — era Ei(pg)}, (T. 273, N°. 6); T. 180, N°. 12 (Méth. 7, 
p 


0 


1 ao 1 0 oo 
N°l2) — geve le? —0*)?| - | (2 —q°)? (— pePt de), tone: f PE l(r? —q°)° de = 
0 


e „egen Ei (— pq) —e-Pt Ei (pg)}, (TE. 273, N°. 1); (403) (Méth. 7, N°. 20) 


Zj 7 
Tang. x 2 1 2: de 
—= = l(p* Cos.* Sin. 2)l —- ml 2 Cos. z Sn ‚d 
os.* rv + q* Sin. dy (=p) (p2 Cos.* « +-q* Sin DE: one 
0 
Te 
* Lp? Cos.* Bn ; 1738 
Lp? Cos.* @ +q* Sin.” Ean SS Se GEO ENEE ar Ee (1758) 
0 
Ute)? 7 — 5 da Il 77 
505)(Méth.9‚N°.23)—= — | U(I en LU He == l=.(1739 
(505) (Mé sl j' or En oef Far ae ij (1709 
a 0 
1 (ar + b) e) da: 1 
ou — ——_ |l b ‚d l(ar +b == r(ala—blb,;. (1740 
BE Je a (ar + ent En a rte (ar + TET map el ie ) 
0 
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Uit. M°°. 56. N°. 4. THEORIE, PROPRIÈTÉS, FORMULES DE TRANSFORMATION, 


2 1+-po 


2g en EE belde 
re zt N/ l Ehr 1741 
En VEGA) GEE 


(pour q= 1 eest T. 160, N°. 8); T. 130, N°. 5 (Méth. 25, N°. 4) — EN +9? IS 


it jn 1 lg? A +2°))! 1 7 2 8 Î 2 | PN IEN 
(1227) (Méth. 19,N°.1) == (5 | Ut He Ier Dr in PEN 


0 


effe Ei 1 
jie Hg °)(—perPtdo), done: fer er agde {lg 2Cilpg).Cos.pg2Silpg)-Sin.pg+nSin.pg}, 
. P 
0 0 


Ì 
(T. 273, N°. 8); T. 3, N°. 2 (Méth. 33, N°. 8) —aPl(l +af =i (L + «) par=l de, 


0 
0 


1 1 oon (els 
done: f ar il(l4-e) de =— (ee ) Ie (EEN seeds) ES Sil ee Lel DONKER NEENG 
p | opdat 
0 
1 l de 
(Méth. 33, N°. 8) — —+ (lLa)2all(1 + 5) EE | U(L EE @) (Za — 1) (lLe)Pe2 —, done (quand 
A Ô K3 
1 . dr gal} l de 
on prend a+] pour of (La)Pa (1 ineen =S (RaHijtet? ) n2at2 | (La)2al (1 RT —= 
0 
— 92u 

EE rrd Bae. 1615 Nes TONE, NE 2 MGD AAN 

e+DEeFI | 

1 1 
ne tel — | le {wet a? He“ 2e} de, done: et la(l—e) ade = 5 E. 
e 
g 0 0 

(T. 376, N°. 3). [354]. 

[353] Par la snbstitution de « =y?, 2p — q, on obtient: 

en zE Or (1742) 
he Bd og 2nt2 
0 
1 ee 
[354] Pour z? =y il est: Í ela. (l — a) de = ve (T. 376, N°. 1), qui devient pour 
e 


Ki) 
I je 
z=l—g: | ela). ede == ——, (D. 376, N°. 5); et celle-ci encore pour a* Sy: 
e 
0 
ì l—e 
ferro aan rl Al ig ANISe HON), 
e 


0 
Page 592. 


ET METHODES D'ÊVALUATION DES INTÊGRALES DEFINIES. [IL M*. 56. N°. 5. 


Arcsin.) 
5. Soit F(e) — Arcsin. ?, ou F («) — Arccos. 5. -. Alors (25) et (29) (Méth.L, N°) 


ü 2d-s 6 
re EERE EE ALES | 
ml Eart done: | rcon © EEn TEE î ‚(s° <1), (1743) 
0 
li L VAE Ee \ 
2(l F3) RET zm Arcsin. n AGS NE RER (1744) 
— Arecos. xj Ì Eh ‚ —de nde ie Ader 
ou = REET 8 ne | A SS one: Í Pe ee == 
9 0 
Ee: ml ‚MV(e*—1) 
== A U. K De 4 
Pe en ene) 


4 Arcsin. j\ l ie 2q° «de 
(398) (Méth. 7, N°. 18) = ed Í Arcsin. à ame done : 
ben os hen (Lg?) 
Ì „de | 2) l 
Arcsin. no liae ee en (1741) 
(Ll tq*z?) dq? leeg 
— Árccos.z } ! — 29° xd l de 1g*)—1 
ni ae Et frons, De pe rs” done ‚f-arcoo De an ze A 1 5 (1749) 
ln hek ‚ (LH?) dga) dor JACLEg) 
Arcsin. l —_p* oder 
402) (Méth. 7, N° 20) = EE ATOM en eers dont: 
GRE) VAp tp) VLP? + pet) 
0 
- Tees ede - 1 Ír») 7) (1749) 
Aresin. « = ON Ek / 
Vp ppt pt U Maf 


— Árccos. # —_p' rde 


1 
OUR > En ANCCON Demen en GON 
| | V(l—p? Hp??? 
0 


PCCOB WIE 4 s 5 
} VALS Hpi er pr le (Sp) p) 
Â 1 1 —gde 
(471) (Méth. 9, N°. 13) = cn = Arcsin. © ed donc : 
Vp +0) 2U/ (p +40)? 
! dr 1 { mT 2q 
resin. « oi JAF iv mad a) 1751 
Wp + ge) Wier | Dd EE. 


Ö 
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HE M*°. 56. N’.5. THEORIE, PROPRIËTES, FORMULES DE TRANSFORMATION, 


__— Arcos. Ze Ì —gde 
Vet ge)l | 


5 de AE 4 HN ” 
Arccos. z eel Es: F Sn Mnee: 
| ORE e +0): 4 br WV (p +9) er Vr ed 


0 
Arcsin. gda 


1 1 
(5) OME Ch RO MEN Gn) Enne il Arcsin. LA 
Ze ‚ 2 (p— ge) 


L e da 1 7E 4, el 2q E 2q kel 
Arcsin. 2 == Ie iis (AMIS 
| DEE pge)? 3 Fr Vp) \ Val a’V pg il en. 


0 
l L gda L da 
- Í Arccos. a gs done: Í Arceos.n n= 
‚ LV (p— 94) MV (e— 42) 


0 


— Arccos. « 


Vp —40)\, 


Ijs rive) nä) ern: aren 
Vp Veto p+g par g 


2gedz 


1 1 
T. 165, N°. 6.(Méth. 10, N°. 12) —=l(1 4 gz*). Arcsin.el — Í Aresin. ar „> donc: 
T 


1 de 1 
[reine ZR, ACE) ‚ (T. 258, N°. 2); ou —= —l(l + gr°). Arcos. | + 
Á En ee) k 


l Wed 1 cd.e ma (1 
tf Arons ken done: | Arceos. © es EE) AN Ee U 
0 0 


1 Hqz? u 14 ga? B 2 


1 L de 1 de 
T. 163, N°. 2 (Méth. 28, N° 8) — Arcsin. «. le — fore @®— „ done: Í Arcsin. — —= 
Ki r 
ie 0 0 


1 1 2pd. 
—= nn (E.257,N°.1); (1651) (Méth. 28, N°. 9) =l(lEpr)*. resin. zl 5 | Arcsin. a; Rs 
el 


(1755), = 


d l ER dv n 7 | ì N 5 2 
one : Arcsin. © — = == har S 
Í Ü LEE ap ( Date i TE V a EZ 


—l 


= + D prep pt ae (1756) 


U(L EE pa)°. 4 8 in d De COS. © ee 

—_— , . et £ e EL TS ° ATC: Rt. 

ou ( pe)“. Arceos, dl + Í ATS ie one 1 En 

—l 
nl l— 7E 
Ein EEE ) wr 4D, (1751), — + EU2plp=r 1}, (wp >): . (1758) 
p 2(L zp) 2 
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ET MÊTHODES D'EVALUATION DES INTÉGRALES DÉFINIES. TIL M* 56. N°. 6, 


K 
Arctg. (5) 5 
1 P | 


pdre 


1 B ev —de 1 da 1 Ie lak Le E). ai750 
—= PClg.—= — es UONC: Arctg. — 4 E 
zl Spot) Aon en a. 
0 


\ 


6. Soit F(e) — Arctg.=, ou hr Alors (7) (Méth. 1, N°. 4) — 
pe 


T 
Arccot. — 


1 en Rd p p\ 

ze p | m : 
U He Arccot. = rrdemefAr 5 al me 1760 
Pp gta a En «)° / Gta)? p-44*\2 q Ren 


0 


an „) © 
(pour g — 1 ces intégrales deviennent T. 265, N°. 5, 17); (49) (Méth. 1, N°. 8) —= es) == 
Ki 
ie de 1 TE 
— Reen z ‚ done: Í Arctg. a — — ze + gie nale (1761) 
Ri \ 
1 

— Arecot. xj he — de ie da 1 7 
nennen es Í Arccot @—— , done: | Arcoot.n— — — UZA —, (T. 270, 

© U 0e 2 EN 

1 1 
ì Arctg.— 5 en 
N°25), [855]; (207) (Méth. 2, N°. 6) — — — af Ardi. — args done 
Birt de) P (9 —e) 
fes í 4e 5 sf Ard E (1762) 
relg. — == mil qm pl aten aen 62 
k Pla)? pt + 2 q 
{ 

j Aret, 5 EN p= pe 2 
OU == — + Arocot done: f Arccot.——— sla, + el „(1763 
Rik Di | pla)? pH? 


(pour q unité ces dba dernières se trouvent T. 267, N°. 6, 16); (303) (Méth. 5, N°. 5), pour q—=l, 


ede 7 


5 Hi) 
‚done: f_Arccot.— — — Sd 5 (de MD 
oe: f ien lt) (20 
0 


1 rs « 2d 
—=—_ -l(l4e?). Areeot. =| te Arccot. © 22 5 
p Pe B pl 


1 0 1 le} Fn 
N°.16); 1.205, N°.5 (Méth.5, N°.8) — —- Cos.pa. Areco | bf Aret : (—p Sin. pa de), done: 
q WE dl 


1 
[355] Pour z = — ces deux dernières formules nous fournissent: 
Ĳ 


l 1 7 l ll 
Arccot. de — Den? | Arctg. ade — nam (EOS NE dE 


0 0 
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o 4 
fees „Sin.prda= ns Pa), (T. 374, N°. 1), [856]; (888) (Méth. 7, N°. 3)=—= args Ee a 
q 


Tre 
0 
7 lr?) 2e (let) (24 5 1? dt 
— Arijan se) 2 OEZ) de, done: f Arctg. à — td elen =e . (1764) 
(Le) (Ld) (me)? V(aHet) 4 
Ahh ds fi lr?) 2e? — (lr) (—2 
ou — — Arccot. x aj … Wen LUL 5 ae e da, done: 
\ (Le (Le) 
et 14 z? xda mr en 
AED ei HE IE RAS COPE 
EEE | EE 
neee Noe fp ® —2rdr _ adr 
(475) (Méth. 9, N°. 14) == ed el Ardg. ns done: [ Arctg.= == 
epteloe) pike) p (*42°)? 
Arccot.= 
rccot.— 

1 SP e — 2d ved & ad, 
= EU 4 ll Arcoot. Ss, tone: Arccot. 2 == 
47 (p+-4) PaP platte’) Á p (g° Het) 

( EE: 142? 1 
= (L. 267, Ne 5, 18): (508) (Méth. IO) NE 2) SS Ardtgi bne le 
4q° (p +4) ) 4 Vije pel 

1 Eat per (lep? 2? (12°) (1—p?) 2: 
— f Arctg.r.(— 3de) y/ ied sj er 2, done: 
2 14? (Ll Hz? —p?x?)? 
0 
l de Ì 2 
Arctg. Len E rme ee +rlo5)}: (700) 
Vlet —p?o?)(le?)} pl 4(2-p?) 4 
o 
dep atle perla (L pz 
on—Arate/ je = Ei Poa al} rde Lee = rep D 
1 Bak 1 fz n/2 4 
done: f_Arceot, w =p, 5 (1767) 
| V(Aret—prej(le?)} pt le a (2—p?) af 
0 


(509) (Méth. 10, N°. 2) — 


Ì 
==dArctg. x. af Ien vl de) 


Lapo? (Ld apa) 14e(1—p? ie 
TE (Ld —p?e?)* 


ee ade 1 TE 
ig. tr — WEN | 
donc | Arctg en 2) Oe) p Í (p) PA 


. (1768) 


[356] Autrement déduite Méth, 18, N°. 14, 
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12pa (lapa (lta(l—p?)2z 


ou —=— Arceoi.r. Prenen el ne mdr 
Hape 


1+4a* Elen Des)e 
Ee ada 1 
„done: Arccot. z =| Wo Ec ond 1769 
beg Í rccot. a EE (Lr2)} pt fs @)]: ( ) 
0 
T. 205, N°. 10 (Méth. 18, NE. 9) =S — Sin pe. Arceol,— IN: ‚fte „p Cos.pvde, done: 
Í Arco „Cos.pr di == — per Ei (py) — eP1Eü(—pg)}; (1770) 
0 
(1226) (Méth. 19, N° 1) — UI He). Arcig. | s [4 AE 
Leth. 19, N°. ZT DELI TE relg. == DAP 
4 VAE VAREN Vp la 
p x do 1 
Amis =— — Arct DURE) eee a dane erdee dee gode 
| EI 2 retg. (Vp). + p); (1771) 
dae 
OM AE +7). ET 06 roe Re ng Clones 
Vp Ja 
Oe En Arcen ba 1772 
icoobn —= j— + = Arceot. (/ 1) ENE 2 
| rcco BETE ree rcco vp), (1 + p) ' ( ) 
1 1 ms: 
(1227) (Méth. 19, N°. 1) —= „Arg = [— AS rin nl) done, quand on 
q 1 el Ta SE 
l f! Ù Îe ] 
y ohangevenzf Arctg. (2 ed D= 1 L DE d jk BEDE, ensen (118) 
IN, (l+-pz) Adp)p* Hg £ 2 pg? A 
1 1 en 
(pour q — 1 c'est T. 260,N°. Le ee | En en je rccot. 5 EE, ‚done: 
q gltpel  q q (A+pr) 
da keel Eek p l 
Arccot. qe el > —_l - = Aretg. is Arccot.g;. . (1774 
| Loet Tape AFT otter Ergo TN 
L-p?o? p —_2p?: 2n —d 
(1230)(Méth. 10,N°. On r ei dane -trag.zas al de en 2 5 
et Ipa? | 1e? 1e? 
Pp Bp? An r2 1 1 2 
donc: pent en ee dt —= Ee Ae 2 Belang ode (1775) 
(L—p*z*)(l—et) 2 lp? 
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HIL. M*“. 56. N°. 6. THEORIE, PROPRIËTÉS, FORMULES DE TRANSFORMATION, 


lp? °)(1 —2 2 ES 
ou — — AÁrccot. x. { ie jare”) je + eo ede TÊDE + é ze: done: 
— zj? —p'a? 14e? le? 
Pp 3 etn 1 an 3 2 xm? 2 
Artcot. a E( spee du zUt Er 5 Arceotp 1 EE re luis) 
(lpt) 2") 
2 
(1322) (Méth. 23, N°. 3) AN ERN Ei 
p | . HO, 5 TRS CCO ’ : 
ì gl—2rCos.sedr? lg, q (l—2r Cos. sr r*)? 
0 
e Sin. sad legs 
Arccot. ze ed Eel AE (1977) 
ee sar? Je DT 2s(lr) (lr): l—re4s 
1 vais lere Ki 
T… 180, N2 4 (Méth. 25, NS. 4) Se PZ Arctg.=\ —- al Arctg. — (— pe”PE da), done: 
q Tm q 
ee 7 ll } 3 7 \ } 
Í e-Pr Arctg.— dae — — ne (pg). Sin. pg — Si. (pq). Cos. pq + „ Cos. pa) NRO NE 
/ q p 2 
0 
1 Zijian dg ifs z pi : 
QS Arccot. =| in [ Arccot. — (— pe-PE da), done: | e=PT Arccot. de — 
q mnl 5 g A q 
hes \ 
ES z Sin. lenie AA Rr et En (1778) 
Á T Ek Tre An 
T. 130, N°. 5 (Méth. 25, N°. 4) == — eTPr Arctg.-{ — — f_ Arctg.—. (PF pee Pr)de, 
q 7 0 1d q 


0 . 1 ; 
donc (par T. 299, N°. 1): EPE Arctg. Sade — Ee, [ci (pg). Sin. pg — Si. (pq). Cos. pq + 
q p 


0 


+ 5 Cos. PA — PQ lo: (pq). Cos. pq +Sì (pg). Sin. p= E Sizo}, (Lr OTN 
B er en en © 3 vts 
ou — — De-pr Arccot. =| ®& — | _Arccot.— (e-Pr—prert)de, done (À Taide de (1778): 
q gi Tg 1 
Al E 1 1 / 3 \ R hd f 
jr Arcest. „ed: = p [- Sin.* > pa — Ci. (py). Sin. pg + Si. (pq). Cos. pq + pq le (pg). Cos.pg + 
0 
Brel 
+ Si. (pq). Sin. pq — 8 Sin. pay |: shed We Pd Hen (1779) 
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l 4 T° 
TT. 416, N° 8—11 (Méth. 34, N°. 7) — — —U(1 + 2q Cos pad-q?). Arccot. | + 
: JJ r 
0 
= 2pq Si 7, D 7 Si d: ISS 
Ee ene: UE nt 1 (q*<1), (1780) 
r 1-29 Cos. patq*’ Ì " 12g Cos. ped-g* 2pg 1e” 
0 
TE ges 5 
ete A (1781) 
pq Q (A, 
; l , hanen LEN as 2de 
(1798) (Méth. 37, N°. 6) — — - Arceot.ga.l(p? +a°)j + — | Arcecot. ge ———» done: 
: 1 \ p* da? 
4 0 gy IA Û 9 
® ode 1 l \ 
Í Áreeot. qe ae == Ei, EED ee (el8LS 2) (reus Gi EBS NE: Ee 
| pret 2 po 4 
k Zell pe ens % Ape 2 
(1800) (Méth. 37, N°. 6) = Sârds —L en 5 en — — f Arclg. AES ee) de, done: 
1 q A NSE Balt P EA and 
0 
de Ì Ì 
PP en ape panr wan re pBe Ne Al 
q e(l Hp? 22) 2 pg q 


7. Soit F(e) — l Tang. EE «); alors on a par. Méth. 10, N°, 17: 1.339, N°. 31 == 


TE 7 
1 ne 2 IL (re —2Qp° Cot.r.Cosec.? ad. 
In LQ 4 p2 Ot a) Tang (SÉ e | Tings Eer a En 
74 14 5 4 4. 1 + p? Cot? 
pe kl d 
d “1 Tang.” RE ete dn te TE Aret 1784 
one: ang.* |— ze mr EDE Bon sotd Ge 
5 4 Sint r Hp’ Cos.* pi le ) 
0 
zj TT 
1 add re 7 \2p° T, Yad. 
T. 389, N°. 30 — + Ul Hp? Tg.) UT (Se WE Teo) 2 
4 4 4 2 je Namelhog: 
Ü 0 
% 
2 7 Tang. xda 2 
donc: Vang? |E En = == SS Sida (Ul BE INS PE 
4 2 Sin r + Cos.* z % 
0) 
ge 
L mr 2 — 2 Cot. Cosec.? zdz 
559) — tE -l(p? H- Cot? #).l Tang? | - E LT, nn 
650) =H + Cot 1 Tang Ji if An 
= HK 
2 at Cot. rv dr 
done: UTang.? |—t ren —= dt 2 COL pre vale ere 
ì ang Ë 2) ETEN m Arcoot. p; (1785) 
0 
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1 Â s (7 ee > 7 2 Tang. x. Sec.* ade 
560) — tE — l(p? +Tang.? «). lt Tang? | -tEa Ee Ulano AE Fen 
Bee 4, en Ne DE \4 d | Ea 5) iz, ( | p* + Tang.*z ” 
0 


tol À 


\ 


Ì Wi 5 ii ij : 2 A 3) 1 
3 Tang.” zE TE 2 ABE dn. NEU oer > se (17 
donc ng zi ) Sin? 2 Cos: dE 27 Arccot.p. [851] (1786) 


0 


$ 11. mrHopE 37. FORMATION DUNE INPÉGRALE DOUBLE ET INVERTISSEMENT DE 
L'ORDRE DES INTÉGRATIONS. 


1. Dans la Première Partie N°. 45 on a vu que, sous une seule condition nécessaire, il 
est permis d'invertir Vordre des intégrations dans une intégrale double à limites constantes, 
De trois manières différentes ce théorème peut nous être utile dans la recherche de nouvelles 
intégrales définies. Fn premier lieu on peut transformer ainsi quelque intégrale définie connue, 
lorsque à quelque facteur on substitue une autre intégrale définie, dont ce facteur exprime la valeur; 
et qu’après le changement de Yordre des intégrations, la première intégration peut s’effectuer. En second 
lieu, lorsque Yintégrale connue contient quelque constante p,‚ on peut la multiplier par f(p) dp, 
changer l'ordre des intégrations et intégrer par rapport à p:si cette intégration conduit à un résultat 
connu, et qu'il en est de même au second membre, la méthode a encore mené à une nouvelle inté- 
grale définie. Enfin, lorsque dans quelque intégrale double les deux intégrations par rapport à z 


[357] Combinons la première et la quatrième, ainsi que la deuxième et la troisième de ces intégrales 
par voie d'addition et de soustraction, nous aurons: 


7 
(5 „(7 1 da \ L \ 
bange : ese ee Arccot. Arctg.pt, . (12ST 
| oe E \ Sin.* a + p? Cos.*x Sin 2x k | den p? hie il ) 
0 
ks 
2 7 l de í 1 | 
Ll Tang.* | - £ — =t me 4 Áreeot. — Arctg. pf, . « (1788 
Í Hs b ,) p* Sin.” & + Cos.* @ Sin. 2 ie | RE p? red \ ) 
0 
2 Cos. rade big 
lt Tang? en NE, Ee 23 e —= tz [arsco.p — Hear reien: (1789) 
d 4 Sin. + p? Cos? x p: j 
Lj 
2 ik, C ‚Zw de 1 
Urang (EE en (1790) 
4 / p? Sin.* a Cos. r | p: | 


0 
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et à y peuvent seffectuer séparément, on obtient ainsi une relation entre deux intégrales définies 
simples, dónt lune sera évaluée, dans le cas où l'autre aura une valeur connue [358]. Nous allons 
traiter séparément de ces trois cas différents. 


b 
2. Soit d’abord connue une intégrale définie / F (zo). f(w) dz —= A, où Ton sait de plus que 


a 


b "6 
q RN jd 
HO ) p(e,y) dy; alors on a en changeant l'ordre des intégrations : | F(x) dz | p(e,y) du = 


a Pp 


We (e). gp (e‚v)de — A. Lorsque maintenant on connaît encore la valeur de Yintégrale 


q 
définie | FP (2). p (we ‚y) dy — © (y), Ù s'ensuit | b(y)dy — A. Tei la valeur de lintégrale primitive 
Pp 
est encore en général celle de lintégrale trouvée. 
2d 


8. Dans Pintégrale Í apt et le de =T (p). 4 (p) (Méth. 12, N°. 3) on peut substituer la valeur 


0 
ee) 


ze dy ik dy 
fer) — (Méth. 9, N°. 22), et l'on trouve: T (p)Z’(p) Jer ak Ve U) —= 
y y 


Ge dy 
—= li pan rl al mi fe men mln d jaan Wte de = 


Dd » Ne 
rf mi En En Bene ‚(Méth. 18, N° 2), — T' (p) en en 
+ 7) dye y 


zl l | EE Ee eid bel 
Bme —=4' (p). (L. 133, N°. 3). Pour p unité on a: CE — í 
| ty! y 2 | 14! a 


[258] Cette méthode, comme elle se rencontre sous la forme du troisième cas, a été proposée d’abord 
par Burer dans son Mémoire de formulis integralibus duplicatis*), où il la déduit de principes de géométrie. 
Larracr et PorssoN en ont donné depuis des applications fréquentes et heureuses ; mais aucun de ees auteurs ne 


s'inquiète encore du cas exceptionnel dont on a traité dans la Première Partie N°. 46 à 48. — Voyez encore 
LeJreNe-Dirreurer, Journal von Crelle, Bd. 4, S. 94; — ScHröMILcH, Pen von Crelle, Bd. 33, S. 353. — 
Le même, Grunert’s Archiv, Bd. 4, S. 71, Bd. 6, s. 200, Bd. 11, S. 174, — AmRNpr, Grumert’s Archiv, 


BAND 707 


(*) Novi Commentarii Petropolitani, T. 14, Pars 1. A. 1759, p. 72—103. 
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PUR 1 dr 
== et AN Le 133, N°. u 359 3 d’ ù 1 diffé E ES E PE TT zl d 
( ) [359]; d'où pour leur différence / Fes TEE * A + Z'(p). 
Date 
(T. 22, N°. 17). [360]. 


z ì b 
4. Ensuite multiplions une intégrale définie connue f temeer par F (r) dr; 


intégrons entre les limites p et q, et changeons au premier membre l'ordre des intégrations; ce 


qui revient àÀ la réduction suivante: Ie (r) dr fre BD J en fn; 2 dr= =froaoar 
P 


Lorsque à présent on connaît vitégrlef F(r).f(r‚o) dr = ® (zv), on a: fe d(v)de = jrs (r) dr, 
Pp a P 

relation entre deux intégrales définies, qui devient une évaluation de la première, lorsque la valeur 

de la seconde est connue. Ici les limites de l'intégrale primitive coïncident encore avec celles de 


lintégrale trouvée. En 


0 
d. 
5. Multiplions vingate f 7 el 
0 


TT 
en —= Meth. 9, N° 14) par dp, 
NDE EEn Ne 


et intégrons entre les limites O et p, le raisonnement du Nr, Pe. nous fournit ici: 


gone de Dd p dp 2 da dp 
af f 2 Ä 2 2 zJ zv: | Be E, a 2 mn if 2 Er en Ens eg. == EE 
5 5 (pr He )(q Ft ) A g+ À Pp A 5 q Je? 7 | at (pd q) 


7 ee dp | nm (P pe 
nn —— == dl Ed NN See Se (ON 
zl ptg | p+g 
(359) Puisque Z' (1) = — À. Cette intégrale se trouve encore dédnite Méth. 1, N°, 32, Méth. 44, N°, 3. 
1 1 aP— 
[360] Pour 142 —= 5 elle zomer f en en —= A HZ! (p). (T. 8, N° 4). Changez-y p en q 
j 0 
7 ad Lggel — ppl 
et_prenez la différence des résultats, il vient: Í ns At (DR EN ES 
ers 
“0 
11 — 21 
Changez encore q en p + q, alors: Í Ee, oPlde =L (pq) — Lp). (L. 3, N° 7 
— 0 
‘0 
er 5 5 1 
#361] Lorsque ici on change q enr, la soustraction donne: — es nad Eelen Arcig.E == 
mr geha rde) & x 
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En prenant au contraire r et p pour limites, on aura le résultat fini: 


ao da 1 0 dr 1 Dd 
oer Laver? —— Arctg.— of = ek s — Arctg. be | pe 
7 a? L q dz? z 2: + pr 
9 0 


WE Bled rede OET) 
: Jes hard kler/ler Pp 
Encore peut-on intégrer entre les limites p et oo, alors: | — =| Arctg. =| = 
LK hl A Ko 
8 0 
rd ji! } 7 ef 7 
== en Arctg. en zee gr (LT. 266, N°. 5). Pour p au lieu 
ge ter zg Pld 205 UD 
1 K de Pi 
de — elle devient: Er Arcig.pt — — l(l 4-py). (548). [362]. Chaugez-y p en r et 
Pp i qe zr 2 
0 
soustrayez, il vient: 
î don — re 1 
We en Ard. al RE (1794) 
qe +? l4- pre? 2q° 1-1 


9 
mais lorsque au contraire on multiplie d'abord par g? et que l'on change ensuite q en r,la sous- 
traction des résultats donne: 

20 
x du 7E 1 Di 8 m 

Í Ten tn APE — 5 Peen [363]. .. . (1795) 

2(q*—r?) 1+-pr 


‚ où maintenant la valeur ne devient plus infinie; ou en tire: 


jn : E ik 


DAO a EE 
“ed reta 
ee En A 1792 
ln neen En 


[362] Autrement déduite Méth. 10, N°. 10. 


SR Pour p==l, g == Cos.h, r —= Cos.p, les intégrales (1792) et (1195) donnent: 


de 7 Cos.® 1 A. Cos. u 
= Artoot. n= _— De, 
a: + En en Cos. ; m 2 Sin 1 in pw). Sin. (ot — Fi Cos? Pe Cos.h 
hi © de mT Cos. Lu 
Sn rn Are. 2 — ee 1E (T. 267, N°. 29, 14). 
í er H Cos.* À z° + Cos. u (aa Sin. (À + «). Sin. (à — uw) Cos. 1 À d 
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6. On peut encore multiplier la même gee par 2pdp et intégrer alors par rap- 


A dr en Pp 2pdp 
port Àà p entre les limites 0 et p; il sera: ji 2p e 7 - en 
Pre) | oe) pre 
0 


rrd p 4e? D a dp Sl npt 

== nen dpi nn (EES Neel 0S 
edet Pe RE ) ) 
0 0 


5 ee: 
Substituez-y # — zi il vient: 


BAT 
an Eee) Nods otor dat dOr BE Ered 
pepe el lee) (1797) 
lp*d lp* dez 
Comme on a (Méth. 1, N° 8, in Wer = 7 En nn on peut soustraire ces 


: f jen B 
valeurs des deux intégrales précédentes et changer ensuite p en _ ; il vient: 
P 


bd 1 
i TN (1798) 
q 
0 


eert TL 
ie lp? +2?) =-llpt-g). (PE. 181, NE. 7)e [864]. 
lb Gaan 1 
0 
7. Pour appliquer la même méthode encore une fois aux résultats des Nr. 5 et 6, il faut 
multiplier (1795), T. 266, N° 5, (548), (1794) par dg et intégrer suivant g entre les limites 0 et q, 


[364] Dans ces trois dernières intégrales soit » — En alors: 
Le z d bel ene . al ) 
dn VPE AET OEE Ra rt en 0 et EP1 (1800) 
m2 14g? q zd qe 4e? q q 
0 0 
ay ke d. 7 
fe zl dl ‚== -—l(p+q).. . (1801). Encore dans T. 180, N° 10, (1797) et (1798) 
RE 
0 
X 
PE le np 
soit «e= Tang. y; il vient: f_ UI 4-p* Cota) 3 En js ed ee ers (1802) 
qg° lost ad Sin re q q 


0 
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"@ dr EEn qd \ „0D = 
il vient: = me (e DEIN — Arctg. ed Sieme) Le indeed, 
Let dpr le De getelde k 2 prykr 
' fl 


q 
id ad a 
r jrg mei dsl en Í dl 
p St VL 2 Py 
Jo 5 Ei 
q 


ie En Arctg. pet. Arty 7 == 5 B U + pq) = En el ait, 
0 


e° 


ed 


Res — d 1 rss qd. ao ‚ 
Arctg. | nk ie Arcig. EN en 1, sl m_ 5 dy EP, 
Kij pra°| ex 2 2 ge 1 Hrg 9 8 

0. 1 


7 
où l'on a substitué g Ti’ afin de ramener le tout à lintégrale indéfinie 


/ a 
| wrarme= (oat). loro on. (a) 
Ainsi toutes ces intégrales deviennent infinies : 
se ded. lz le 
Me Ee CNG (1805) eea Arctg. Len — bo, OÙ 
lo? + pr| ux? p vx? 


0 0 


L qd „20 — rr) x ( d: 
fl Arcig.pa. Arclg. = de (LS 06 | Arctg. es). A ges = — oo [365](1807) 


0 ‘0 
; 1 4 p* Tang.* B LI 1803 
(L Hp? Tang.” «) Er USS) ont ever e ( ) 
0 
de z,l4-pg à HE d En 
i& Lp? 4: 2) ORS a 7 Sin: a ed „ (1804); d'où pour gf UH p? Cos. #)da —= 
0 Ki 


id 


Kd 
5 E 
= Í UI Hp? 79° ode =al(l Hp) fw  Ty.ta)de. (T. 334, N°. 16, 14, 15). 
J ‚ 


he (p— 
[365] D'où pour z — —: Í Arctg. Ì Ze EN An =d oee oto HE (1808) 
y / 1 rt 2) 

0 


| rea Ar Mun ao (SEN | Arctg. ee Arctg qed = n. .. (1810) 
T . | TE pr . 
0 
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Mais lorsque dans ces mÔmes Équations précédentes, à l'exception de la troisième, lon intègre de 


l 7 
k à 5 par rapport à y, on trouve les résultats finis: 


s 
ij eN —s) el de == ip 
re ODA, prog Ede EEE Pt LEN 
Let 4 pr) Lr: a xv? ZES: pr 8 p pts 
0 
‚LP et 
De ES Pa , A Kk 1s1 
q LS r ag s s+-p [ } ( ) 
ie (qg—s)e) de pal p+g Qs 
Arctg.—. Aret „i ef a 
Í Ee en eeen ie ] (1813) 


eg dE et 
| Ara. milk A Ti line —U(1 + pq) + 


1 Ll 4- rs 
Ev Hog EE + rs ijt Lt onl. Ea eee (1814) 


On peut encore prévenir la difficulté, que les trois intégrales (1805) à (1807) deviennent infi- 
nies, lorsqu'on prend q et Yinfini comme les limites dans lintégration par rapport à q. Dès-lors 


(366) Pour p=g et rs il en résulte: 


at — rela? d 2 2 
(ares. fi 4 NE ee (1812) 
Ue? pr UE r p pr 2 


‘0 


Ens 5 Hi: : 
(367) Par la substitution de # — 7 ces quatre intégrales deviennent: 


ar Weele Ee AS nigerl e 
fors ge) wore tent an ree) MEENT) 
2Áp 


pra°f 1+-gsr?f qpa) q pla+r, rsrg) srs+pd 
q 
e De? 2 2 
(are. EDE PE en (1816) 
Bin pre: | r p pr 2 
“0 
p |lg—r)e nr gp) 1 1 
tg. — MNS Nd == Ipl ll (1 Re SIN 
fwo eee LT da + vnl (1817) 
0 
En rr) J— vl (1 Ll Ll l+-ps 
Arctg. tise) eN Are een 5 ir oet EL mi rl ede) pm — ssl} (1818) 
v*4pr) 1 sl nn q(l+rs) q en -s en 
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sous le signe d'intégration, il vient Te Arclg. — — == Arctg. = au lieu de Arctg. ze et Von a: 
5 —_r)e «da Ddy.p 
Ârctg. [2 el. Ary Art Jg BEA ‚ (déjà sous 1813), 
ster 2 2 pre 
0 q 
7 q iN 1 1 
Are d „Ardy, 3 25 NS LN el (T. 264, 
NM 2 Py 2 lg Pp Pp 
0 q 0 
p—r)e rde a f*dq lpg a fa ytp 
N°. 14 4 568 J Arct k Eni Arctg.— == U nm dy == 
ld ,f’ ST htp Sja 2 ve Ber Vin 
0 q 0 
Eli Ee, AD Nee (1820) 
2 pa qr qg Utr 


ou partout l'on a employé la substitution g— —, afin de pouvoir recourir à l'intégrale générale (a). [369]. 


8. De même on peut multiplier les intégrales (1796), (1797), (1798) et (TI. 181, N°. 7) 
par 2qdg et intégrer selon q entre les limites O et q; on aura: 


f Groede erf do en — af (p0)! pd-g)—plp— —gla|. [370], . (1824) 


0 0 
mist 5 Ê 
«2d 7 
[368] Pour p — q on a: Í bare) = = Zig. (voyez Méth. 36, Ne, 3) .. (1819) 
(0E P 
0 


aen hel : 1 : 
[369] Lorsque dans ces quatre dernières intégrales on fait e=, on obtient: 
u 
3 


1 
| we? D Arccot.gede == AE NEL (1821) 
pg 
0 
5 1 le 
(d'où pour p=, FT. 109, N°. vo Amar Arccot. ga dee —= 5 [-: dal J— ‚EE (TL. 109, N°, 12), 
2 ig Pad 
0 

e TL 
Í (CAECUS DJA SEU EEE nt (1822) 
el Pp 
0 
qui devient pour p= Ll, f. 109, N°, 4; (celle-ci a déjà été déduite Méth. 36, N°. 3); 


Ka 1 } 
jn Arctg. en Arccot.qade — k frr B Ze en EE (1823) 
‚ + pr 2 Pq Jaür q ĳ + gr 
[370] Dans le cas de » =g on a: Í [a Jp? z2)]° de Oe rod ds (1825) 
: ee 
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ao 2 is 
ee 5 


0 


EED, 
Pp 


q 
a Aad Ata). .. . (1826) 
0 


Pd 1 
| teren Hater on fu rd | Elia top —ahfasen 
0 


0 


f veran gein te f daletd= 2 [(pH)U(p-+0) —plp — 4]. [371]. « (1829) 
0 0 y 


9. Mais il se peut aussi, dans la dernière relation obtenue au N°. 4, que ce soit Yintégrale 


[371] Par la substitution de z —= … CES intégrales deviennent: 
4 


Ee p? +e° ee 5e z° 
raa 


ze deken (et) lp +0) —plp—glal, har JchE © . (1829) 


2-assopf DE 14e) EN ef taten asn 
0 


pie 


» EE Ì 
(pour , au lieu de gon a T. o,s) f / EE Sf Ke Rekent jalal}, „(1832) 
0 


P14p*e? pd 
Í nen =— 2 pto)leptD)—rlp—g) (1833) 


0 
La différence des intégrales (1824) et (1833) et celle des autres (1828) et (1829) nous donnent encore: 
ao 
| U(L 49° z°). e5 — = q (Ll —lg), . . (1834), jen en Win een 1), (1855) 
“0 0 
s u? 
d'où encore par le changement de g en p et la soustraction des résultats: / NN lede —= 


0 
== a(plqg—glg=p +q). (T. 45, N°. 1). — Dans la formule (1825), (1831) et (1834) prenez encore 
== Dang.y et @ — Coty, il s'ensuit: 


7 3 
2 1 r2 de 
(LQ + p* 792 al) en. (L836), — 4pal? — | (LQ Hp? Colt a)}* es « (1837) 
in. 2x 
0 0 
2 da 1 C 
| LL + p° Cot? w). (1 + q* Tang.” es =—= 27 pe Ll + p1) — af (1838) 
Sin. p 


0 


Page 608, 


ET MÉTHODES D’EVALUATION DES INTEGRALES DÉFINIES. [LI Mee. 57. N°. 9—14. 


suivant x, qui peut être évaluée; dans ce cas l'intégrale suivant r sera l'intégrale déduite, où donc 
la fonction intégrée est la même que la valeur de l'intégrale primitive. 


DP gkyi 
10. Multiplions par exemple l'intégrale T.113, N°.17 (Méth. 24, N°6) par | in 


mg? 


D eki dy L f2etvidy ie og (atk)yi 

= ed ePtrie Lenda fe Prada ren dE 
mity* (ptyò)* Fa) mm a P(a) my” 

— — 0 ee . 


0 


z dy,il vient : 


1 5 TT TE Ge 
== fe Praga lde se leth)n (voir Méth. 18, N°.) = e-kmh e{pam)r gelde — 
F (a) m r(a) 
A 


— km 
Er ln EE (suivant Méth. 3, N°. 71) = 2 
mI(a jk (ptm)e Re 


Nt ANS S SOL TRE UE fe eht dy 
tiplier encore la même intégrale par ) ‚pour obtenir: 


„(L. 147, N° 16). On peut mul- 


ke? (acti) Kn an A 


Te fe Ì eo —(kA-o)yi 
el di e(PHYT pal da —= —— | ePE rt lde Ze el dy Eren 
5 ee T (a) mi dy? (g4yi)t 
0 — 0 


7 e= Bn j 
en ) En EPE gal d (suivant Vintégrale que l'on vient de trouver) 
a 


Dm (qr)? 
km © e-kn T —km 
Se etmraerlde — @) MEN 
mT(a) (qm)? mr(a) (qa)? (pm)? m (pd-m)e (q -m)b 
0 
Il est évident que Pon peut procéder de la même manière et que l'on obtiendra ainsi : 


EN 5 EE en, 
5 « . . jo Ak . . 
| TE LR ) 


11. Prenons dans lintégrale citée, T. 113, N°. 17, p + yi =l(À + yi), alors elle devient: 


(1842) 


— 00 


Tie. ml 1843 
ER (1843) 
3 de 1 + pg 
2 Cot.? 2 TE ie Es C 
| tar Cot? «).U(1 + q* Tang. el L(l + pg) p]. „ (1839) 
0 p 
2 de 
Í U(L 4 q* Tang.* @).l Tang. om ONO ET en OENE (1840) 
zr 
0 
3 
je U(L Hg? Cot.” z).l Tang. bt Dg Tl. AR 1e (1841) 
0 
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Multiplions par celle-ci T'intégrale T. 147, N° 17, trouvée au Numéro précédent, il vient: 


D ekyi 1 . C je hyd da 
mey? ppi) (gHyit (rije Ag} Te} m* Hy? (pH yi) lady? (rAyi)e… 


PD gelde 2 shit D ek 1 dy 
EN GE 5 Ee 5 == 
| Atyit T(e) | | m*dy* (A+ yi)® (p + yi)" (q HY) (r + yi) …. 


1 oo gkm 
== alde d'après, ES AA, Nee 1) SS 
T («) ide m Nen (qm)b(rH-m)e.. GER ) 
0 
7 ekm Sarlde am Gin Die: 
T mr(e) (pd-m)a (qm)? (rm). al (Adm)? ai m (pam)? (q 4m)? (rme. … (LA Hm} 


(d'après la formule (1843)). (T. 382, N° 15). On voit comment on peut procéder de la même manière 


ef ' 0 p—kyi dy 
pour acquérir généralement: 


) mek (ptyi)e(aHyit… (UA gij}e (Uu Fy}. 
7 e—km 


m(pt-m)e(g tm). … (UAAm)} {Uuten)} B 
12. On trouve Méth. 26, N°. 2 une intégrale que Yon peut écrire: Í e 47 Cos. yaar ld = 
0 
qdp dy 


et encore 


Cos.* OE 


Multiplions cette équation par l'intégrale citée et la valeur de celle-ci, 


(T. 382, N°. 16). 


Eel 
== —— CosPp.Cos.pr, où y==q Tang.g; d'où il suit dy — 
lg 


BE raa odd seubly n 
Cos? q. (1 +q* Tang? yy" 
membre à membre, ef, remarquons qu’aux limites 0 et oo de y correspondent les limites 0 et , 7 de p; alors 


Mm 
F (p) d a Sale 
nous aurons : p JE Cos? p.Cos.py — | ee Cos. yr. arl de == 
aP } (l+g*Tang.*g)r VR ze 
0 0 


el ® Cos. yedy 5 
— | etrardef At ep de e(e+22) (we + 2) ler—l dz, (voyez 
[ \ A+y*) ii ge ROE 
0 0 


a 
Méth. 38,°N°. 3), = RO j enarmas Ik e?e(e + e)rlerl de. Dans Yintégration 
rj es 
0 S E 
par rapport Àà ez substituons z == «y, où alors on a de — edy, puisque « est censé constant 
dans lintégration suivant y; dès-lors lintégrale double devient: 
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ZT 
2Cos.P—? p. Cos. pw « pl ni ü 
Cos.P ae Cos. pp dp healt e(aIe pl dy Í Pay arl (1 Hy l yr dy — 
(LH-g* Tang? pr T(p){F(r)}* 
Ee el rl WES Ed Fe (atl42y)e got 2de —= 
oe 
p—! jn 2r— 1 3 
zt Ee E (Méth. 3, N°. 7) 
r@{rm} (ot AS jee 
p—l De Ee ( r—l yr da 
il Ne Ĳ) EE + e EAT Pour Q = 1 on trouve: 
p) (T (1)}* ra Mn a) a 
) 
ku 
2 T Ur—l © _yr=ld LN Url 
gn reet Es) 
rpm Ayre Tarter) 
0 0 
P Ivie z os.2—P p. Cos. pp ] nq LT (p + ole dy zg! 
ourr — Ì il vient: VER ET = 
Í + 2° 19° p P (p) (alge (qe? 
0 


(d'après l'intégrale (51)). (T. 66, N°.20). Ou, quand on y met pour Cos.pp son expression en imaginaires : 


FK 
Í 2(Cos. p. PIJP H(Cos. p. e?i)P ZENE en q 
Ng 


== NO ANNe Se) 
Cos.* p + q? Sin,° p nl e ) 


b q "qd b 
18. Enfin sous la condition mentionnée au N°. 1 on ijf F(e@,‚y) a oft (@‚y)d 


q 
Lorsqu’'on connaît maintenant fre. y) dy — p(z), jr (z,y) dy — & (y), il s’ensuit la relation 


Pp a 


(372) Pour p +2r—l==g il vient T. 55, N°. 6, que l'on trouve d'une antre manière Méth. 23, 
ud 
2 7 E 1) 
N°, 24 et Méth. 38, N°. 7, Pour le eas de p zéro, on en déduit: f_ Cosrade —= —— PE) 5 
tl (PHP 1} 


) 
a (p +1) 
2P+1 T {2 (p +1} 
pl Eep] (T. 53, N°. 22). 
T(p +1) 
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b 7 
| ple)de = | bly) dy; et lorsque À présent Pune de ces intégrales est connue, elle donne une 


P 
évaluation de l'autre. 
Arctg. (p Tang.) 


14. O j do KEN é 
À, naa Í TE = | d. Arctg. (p Tang.) = Tas et 
0 0 
2 
2 dz 1 AAG T 1 
Nn ee 
Ip? Tg*r 21l+p Tang. ir l4-p 
0 


id 
== sja +-p) = SU(L4-p). (T. 369, N°. 10). [373]. Pour p Funité on a Arctg. (Tg. ©) — «, 
Dl ed 
% 
2 rde 7E 


2 
puisque z reste toujours positif; done: f Tete in 12. (T. 239, N° 6). 


5 


2 dy 
15. S == 
Ee En TN * p. Sin? zm. Cos.* y + Cos.* q. Sin.® ze Sint y 


tol q 


Kom 


2 dy 
=| eaf? Cos.* à + Cos.*p. Sin.* #) + (Cos.* q — Cos.* p) Sin.* z. Sin.* y Pe 
0 0 


7E 


T | Ee / {(Cos-*eHCos.*p. Sin? «) (Cos.* ot Cos.*q. Sin.*«)} 
0 


(suivant la formule (406) = 


tol} 


Sin. ede n 
en Supposons maintenant Cos. — 


RV, {Cos.* te + Cos.* p. Sin.* «) (Cos? « + Cos.*q.Sin.2x)} 


8 à dy mr 
— Oot.q. Tang.y, d'où Sin.rde — — Cot. q da pour 2, On à 0 — Cot. g. Tang. y, 


done y — 0; pour e — 0, on a 1 = Cot.g. Tang.y, done y = q; et Von trouve: 


n° — Cot.gdy Sec.* y 77 q dy pn 
| Cos.q.-Secy./ (Cos.*p+-Sin.* p.Cot.*q.Tg. 2y) 2osp.Sing) V{1—(1—Tg.*p.Cot.*q)Sin.*y } 
q ij 


Dd OM En {q ‚(1 — Tang. zi Cot. q)}. Mais d’un autre côté on a aussi, en changeant 


[373] Pour Zang.x Sy on a: Í Arctg. pa — a EE 2) = zi Jp). (L. 266, N°. 3). 


0 
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À 


ee Een 5 2 Sin, vd 
eh í 9 | Cost a Cos.* p. Sin.? z. Cos.* yH Cos.* q. Sin. Sin. y° 


Supposez ici Cos? p. Cos.* y 4 Cos.* q. Ee y == Cos.® p‚,(a), où p est constant par rapport à w, alors: 


K F5 % 
ï Ër 2 Sin.ede = — d. Cos. « 
=| ak Cos.* @ + Cos.* p. Sin. z | ’ | Cos.* p H Sin.” p. Costa 
0 0 


us % 


ah 


De 
2 


ei en DE sil d. Árctg. (Tang. g. Cos, «) =f dy EEn ED . Mais de la supposition 
0 


5 Sr Cos? p—Cos.* p Cos. p—los.* q 
2 pe me Ee Zal ti == en 
(a) il s'ensuit Sin. y — Ter ‚ done pour yY—=0, p=p;et Cos.* y CEP GEEN 
donc pour y — 5e p — q; ensuite — 2 Sin.p. Cos. p dip —= — 2 Sin.y. Cos. y dy (Cos.* p— Cos.* q); et par 
ET q p Sin.p. Cos.p dp 1 Bent 
conséquent: 1 — mi: S En ‚ et enfin: 
Kn di p.Cos.p Cos.*p—Cos.*g Cos. p— Cos.*p  Cos.* p— Cos.” q 


Cos.® p — Cos.* q Cos” p — Cos.* q 


d 
| 5 En re (1842) 
/(Cos.* p — Cos.* p) (Cos.* p — Cos.* q) 


p dp 
mn Ti Cot? = 5 
2Cos. p. En q (aw SE Û (Sin. p — _ Sin? p) (Sin? q- — Sin.* 4) 


(T. 253, N°. 1). [374]. 


$ 12. MÉrHODE 38. MULTIPLICATION DE DEUX INTÉGRALES DÉFINIES. 


1. On peut considérer le produit de deux intégrales définies comme une intégrale double, 
où les variables sont séparées; mais afin de pouvoir réduire une telle intégrale, il faut lui Öter ce 
caractère, et c'est ee que l'on peut faire en général de deux manières. En premier lieu on peut 
substituer aux variables mz et y, considérées comme coordonnées rectangulaires, deux autres variables 

> L L . . Ld A 
r et p‚ considérées comme coordonnées polaires; alors la nouvelle intégrale double se prête quel- 
quefois plus facilement à la réduction. En tous cas néanmoins il faut pour le succès légitime de 


[374] Déjà déduite Méth. 7, N°. 24. 
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cette méthode que lintégrale double, c'est-à-dire la superficie d'une surface courbe, reste toujours 
déterminée et finie entre les deux systèmes de limites, de sorte que cette discussion exige en 
général des econsidérations géométriques spéciales. Mais on peut réussir aussi par la substitution de 
y= pe, lorsqu'il faut intégrer d'abord par rapport Àà y; car dans cette intégration alors z est 
traité comme constant, et l'on a par conséquent dy — dp, où maintenant p est la nouvelle 
variable qui remplace y. De cette manière il se peut que la double intégration devienne pos- 
sible£[375]. 


. le] 
2. Donnons un seul exemple de la première méthode. Pour I fre il est aussi 
0 


oo ce) D ro Ni 

E= Í et da | edy = | | e (9) de dy. Par Vintroduction des coordonnées polaires 
0 0 oo 

2 == gCos.g, y —=oSin.p, on a u? Hy? —=g*, et Vélément de la surface de dy — ode dp; en 


. . TE . . 
outre o doit varier entre les limites 0 et o, p entre 0 et 7 pour obtenir lespace compris dans 


dans langle droit, correspondant aux limites O et oo de z et 0 et oo de y. On a donc: 
us 


) 2 rn 0 Eri ke} il 
I= Í efo do [ dp = 5 en | di ze d'où: T =| et dri = / zm. 
0 0 0 à 


(TL. 36, N°. 7). [876]. 
3. Lautre méthode nous fournira des résultats de quelque intérêt et des relations, dont nous 


E e 
nous sommes servis déjà antérieurement. — On a (Méth. 18, N° 2): Es ye level) dy, 
(lair 
0 
kad E 2 ke] ä 0 > 
Ree zp—lge(l—zi) de, done leur re [v— e-KlHeì) dy | 2Plezil=zi) de, 
(lijp AFep 
E 0 0 o 


‚de > end 
Multiplions cette: Équation par e1* — , et intégrons par rapport À: # entre les limites 0 
© 


. ss] qri dl co d. nl . En 
et zo, il vient: {T (p)} Nl ( e - en [rf Í yr le-v(l+ei) dy d zPlee(l=ci) de — 
0 0 0 


1eP a 
0 
ke kad kee 3 
nt OE k Gs 
— | evyrtdy | eFer-ide | elate-nei— . Séparons maintenant les parties réelles et les par- 
LE 
0 0 0 


[315] Voyez RaaBr, Journal von Crelle, Bd, 48, S, 157. Consultez encore BoNNer, Journal de 
Liouville, T. 14, p. 249, qui y fait des objections page 255. 
[376] Autrement déduite Méth. 4, N°. 7, Méth. 44, N°, 2, 
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tes imaginaires; les dernières nous fournissent : 


Si d. on oo 0 d: 
{T (p)}* ij a Ein: 7 — |, eV gen dy | enal de Í Sin. {(q + 2—g) a} De 
0 0 


0 


Comme la dernière intégrale est + oe suivant que y est plus petit ou plus grand que q +2 


d'après Méth. 84, N° 2), il faut diviser Yintégration par rapport À dans deux parties, 
l p? PP K// Pp 
Sin. QE de 


Pune de O0 à q 42, l'autre de q 42 À oo, et l'on aura ainsi: {T (p)}? [as — Lp == 
Ei 


el dea 
== |= zel dz ie a [sn aten) [err of’ Sin. {(y—0—2) oel — 
T 2 
0 lij 0 


ghz 


ee] 
== 5 | Cn chrkda like ey! dy — Ik (Tl gj ay]. Différentions cette Équation par rapport à 
0 qtz 


Cos! Cos. ge 
Q, où il faut avoir Égard à la formule (28) de la Première Partie, alors: {T (p)}? ep U 


— 5 forten eat) (—1)(g hep er (ate) jer 2P—l (qe)P de, (a), 


0 U 
® Cos. qe daz oe 
relation qui donne pour p= l: | en e2-dz =zet (T. 204, N°, 2). [377]. 
0 
pd: Olde (Pypd 2 
4, Pour I= (ne ma:lt=f = Se Ze Supposez-y y —=—, d'où 
Ù le 14-74 E 
“0 
de apidae (2 al—p ep de ke ee de 
dy —— ‚ il vient: [? = fn Í =S d=| zp—l de fia : nr 
id hie ek ene Ae | AFD) 
0 5 0 o 


z 


d ge zp dz ' zpl EN 
== BE den le(d'après Méth.9, N°.23) —= — — ‚d'où par suite: f 1? dp—= ee = 
DE dp zl 
J 0 


zp dz uplzl-p dv A f 
et encore: | wedn == Í î Í TE (par Lemploi de la valeur transformée de I, 
Gr “0 Ì ns d 


[371] Comme on trouve Méth. 5, N°. 8, Méth, 18, N°. 4, 8, Méth, 24, N°, 4, Mélh. 25, N°, 2, 
Méth. 42, N°. 2, Méth. 43, N°. 14, 
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2 bej dz 0D lo 
ainsi quelle se trouve dans léquation (a) a vP—\ du Í — f tP-! do 
d OT (L— 2) (v +2) lv 
0 0 0 
le (SvPld d1 dl 
— fre ne —, d'où de nouveau: f IT? dp —= ——. Différentions cette 
dp J l Hv p ldp 


/ j 
nn EE 1 1 dr Tt dladt Mr dI où 
Ù ‚ a1or nn « MAINLEnant. SUPPOSONS == ==, ou 
eguauon par rappor Ld P, AL OTS T ap? T: dp Jp PP S dp q 
demen Lage Leg’ ARD VAE CE 
Ï 


IT rb Da et nous trouvons: 1° — DT ar LEL — 


(Méth. 9, N°. 23) — 


1 d.g? —g° d.1? - Î d p 
== LE dl ee ‚ et par Yintégration: 1? —= 5 +C. Pour déterminer la constante, 


soit p — 


ly? 


1 Pgtde bt: 
5 == | dn mz, où Fon a substitué we —= y°; done: 


d1 dl 
ne Nee Vod ensuite l'a", det enfin & TV 


dp dp 


rd et Sd Í1 gierd denk Ek 
Em eV ha El) . daler mn- 


On en tire: +-dp == 


tégration donne maintenant: 7 (p + C) — Arcsin. ae Man I= EE Or, nous 


EE 1 
avons vu que la valeur 5 de p réduit IT À zr; de sorte qu’alors on a: Sin. ler k +e)} =l1, 


1 | 
7 5 + d —= 5 ‚C=— 5 25 oe 0,ou — — 1; done: Sin. {H(p4-C)}=Sin.(pr +0) = Sin.pr, 
Sin. {— nr (p + C) —= Sin. {— a (p —1)} — Sin.(m — pr) — Sin.pa, ce qui revient au même; 
PaPlde 


done toujours: 1 == 


En …(T. 18, N°. 2). [378]. 
Betr he 


[318] Voycz sur une autre déduction Méth. 1, N°. 29, Méth. 22, N°, 12, Méth. 27, N°. 3. Cette 
transformation curieuse est due à DepexKinp, qui l'a exposée dans sa dissertation: Ueber die Elemente der 
Theorie der Eurer’schen Integrale, Göttingen. Huth. 1852. 23 S, 4’, L'intégration de l’équation (5) donne 


pl d. 2d, 
encore: EE EN n= AN pr, (T. 18, N°. 8), ainsi que l'on trouve 
lez Sin. pr 


Méth. B Nl 
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’ rá rk gt mr == F (p) NA ZIENS eq nd 
5. Dans Vintégrale f yr—le-rydy | (Méth. 18, N° 2) prenez pour 7 successivement 
et 


0 


ett et et et multipliez les deux équations correspondantes; il vient par le changement de p en 


F(p q 5, i ke —zi - 

q dans la seconde intégrale: fr Gr of allee “de. Pour lier les 

as 
0 0 


deux intégrations dans cette intégrale double, soit z == yy, d'où de —= ydp, et ensuite: 


oo „0 go 0 r Á 
F (p)T (g)ela—P)i = | geleverd | (ppp tevre ydp= Í gal dep Í yPHal ele pe dy = 
0 0 0 0 


1 0 co oo 
fer ao forse eye) Cos.2H(l—P)iSin.e] art forte fran ey Pp) Cos.rt(1—pi Sin z]dy, 


où d'une part l'on a développé expression imaginaire et? + get’, et d'autre part on a divisé la 
A 


distance des limites O et co par rapport à p dans les deux parties O à 1 et 1 À oo. Mainte- 


ASH : 1 3 
nant dans la seconde de ces intégrales doubles soit p —= 5 alors on obtient: T (p).T (q) el9P)zi — 


ml a af yeHaN e—IL(1+p)Cos.2+(1—p)iSin.e] dy +je pl afs pale mls 5) Cos. zt (1—)isin. »] dy == 


0 0 
1 B, 1—p Sin. 
Ml | ES (p +4) EE GEN ee rek 
0 {A Hp)? Cos? H(L—g)? Sina} ? 
: T (p +9) kens = Snel 
Ie Í pt lde En L er Ge el (d'après expression 
il 1 2 1 2 7 \ 2 
JIL d--| Cos? ot |l) Sin? z 
u q p dl 
rar (152 is be 
e pg 
(eme jd =Cete 
„e+Diretg. IP 7 NE on: dp} 
+ jen (5 zehd We Ee Cosp+a ef eer ar afvekedje (a) 


{(L 49)? + (1 —g)* Tang? a} 2 


Avant d’aller plus loin nous tirerons quelques corollaires de cette équation; elle devient pour 


Es openin P(p)r(a) ers p+to)iArerg. (=P pi! dp 
DE zi d'où Laung.r=l: F(p+9) e 4 el e (E5) Pt4 PE or + 


er nk 


1 ) IES bii d. 
+ irc q p EN DN 
tenlten 8 J el ze DE Eh Dans la dernière de ces intégrales substituez 


0 Ean? 
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— dy l— (0: mad 
p= Cot. y, RR Ip COB fn TE — Tg. (Er) avee > Gt 5 comme limites 
d 
de 4; dans T'avant-dernière au contraire substituez p—= 79. w, dp == En Jp? —= Se. ys, 
os.* w 
jee 
) Ee). avec les limites 0 et < de w; il vient alors: 
14 4 4 
5 
Fp)F (9) )T (4) PE gn Beg EUA enig Y) + — Ootp! ESE dy ee+Di(3-2) 2 
r (p4-9) Cos. w. Sec.PH4 Sin.*y. Cosec.P+4 y 
) Ld 
2 
es Me ef es z zm 
Sin lp. Cos? pe edy): dy + | Oos! 7e Sin Ie —et( x): U 
À 


5 
Son qgel =l +o(E- ke eert AE 
el Sin! «Cos! we Taen IE z)i de, où, À cause de Y'identité des deux fonctions, intégrées respec- 


ms TT TL TE en n ALL 
tivement entre les limites Oet—,— et ne les a rassembleés dans une seule intégration de 0 à mk Mul- 


44 
5 
PEI; 2 sE 
tiplious pare 4 “5 , alors: Í Cos.P—1 z. Sint—l z. ept9)zi dz ( EP) ag (T.287,N°.2).[379]. 
À reto 


st 


Commeon a: T (9) = (Méth. 4, N°. 6, Note, formule B), il vient par la sé- 


2T (1 —gq) Sin. k gar. Cos. } qa 
7 
2 

paration de la partie imaginaire et de la partie réelle : Í JosP 1x. Sindala. Cos. {(p + q)e} de — 


0 
7 


r (p) 7 3 T (p) ” 
en. Pl, Sin 41e. Sin, dan 
F(pFOF(L—g) | Goe Sinte (EO En 
0 


(T. 57, N°. 11). Ces expressions se prétent à la supposition de q zéro, laquelle nous fournit: 
TE 


7 
ORE Cos. pz 2 Sin. pz mT 
Cor ra SEPE jg cer. (1843) | Chora ende =S. (Tr 62, NSI SBO: 
Sin. Cos. 2 
0 0 l 
(379) Autrement Méth. 17, N° 20. — La séparation des parties réelles et des et inhet: 


donne encore T. 57, N°. 9, 10, que Pon a aussi déduites Méth. 17, N°. 20, Méth. 23, N°. 
(380) Sur une autre déduction voyez Méth. 7, N°. 20. 
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6. Maintenant retournons à l'équation (a) du Nr. précédent; multiplions-la par CosP+4? z 


kid 


F(p)F(g) 


7 2 
et intégrons entre les limites 0 et g de ‚nous aecquerrons: mom ela—P)ei, CosPtA2 z de = 


FP (pq 
0 


1 2 mf l de 
=® —(p+g)iArelg. Tang. x\ 
| pe tas | fe IP ) pt DEF = 


1 z 
0 Ù (LH p)P+7 ik L Ee Tang.® d 
„P+o)idrerg. ( refe) - EE gn 


lp 
: l 
5e il gP af fi NE Ee Cos.* EN 
0 0 (AH g)Pta Lt | Tg. 2 
Ed f 


Lä 


tel À 


Laa substitu- 


EE d: d . . L . A 
Tg lg.y donne. ne en puisque dans l'intégration par rapport à z,p 


lg 
Le lo Cos.  Cos.*y 


IF 


5 sie e TE 
est considéré comme constant; les limites de w et de g sont simultanément 0 et g> on trouve 


tion 


u 7 
2 


2 u gl d: ) 
done: Fp)F(9) ela—p)zi CosPHA? rde —= | 4 k Í e-P+DLiCosP+a-2 dy + 
F (p4-9) À ‚ (lp) (Ip)etat Á 


TT 


Pld 2 k : 
+ if ü 5 Lt EE i | eP+xiCosP+4-2y dy. Développez les exponentielles imaginaires dans 
—#)( qd a 


ces trois intégrales et séparez la partie réelle de la partie imaginaire, il vient par le changement de p 4-g—2 


gp? an Jh 


en qg', et de q—p en p'‚, d'où p= 2 OA et ensuite par omission des accents : 
dE (e+) À ee 4 
T(q +2) Í Cos. pa. Cos.1 ada — fa BENE af Cos. {q+2)e}. Cost ede, 
0 0 
nes et 
ET Í Sin.pa.Costade — a EE p Í Sin. {(q + 2)a}.Cos.tada,.(b) 
0 0 


formules générales de réduction, où la double intégrale n'est proprement que le produit de deux inté- 
grales définies simples, à cause de la séparation des variables. Dans la seconde, intégrale par rapport 
à p est finie; prenons-y p l'unité, alors, quand nous tons le facteur 1—gp commun au numérateur et 
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(eel) Edo 
Eee 2 2. p 2 dp 
au dénominateur : Sin.x.Costarde= | — —_——| Sin. 2)e}.Cos.da da. 
ra +2) | | to „af trale}. 
0 


Or, on a (Méth. 7, N° 9) pour lintégrale quant Àà p, À l'aide de Méth. 23, N°. 24, Note, 


1 1 
EE RRA 
es , done: f_ Cos4 a. Sin. qe} de = rs ArSin.rde —— —. [981 
FP (q+2) J ) gt! B 
o 
(L.55, N°.1) Substituons ce résultat dans la seconde des Équations précédentes (b), nous aurons, puisque 
2 r (g+) OSE 2 
( 5 q EE 
vig Cos. Ax. Sin. padre —= Dat lire p . (©) 
p Lof U(l— 
| nn zjn is SEL ora? 
B FT 
Prenons-y q zéro et p=? (1—2a), alors: Ik Sin {(1—2a )a}de = a ek d.Cos {(1—2a)2z}—= 
0 
1 — Cos. {(1—2a)r TE Ig2al_gl2a 
== dn del = 5, Ln (ou par la substitution de p? = z) = 
Z(1—2a) P(2—2a)T(2a) | (144) (lg) 
0 


1 Igiâ—ge de 1 La En 
(Ll 2a)F (1 — 2a)T (24) Is AE 1 
0 0 


ì gal pe 1 — Cos. {(l — Za 
(suivant Méth. 4, N° 6, Note, formule B). Done: es de —= LCOS = 
ler Sin. Zan 
0 
1 + Cos. Zum 2 Sin.* ar Ee T. 5, NS 6), [332], où EE 
=S =1 =—= a Cot.ar, (T. 5, N°. 6), [382], S -à- 
8 Sin. Zan TAS Cos. ar EE ) Sn A entend 
arbitraire. 
n en E K 
à Sin. vd Ì Ke Cos.1+! d (1844) 
881] Puisque Cos.Ax. Sin. rde = ———— DEAN ve one gn (Slee 
[381] | ge 1} q+1 
0 
L'intégrale du texte a déjà été trouvée Méth. 14, N°, 8. 
1 nd 1 
[8382] Déjàtrouvée Méth. 22, N°. 11. Comme (Méth. 1, N°, 2) il ef sn rn 
—d a 
0 
lpa ga 
on en déduit encore | de = 1 Oot. a — (T. 5, N°. 5). 
lr a 
0 
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7. Dans la première des intégrales (b) au contraire Yintégrale par rapport à p est infinie; 
nommons cette double intégrale F(p), alors nous aurons la différence F (p)—F (r) = 
enn q=P gtr Lr 


lp 5 Jp Ee p De 2 IE 
== dp f Cos.{(qH-2)e}. Cos 2de, qui séra évidemment finie. Mais 
bans 


1 1 = 
IE RE ze 
on trouve: P(0)= s | Cosdada— (d'après Méth. 37,,N°. 12) — == 


„ef 
gl gl 


F(q +2) ZEN E(GE 
0 
Ì B) q+8 1 

nf reed han 
Ui Wee “CosA.Cos.ndr=—— ze gen 1 5 
F (q+-2) gt1 T (q-2) hae r (LEE ig 

0 mied 

jj 

(d'après Méth.37,N°12)=—= Ei gE „Done F(0)—F (1)==0 ; mais pour cela il faut que dans la double 
intégration précédente celle par rapport à e soit nulle, c'est-à-dire, Í “Cos.9a. Cos. at 2)a}de=0,[383), 


3 ij 
et que la double intégrale elle-même, dont les deux facteurs sont oo et 0, devienne toujours 


tol A 


égale à PO) = FO) = ME) = rg ij: 


Ne ET ee EÚED ne „(L.55,N°.6). [384]. 


(gE) (Ati ri) 20+ (5e egal 
Ü 


Pour p= 2b, q —= ?2a, pour p —g, et pour p—=gq— Za on en déduit successivement: 


Dès-lors on en tire: [ Cos pa. Costa — 


0 


kg 


Ep) e 
Í Cos.2ax. Cos.2 ba da —= 


0 


mT }?2al 
Zal Jatb/l Ja—l/l’ 


2 7 
Cos. qa. Jade ==, [t 
/ os. qa. Cos. xda an [385], 
0 


Z - 
D 1 oe vaft 
Cos. {(q — 2a) z}. Coslada == AA (q SE ) je TL (q ad 1e 
29 T (ah 1)T (q — a+ 1) 271 Taft 
e LJ 
INS: 16, 13, 9). 


[383] Comme on trouve plus généralement Méth. 5, N°. 11, Méth. 14, N°. S. 
[384] Autrement déduite Méth. 23, N°. 24, Méth. 37, N°. 12. 
[385] Voyez en outre Méth. 4l, N°. 6 
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$ 13. MÉrHopr 39. COMBINAISON DE DEUX INTÉGRALES PARTICULIÈRES DUNE 
ÉQUATION DIFFÉRENTIELLE DU SECOND ORDRE. 


1. Lorsqu'on connaît deux intégrales particulières L et K de léquation différentielle du 


d°1 d1 d:L aL 
second ordre ar An ne il s'ensuit qu'on a: ir ar TLD + P(g)L= 
d°K ding 
TE HO + F(q) K == 0, d'où par Vélimination de F(q): Es dr == eel 
bd a d dL dk) d*L d°K BE. 
+ f(9) ls E men — 0. Mais en nn 5 Ee Em BP cette Équation Ea 
dL dK 
Bid e 
Aa dL IK dL dK 
s'écrire: | ” HE x — dl Ke Een —=_—f(g)dg; d'où par intégration: ken 
dg dy 
ii dh dK Ke 
== ef f (4) ie C, et ee an =—=Ce/fo)da, Maintenant lorsque L et K sont des inté- 
grales définies, a et a sont aussi des intégrales définies, faciles à déduire; et l'équation pré- 
q Vl 


eédente fournit une relation entre deux produits d'intégrales détinies, laquelle donnera quelquefois 
Yévaluation d'une de ces fonctions. [386]. 


(z Q pet dy Pd d° K 
pons — IE +4) En a =— (p 4-1) Ee ed et == 
wolr( l— g)is al T(l — z)l=s dy? 
240 jp=!dz 6 N75 
== p(p + ke ne De A présent pour obtenir une relation entre ces trois intégrales, on 


d. {(4 Pp ar(l—a)s 
ede B) arr Tar re erireRn 
elle ed per = (edgar ep Er Fe) + 
H- (p Hr 4 2Upq + qr + q8) (we HQ) — pg (l + 0}. done par lintégration entre les limites O et 1, 


qui fait évanouir le premier membre de cette équation, et par la substitution des valeurs de 


trouve par la différentiation : 


[386] Cette méthode est due à Arrr, qui en a traité dans un Mémoire dans le Journal von Crelle, 
Bd. 2, S, 22-—50. 
Page 622. 


ET METHODES D'EVALUATION DES INTÉGRALES DÉFINIES, ILL. M°°, 59. N°. 2 


dK d? K 5 2 dK 1 4g)d?K 
eg 
di dak Phel dg pll4p) dg 
de sorte que l'intégrale définie K est une intégrale particulière de l'équation différentielle 
EL pdr 2pgtgrdgedl mt il d*1 en Ze Jara: 
dg* ga) dg glt) BNG Ladan, Ads, 
Pour en obtenir une seconde intégrale particulière, remarquons que cette équation ne subit aucun 
changement, quand au lieu de p, 7, s, on prend ptrs—l, 1—s, 1 —r. Lorsqu'on sub- 
(et prtte 
(LEREN 


stitue ces mêmes valeurs dans lintégrale K, on a: L hen de, pour la seconde intégrale 


dK l qe dar dL gp 
particulière; on en déduit — — (p+1) Ga et — —=(pd-r+s) 
dy he (LE dq 7 — er 
0 


Mais comme dans léquation différentielle qu'on a obtenue, il est f(q) — — 


perte |,ilsensuit: 
En 


— jro dg =(p mE lg + (pts) l(q 1) et CeSADd2—=C qPtr(L 4 gprs. La relation cherchée 
aje 


de 


pts 1 7 
devient par conséquent, après la division par q2ptr+s: di = ven f EL 
q md 


=r(l— air (1 —)ls 


T\P T p+ì E 
al (+2) de í (+) de Í L 
x | mg ett | — ZL x f Ene de de. Maintenant 
0 0 0 


pour déterminer la constante C'‚, supposons dans cette Eountan ginfini, il vient: C=(phl)f ——_—X 


x dz Ì daz l de i de 
a Ë 2 eren jee en 
Ee Pt +f ee: Rn ene ES 
0 0 0 


0 


À dz ON ER 
X en (lS ed apres Méth. 4, N°. 6) 
0 


r(2—r—s) F (r + $) 


F (Ll) EF (#).F (1 —5)T (s ar Cosec. rm .n Cosec.s 
LEUTE Ae) Ee) | BORON E (d'après Méth. 4, N°. 6, Note, form. B) 


ner Dinata) ze Cosec. {(r + 8) zr} 
Sin. zr En 
Sin. {(r4s)rr LC rar + Oot.sr}(a tetra nen 


Sin rm. Sin. sr 


mard)) je (ag)? Ean de x f (adgpde == — m1 (Cot. raa + Cot. srt) get" (1 + grts, l 


xs (l— air (l—r)l=s 
ü 
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relation chercliëp, Pour en déduire une intégrale définie, soit p AH s —= 0, ee qui fait Évanouir 


le premier produit; \élimination de p nous fournit dès-lors: CD arn 


TS. : 
sla, Orel ea (Cot.rn HCot.sr) q* (L+-0)7. Or, de (a) on tire: mr (Cotrn JCos.sr) — 


zlrl—g)ls 


Wedge 


sir 


—t)" F(r5) 


Ì F(r)r Ì 
a de 6 N° 
Jetro nn (rts) gta) 
in | 
1 li; T(r)E (lr) 
ie de = a) we En (d'après Méth. 4, 
BDA er Tg or TA + Sien 
“o 
N°. 6, Note, form. B). (£. 6, N° 4 


F(r)r 
0 = (lr ’/= OE Sr AD @ donc par la division membre à membre | 


5), d'où encore pour 


iik le 


$ 14. múÁruopE 40. COMBINAISON DES INTÉGRALES DUNE ÉQUATION 
DIFFÉRENTIELLE DE SECOND ORDRE. 


1. Cette méthode est une extension, que SvANBERG [387 ]a fait subir à la méthode précédente, 
„et se fonde sur l'idée suivante. Il se peut que deux équations différentielles, dont en connaît 
pour chacune du moins une. intégrale particulière sous la forme d'une intégrale définie — puissent 
se combiner de telle manière que Yéquation différentielle résultante soit intégrable. Dès-lors cette 
intégration donne évidemment une relation entre les intégrales définies mentionnées et leurs diffé- 


rentielles. 
ren mud : 5 a°K 
2. Soient ainsi les deux équations différentielles : nt P(g)r =d DE End 
q 
d. zt) ae os 
+ {flq) +24 Olen HDO 0D + ‚EK — 0. Par l’élimination de F (y) il vient: 
Kd°T Id°K dK En 
dq? Tet dq: + K f(4) zv er (uc rg TAO Ha OP IK == 0, ou puisque 
HEE EEN CRA SE Rd | dl 
IK Iek ROn el ( Kr IK IS 
IS Dl dq* EA baan dg da 1} zi Yot te 7(4) x| Í 
Le dK| _dalg) d | d1 Q a 
El — eelt ( K ET VEK j— 
jk \ zi dh ee dj dq dq HS LO vg) [xj kt 7 (g | 


Sr 
ot 


[387] SvaNprrG, Journal von Crelle, BL 18, S 
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d Eel dI JK dK 
dn er niel ( nities iK], et 
zp OI) =, OS + PO +0} [Ka Ei OE], e 


dij da 
celle ci est une Équation différentielle intégrable, déduite des deux Équations den données; par 


1 Ls dl 
Yintégration elle donne: Kn — re Wik] =— Í {f (q) + wr (9)} dq — CC’, ou En en 


dg 
dk 5 3 N Dn : 
ek (Q) IK == Ce-JLAM +212 (a). Lorsque maintenant on connaît une intégrale particu- 
ag 


lière T' et K' de chaque Équation différentielle primitive, cette dernière Équation fournit une rela- 


dend 
tion entre les quatre intégrales défimies TI’, K’, ER et —— 7 ‚ d'où quelquefois on peut tirer la valeur 
q g 


de une d'elles. Il se peut encore que dans la discussion précédente la constante C, qu'il faut 

déterminer en donnant une valeur spéciale à quelque constante, devienne nulle, e£ que l'on ait par 
| _dI dk 

dI dK 5 nn dq 


eonséquent: K En —Î da — p(q) IK =0, d'où 0 —= ET 


zi 
es) 
El 


[ EL ; f 
son intégration donne Ee — Í q (9) dg +C, d'où De C, e/P(alda, ce qui exprime un rapport 
< 


entre deux intégrales définies. 

3. Pour donner une application de ce qui vient d'être discuté, il faut, comme dans la méthode 
préeédente, déduire de quelque intégrale définie T Péquation différentielle en I, dont cette intégrale 
définie est par conséquent une intégrale particulière. Ensuite il faut prendre g(q) telle, que la 
seconde équation différentielle en K puisse se déduire de celle en IL par le simple changement 
des constantes; car alors, ce même changement étant effectué dans lintégrale définie TI, on acquiert 
évidemment une intégrale définie K,‚ qui est une intégrale particulière de l'équation différentielle 
en K. Dès-lors on peut former \'équation (a) pour avoir la relation cherchée. 


da dz 


ai] dI 90 3 
4, Ainsi Yintégrale 1 —= OM 
ap (l + z)s (ae + qy dq ‚ aP (1 + z)S (a + gj! 


ze 
t(t T „ Dans le but d'’obteni e relation entre ces troi 
+1 | P+ zr ae s le bu enir une relation entre ces trois 


5e 


intégrales défänies, on trouve par la différentiatign: — nd 1 + )l=s (a Hg) = 


== (lp)e P(l+a)l= Sag) 4 (1 s)(1 ge EE leg) irl Plas == 


1 
Sh in t—pq—sg Lt LH I(1-0)g}. 
reeel pa HlaeD) et D 
Lorsqu'on intègre cette équation par rapport Àà z entre les limites O et oo, on voit d'abord que 
le premier membre s'évanouit,; ensuite substituons nos trois intégrales définies, et l'équation 
Page 625. 79% 


HI, M°°. 40. N°. 4. THEORIE, PROPRIËTÉS, FORMULES DE TRANSFORMATION, 


ie pt —Pg— sq — 2 dl (41 (1 —g)g d° TI d° I 
0 = (lpt + 7 7 tE D zee bien an 
pt EO mn Sm 
+ he —= ze = Leren Y'équation différentielle en T, où par conséquent 
teel gede er aen 
t t l_-pstt 
l'on a f(q) ed Ee, ING =S EE —. Pour en déduire l'autre équation différentielle 
q me | q 


lpt stil 


dal) pist | shi 


K q{q) =S TT == d’ ù . 1 le 1 2 : 
en K,‚ prenons q(g) 7 En ‚ d'où Er me Og alors il vient 
dant len d.p(q) 2_ps-tt—l 
[DH = Et DE LO te 0] + = en 
q m' dg lg q 
n d° K Z—p-t Zs—t dK detil 3 
de sorte que l'on a: 5 NT Ik TENS. ERO 
dq q l—g dq ly q 


celle-ci satisfait au but proposé, car en effet elle peut se déduire de l'équation différentielle en 1, 
et cela bien de deux manières différentes; c'est-à-dire, on peut prendre au lieu de p, s, et f, pre- 
mièrement 1 —p, l—s, 1 —t, et ensuite s, p‚, 2—p—s—t; de ces deux manières Péquation 
en K se change dans celle en 1. On connaît done de celle-là deux intégrales particulières 


f da e da 
US == tK'= — . Mai 
1 Í zip (LH e)ls (we + glt e í | BU HP (e + qr? BE pour 
0 0 


7 pt Il 
obtenir l'équation (a), observons que [vo + g(q)} dq = Ie ei sl dg =lqg +l(1—g), 
q —q 


1 wek 
et par suite e-/LSla}pla)lda = — — —; que Von connaìt déjà Er et que lon a encore 
q 


q(l —g) 
DEE Te ee Nl SN EE de 
dg RT f olp (Lets (e +9)? dg A ii es (Lap (ages 
0 0 


Done pour l'intégrale K‚ on a: 


45 da % da an (t=3) ie dr 3e 
Te lr (LH) +9) (lt ae dq! pee (len (20) 


eN EAN een ) ERLE 
ú | lp (1 + rjls (a + qj2t ES \ q a l—q | aP (Ll + 2)S (e + g)! 
C 


de Cc 
nennen CIE déterminer C, multiplions par q(l —g), 
x | BPL + ore + gt TE (6). Pour déterminer multiplions par g ( q) 
0 


et prenons ensuite q l'unité; alors les deux premiers produits d’intégrales définies ont zéro pour 
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coefficient, et il nous reste: C —= —(s + i— nf B Se X K ni 
0 
Je ti DE 
—=(l—s—t) HE en Dj EE 8 (suivant Méth. 4, N°. 6) = 
eik en) Ee me Cosec. prm. 7 Cosec. {(U-p—s—t)z} 
EN Tst). (L—s—i)r(l—s—t) EE zr Cosec. {(s4-t) a} 


— ar Sin. ((s + tzr} 
Sin. p 7. Sin. {(p Hed} 
Yéquation (b) est déterminé; mais cette Équation n'exprime qu'une relation intéressante entre ces 
six intégrales définies, sans qu'elle donne lieu à l'évaluation de quelqu’une parmi elles. 


(d'après Méth. 4, N° 6, Note, form. B) — ‚ de sorte que C dans 


ls >} dez 
Au contraire pour Yintégrale K’, on trouve: vs FLR E x 
0 
ne (pst?) are 
DE Gr di Ë EE Í e(loP(atgeret 
0 0 


ed de 5 8 da JN Öre 
q el | asen } (LH oP (ef tet gl) 


Maultiplions encore ici par q(l —gq) et prenons ensuite g unité, alors les deux premiers 
produits d'intégrales définies s'évanouissent à cause du coefficient 1—gq, et lon trouve: 


je: apntden M 5 de 1, T (lp) E (pstil) 
zes ap (1: a sippe OT) T (sd) 

Er KE) (suivant Méth. 4, N° 6) = (l—s—t) LON LPE) —= 
r (Q2—s-—l) F(sHt)(l—s—t).T (l—s—i) 


TAPE Arp ette) 
Te zr Cosec. ((s + t)z} 


de 
= mn sta}. (lp) (Ll —5)F(L—E)T(p As Ht—1) et par conséquent: 


(d'après Méth. 4, N°. 6, Note, form. B) 


de 


ee de da 4 
| QFepletijet | soera t etten | (lele) ° 


3 ie de Br IsSpst el ie Datel EEE NE 
| ze (l HP (ee HP Pst q Er 1—g Í aP (1 4 2)° (we +9) 
0 
3 de __ — Sin. (str) ne 
| aslHa)PletgjpPst  zgq(l—g) 
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une seconde relation entre six intégrales définies. Mais de celle-ci on peut tirer une autre plus simple 


Ee Ad gn de 
par la supposition de pH-stt=—2; car alors on a: | Ter PLE erg + 
0 0 


tig dz ie 
EE gan lumen nee EE 
0 0 
xf CSE deg Ed 


T(l—p)r(l—s)r(l—i)r (1). 


aP(L + z)s (wt grt dje aq (Ll — 4) 
de lean | 
Or, —_e Se ) (Méth. 4, N°. 6), done, en divisant membre à membre: 
—_@(l Hz)? T (p) 
0 


ESE Et rn LE nn Sinpr T(p)r(l—p)r(lt)  Sinpr zm _ F(l—t) 
ap (L-a)s (we 4-g)tt! ; ze lo F(sd-p—-l) mn _Sinpr T(l—t) 


(d'après Méth. 4, N°. 6, Note, form. B) — 1, où il est encore toujours ptstt=?; par consé- 
quent en Éliminant s: 


Eg (7 Lp t tt 
A he er ep Es (1845) 
(1 Hete + gj 
d'où pour p luuité: 8 
de IL 


nn = REGER ti EEN (5 
(Ea)l eg) T tg) re nn 


$ 15. mÉrnopr Al. EMPLOI DE FORMULES DE TRANSFORMATION. 


|, Parmi les formules de transformation que nous avons déduites dans la Deuxième Partie, 
il se trouve un grand nombre, dont l'usage rentre sous la Section I, II, III et IV, et nous a 
fourni respectivement les Méthodes 5, 17, 20, 23; mais il y en a encore qui sont plus indirectes, 
et nous allons donner quelques applications maintenant tant de celles-ci que de deux formules 
de la Première Partie, qui appartiennent au même genre de formules. 
2. Dans la formule (118) de la Première Partie soit f(z) — ef; donc, puisque e( Cos: ptiSi.p) — 
== ePCos.P{Cos.(g Sine) + iSin.(o Siu. )}, il est P == ePCosP,p —  Sin.p et par conséquent: 
b‚Cos.p4iSin.p) b b 
ef da — eb(Cas.ptiStn.p)_— ex Cos.piSin.p)— Í e?Cos.POos.(e +0 Sin.p)do Hi | eP Cos.2/Sin.(otoSin.p\do. 
a(Cos.p+iSin.p) ° 
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Maintenant la séparation des parties réelles et des parties imaginaires nous fournit: 


b 
etOos.P Oos. (p Hw Sin. q)) de — edCos.? Cos. (b Sin. q) — e*Cos-? Cos. (a Sin. 4), « (1841) 
« 
b ad 
Í er Cos.P Sin. (p Hw Sin.) da — ed Cos-P Sin. (b Sin. p) — etCos-P Sin.(aSin.y). . . (1848) 


a 


Dans le cas spécial de a zéro et de b — — @, on trouve en changeant @ en — «: 


ie) oo . 
| eTOos.P Cos. (p —e Sin.y)de — 1, . (1849), e-zCos.p Sin. (p — 2 Sin. py) de — 0.. (1850) 


0 0 
Prenons encore f(«) — Cos.e dans la même formule, alors Cos. {eg (Cos. p + iSin.4)} — 
Sin.o Je eSin.p eLSinP — eg PSin.p 
— Cos. (a Cos. q1) Ee + i Sin. (o Cos. wp) ne —, et par conséquent: 
c2oSine — | 
9 —90Si en IN 
VAE Sinp Je 2pSinp L 2 Cos (20 Cos. ol Tang. D Tang. (o Cos. 4) — mess F1 d'où 


b(Cos p4iSin.p) 
il s'ensuit: : Cos. x de — Sin. {b(Cos. p + iSin.p} — Sin. {a(Cos. f + Sin. gr — 


u(Cos.p4ASin.p) 


5 5 . 
=| Ploos pa)deti | PSin.(p4®)do, ee qui donne de nouveau les deux formules 
a 


indépendantes : 


C | {ro C kenen Ll 2xSin.P —2zSin.P 9) 
jb os. fo + Arctg. Ì 'g. (w Cos. mr dev [ess Je in.P J- 2 Cos. (2x Cos. DI 


— (ehSin.p H e-bSin.P) Sin. (b Cos. o) — (etSinP H e-4Sin.?) Sin, (a Cos.o), ..... (1851) » 


a 


c2rSin.P — zi 


b 
| Sin.o + Arectg. (zy (w Cos.e) — EE (Jeev (esse: len e-2Sip + 2 Cos. (2x Cos. o)] — 


a 


— (gaSin.p — g-aSin.?) Cos, (a Cos. p) — (eb Sin“ — e-bSin.g) Gos (BOom pags ar ere (1852) 
Lorsque a — 0, b == 1, la valeur de ces intégrales est respectivement : 
== (cSinP 4 e-Sin.P) Sin. (Cos.p), ... - (1853) et (eSir?— eSt-P)Cos. (Coso)... . (1854) 


8. Pour la formule (119 a) de la Partie Première, qui sera la plus facile À réduire ici, prenons 


f@)=l(l 4e), alors: If 1 Ho(Cosup J-iSin. P) == ai (L+-0Cos.y)* 40° Sin? g}t Arctg. i En 5 |) 
e Zin, o 


1 40 Bis. ‚) BORE pige f UL d-o)de = 


et y(e,o)=— 1 Ll +20 Cos. ote*), wle, 7) == Arctg- 
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p P(Cos.3iSin.B) 
—=(lHe)l(1 42), ona: UA da)da=|1He(Cos BH Sin.B)}U{1 He (Cos Hi Sin.p)} — 
p(Cos.a1Sin.a) 
— g (Cos. B Hi Sin. B) — {1 He (Cos.a Hi Sin. «)}U{1 4 (Cosa Ji Sin. «)} 4 0 (Cos. a Hi Sine) — 
o Sin. z 


a [: U(L 4 20 Cos. +@ 2) Ht Arctg. EE rij TED Ĳ (— Sin. ci Cos.) de, d'où par la sépa- 
9 Cos.» 


ration des parties réelles et des parties imaginaires: 


0 Si 140 Cos. 
je (sine. (14-20 Cos. od-o? )+2Cos. zdrag Sen jee Ten 11 4-20 Cos.ad-o0°)— 


1-0 Oos. ® 9 
wadlshel Cos. os. {_oSin.g Ren oSin.a 
: Aaen Cos. PH-0°)H 2 Sin. p. Arctg. Ie ERD al —2 Sin. a. Arctg. a 
teRiCoss pi UCoszds ALE er eiken le Le (1855) 


o Sin. z 
1e Cos. 


6 
| (os. UL 420 Cos. H0°)— 2 Sin. x. treo Il de — Sin. B.U(1 +20 Cos. He°) — 


140 Cos / in. 8 140 Cos. Sin. 
— Sina. l(1 420 Cos.ad-o°)d— u Se, le 2 Ard deeld ike dee erogene) Za 
9 1 40 Cos. ij o \L4elosa 
ND SUR oe dnor sane ob oo eon 10 (1856) 
d'où pour «a =—= 0, =5 et B — mr (et done dans le dernier cas * < 1, afin de prévenir la 


discontinuité des intégrales) ; 
7 


2 Si .d 
Í [sint (1 H- 20 Cos. 4 0*) + 2 Cos. a. eager de — 
go Cos. 


> 
ne all He Dhr Ho) EE Ardgren nen (1857) 
7 
gSin.a 
js [ee rl H20 Cos.at-e*)—2 Sin. z. are jee (L4-o* hes Arctg.e—2, . (1858) 
1 4e Cos. ze) 
‘0 
we Si Î ' 
(sin -2-(1420 Cona) Coe Are aen Al te EE ine (EED 
\1 Ho Cos. 2 9 lo 
0 
7 / Si N 
[Cost + 20 Cos. + 0°) — 2 Sin. w. Arctg. (r rt zon ‚I dOr dens ee ae (1860) 
û 
=| 
4, Passons maintenant à quelques théorèmes de la Deuxième Partie. Dans [L. (85) prenonsfla)= — 


14e 
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alors d'après Méth. 22, N°. 12: 


Eze in pil 1-1 He Werp u zal Fram | PE een 
— z —= pi | de. (T. 6, N°. 11). 
Sin. gr rf el 14 pz in p | 5 Í el a ) 
0 0 


14- 
© 
1 
Prenez-y encore f(«) —= en De alors d'après Méth. 22, N° Il de même: 
ONE an tl 
” Cot. q —r | an 2 IE Erten rtl old (1861) 
l-pe pr 
0 


Pour f(@) = ar-l(l — z)4! la formule IL (87) donne suivant Méth. 4, N°. 6 


1 F(gq)r 
Í ore (L— pept H (1 — pat! {1 — (lp) a} rl] Cl WEE [888]. (1862) 
} Par) 

5. Dans l'équation IL (97) prenons f(@) —= at-l(l — z)r—l, et employons Yintégrale de 
Méth. 4, N° 6, il vient: 

T Ee gl 1 r—l d zld 

LEE =| er Be) EN as (1864) 
Fle+9) L 4 py lpy) (143) ay drian 
arl 1 tdk p 
Prenons encore f(z) —= Er alors d'après Méth. 38, N° 6 
—d 


| 6 PY Py dy P (py)al-(L4-py)0! 
et er d, 
ii Je U) RL sl (Lpg)? ‚| (LH-py)? (py)? 4 
0 


î 1 
d'où nous déduisons, en prenant — pour p: 
p 


dn es 2q—l 
Í Rem (1865) 
(OEE y2 


/ 
6. Pour les formules IL (126), (127) soit p(@) — (14e), fle) — (142), d'où An = IE 


388] Qui nous donne pour p — LE 


jn [er UR Hat (2) de = es Vatr—l; ... . (1863) 


0 
d'où par la substitution de z == 1 —y: 


fo — PL HI + (1e) (1 HJ 2)rl de = Den: Bokrl, (RA, N30). 
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En == be alors f(petti) — (Ll + peteijs — (1 + pCos.r + piSin.e)s, dont le module est 
” 
1 + p Cos. 
V (L+-2p Cos. -p*) 
elle ) +tiSin. Ús Arras Lp On ) |: 
VUH2pCos.etp°) || VUH2pCos.2tp°) 
DES 5 Ir / 5 \ 
(p* + 2pq Cos. + q°) [oer OEE ( p + q Cos. )| 
p” \ V(p? +2pq Cos. 49°) 


nh’ Dès-lors les théorèmes cités nous donnent: 


1 4 p Cos. z | 
vl + 2p Cos. + p*) | 


ot —=l42p Cos. ep? et Yamplitude Cos. p= ; par conséquent :f (pet!) = 


—=(1H2p los p* jt-f cos. jaa scan 


et. de même: ol? et) — 
Pp 


E pq Cos. 
tE (Sin. [raro B 2 pg Cos. + q°) 


= 
| (1 + 2p Oos. + p?)is(p? + 2pq Cos. « + q* Fr Cos. Ë Arccos. 
AA Ù 


e ag p +-9008.x nn n= DT r S \ pi n 
. Cos. | Arccos. a | de =p +5 gen : (, Vik) 


n 
(al DJ C F5 2 is ( 2 + 2, Cos.a + 2)ir Sin |sArzeos 1 + p Cos. \ 
IK + 2p Cos. 4 p?)i(p pq Cos.e + q £ Nn 
"0 


PE | zi =ir El) 0) er ‚(T.370, N°. 19, 20). (359). 
Wp? —t 2pg Gos. © Hg?) 2 Li NE 


„Sin. | r Árccos. ( 
Û N 


1 Cos. z ) Cos. z 
[389] Pour p=gq—=l on a: Arceos. | ie me | 


WA 2p Oos.rtp? Wp 2pg Cos.at4°) 
3 es 
done: | Cos.str 1 a.Cos. He m.Cos. braden et ak ) ; He (T. 78, N°. 25), 
5 pn 


\ == ATCCOS 
li: 


ger | 


Str 1 L Mr ar AN be Allee HOE 366 
Po r 1 xSin. L sz. Sin! rade = DE ed \ r ) (1366) 
Ü 
ou pour # == 2y: 
5 
Far Ke SEN (1867) 
08:5ET 7 CO8SL. COS TVAL- == were BE Ide ve brelf re dele 
2srtl | ERA ve \ 
0 
Z 
2 „ v. . 7E 0 r s 2 0O 
Cos.S+r p. Sin. sa. Sin, ra de = De ee (1868) 
gsr+2 | \n/ \n 


7 
2 id T EEN Pa 4 pe , rn 
dont la amen f Cos.s+r x. Cos. {(s+r) r} da =——— (LD. 55, N13) a déjà été trouvée Méth. 38, N°. 7, 
Zsr—-1 


AS 0 
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Sin. 7 d (— 1)” (— 1)" Wels 
Prenons encore f(w) — Cosa, y(x) = makan et Cone An = Lem 2n + 1) 12m” RS Tan? 


5 epSin.x J- e—-pSin.t epSina__gPpSintr k 
alors: fp e+) — che os. (p Cos. «) ie Sin. (p Cos. x), p De == 
) s 4 o- q ) « 2 n q 
En DES Ë Coe qe Sie) ES pr EE oF (2-3 Cos.e)); kas PE ie En rf) 
eg Pp p 2 


\ 


2 Ì / \ AS. oe Ne 
done: f fe" Sin. et Cos. àl etn Sift Os.) (esn. he PSin.t) Cos.(p Cos 2)de — 
p 
0 


_ Ag iS 1 Gee 
Oe AE eN 


7 : —_{ Sin.r vi f 5 
Í [er “"” cos ze on (+5 Tt 1 Gos. er ene 0 (-— Loor) (erSin.r — e—PSir) Sin. (p Cos. 2) de — 
0 


_2qr 1 qr 
p 1 (11)? gn 1 


(T. 296, N°. 15), 


— 8 


NeR (1869) 


7. Soi it 1 où : q zl p—g Cos. + qi Sin. » | 
K ZE Nn 5 —€ TL : alors 
oit ensuite g («@) — ren An == ll, 5 EU == P Bren rs 


on a les théorèmes Oi 
nf (pe!) + f(pe”) — 9 Cos. 
2 p* — 2p 9 Cos. Pre 
0 


pe Bet Bar mn (q) +f(0)}, 


ne ezì) df e-zi) Sin. z ze q= re f(o )} een (ASL) 
0 


UN 
p* —2pgCos.e 4 q° 2pg 


ng ll 


Pour f(x) a”, on a d'après expression des valeurs imaginaires : 


7 — q Cos. Á 
MEL irma LONG —Cos.ra da — ee () An (1870) 
p? —2pgClos.e Hg ap \P ij 
0 
7 Sin. z. Sin. rv n_ /Q\7 
ddie vi le ET MN En 8 Ë U OEREN (1871) 
pt — pg Cos eg? pq \p 


Pour f(w) — Cos. ra, il est (d'après la réduction du N°. 6): 
FT __epSin.rx + e—pSin.rz 
Í p? —2pgCos.e + q° 

0 


(p — q Cos.) Cos. (p Cos. rz) da = 5 (Cos.gr +1), .. (1872) 
1 


[390] Pourg =1 on trouve T. 84, N° 5, dont on trouve une autre déduction Méth. 5, N°. 6. 
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Û epSin.rz — g—-PpSü.rr 


Sin. z. Sin. (p C C less 
IEEE in. z. Sin. (p Cos. ra) de == Fn LZ (Cos. qr 5 (1873) 


0 
et pour f(z) — Sin.re [391]: 


% _epSin.rr gp Sin.r 
|» Ee (p — q Cos. x) Sin. (p Cos.r z) de = ZE Sin.gr, Sens (1874) 
p* —2pgCos.a 4g° q 
T_ gpSünrt _— g-pSin.rt $ ZERE 
[ PE Sin. v. Cos. (p Cos.r a) de — ud kde (1875) 
0 . 
enfin pour f(«#) —=et [392]: 
ú (id Corn Cos.r. inr EZ ° 
| TE epCosrz Cos. (p Sin.r a) de — ap (AAA) En a ee (1876) 
7 " Sin. 2 KEE Ee 5 5 
Er. person mn Er LI ef eee een 
|» Te TC EE e in. (p Sin. ra) da ET (e' ) (1871) 
N 1 
S. Dans les théorèmes IL (129), (130) prenons f(w) — e* = ple), d'où A„ = B = EE 


alors par le développement des fonctions imaginaires (voyez N° 7, Note): 


7E _p*Cos ON Gostbr d ONE » Ì 1 
| Ë 5 ar+(£) end Cos.(p* Sin.a0).Con(£) Sin. hel de =H sn ‚(s78) 


Up zg ven me 
5 p° Cos. ay? os.bt o- 5D N b E $ no Ì 1 
f & Co ar+() C SE gin (p? Sin. ax). Sin. (2) Sin, tel de —= ET Tr gen... (1879) 


Dans le cas de gb = pttt et pt —= r, on en tire: 


ud mT 1 
i er(Cos.az+-Cos.bz) Cos. (rSin. ax). Cos. (r Sin. bz) deu — ar + ee Tal Te (ab)n, (T. 296, N°. 16), 
0 
ee eN d ° TE { 
er(Cos.aztOos.b) Sin. (1 Sin.aa). Sin. (r Sin.bo) de —= P) Sn an/1 En NE nere (1880) 


9. Pourf(@)—(1+2)* on a par les théorèmes II (131), (132) (suivant les réductions du N°. 6): 


had pt qCos.r Ì 1 —p" Cos. ra 
2 Oos. zjte Oos, [s Arce Ede 1 we Ar 
|e + 2pq Cos. + q°)8S Cos. Js Arccos F2 (p? + Zp Cos. + q í 127 Cos. rat p?r 


at == 
2 


—= nps + tirÂl, 


s 


(4 


\ 
tee T. 872, N°. 9), 


[391 EU 2f (petri) — 2 Sin. (p Cos.rat pi Sin, ra) — (evSin-tJePSi.rz) Sin. (p Cos.rx) + 
+ (ePSin.ra — e-P Sin rz) Cos. (p Cos ra’. 
(392) Parce que: f(petrzi) — ep Cos.rr (Cos. (p Sin. ra) + i Sin. (p Sin. rz)}. 
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pH q Cos. | Ì Sin. rede 2e 


TT 
2 2pq Cos. # + q*)Ee Sin. [s Arccos. en 
fe enden ee Ata 1 — 2pr Oos. rar + pr 


Lj 
TE E S 4 
== Dan ee qr olien ekhkerkief dette Kebe wesieer ol dalla tete (1 SSI) 


1 
Encore pour f(r) —= Te formules donnent (d'après les réductions du N°. 7): 


—t 


7 p — q Cos. « Ë 1 — p” Cos. re aen el En 
p? — 2pg Cos. + g* 1 —2pr Cos. ra + p?r p | DET 
0 
1 Zg 7 
een | Sd (1ss2 
Bnei ar 
> she Ee an 
Sine denn Sin.ra de el 1 EE oe EA 
p? — pq Cos. + q° 1 —2p" Cos.ra Hp? _ prilg? 1 


0 


Ze Ee 
ggf pril! 


Soit encore f(«) — et, alors Aj — 1%, et l'on a (voyez la Note du N°. 7): 


7 1 —prCos.ra Loos En 
Í P gr CST Gos. Ë Sin. :) de = an + ZE 
p ; 


ger, (T. 296, N°. 21), 


1 — 2pr Cos. ra + p°r Zy 1/1 


0 


Ke Sin. ra WAN / ; 1 
ee EE gjn(L Sina) de Eg (1884) 
1 — 2p" Cos.ra + p?r Pp 2pr ye 

0 


1 
10. Les formules IL (135) à (142) donnent pour f(«) — TEE: à cause de f(& wil — 
ge 
1 q ei ‚ 
En gai qe dae? 
En DN jd 
Tet qe et? Lgdn AE 
5 0 
1 wo Cos. pn s 
enn OEL Dr (AN AL BERANLE Es 59) 
Bidean sd 
Pre dent vde 1 » 1 
Sn de DR Be (LA) 
CRETE Hr? 2q gtr 
ij 
be Ki 1 1 l »(—l)}® 
| A (1856) 
ret? Ja? dg 2rgdn 


0 


Page 635. 


UL. M=. 41. N°. 10. THÉORIE, PROPRIÈTES, FORMULES DE TRANSFORMATION, 


Ar Beet sd Mael (1887) 


hi de 1 » (—1)® 
er zere q? Ha? 2g 1q + 2n 


0 


EE 1885 
cire dekrrg? Hat nn de ate el lem jee je andel € ) 


Peirr teint ade 1 Een 
=DE eN eeN ene (1859) 
ehre — eier gt Hr? q 1g + 2n 
0 
Odlrr er vdae À z, 1 Dn 
Í eATT ie e-irT q° dE zr? on al q SE 2n eb 1 TMK PE ICH VER WRO OP CWO id 1 MT! ( ) 


0 
Pour des valeurs spéciales de q, ces sommations recoivent quelquefois des valeurs finies connues. 
e de 1 le(—l 

DE 


ert—_e Tr la? 4 2Zaintl 


a 
Ainsi (1886) et (1888) deviennent pour g lunité: Í 


0 
1 le (—l)}® 1 L Re 1 da on fte Tec (SA an 
be ke EE _{ amste ( Skell, 
4 2 ontl RN dn a en ern zontl 2 
0 


(T.138, N°. 12,14). Les deux premières intégrales donnent aussi pour qg==1, quand on fait apr: 


Peret da ZES Sin. {n\r—r)} ze mij ‚Sinar LEE ijn Sin. {(n—1)r} 
CFE TTE 14? 1 nt 1 1 an 1 n 
0 
(où Fon a commencé la sommation à » — 1, puisque pour cette valeur de 7, Sin.{(n — 1) r} est = 0, 
» Si Cos. nr 
de sorte que ce terme lui-même est zéro) = 2 | — 1)" Ger r—(— IP ——— Sin. AT 
L n n 
oer Archalen +3 Sin. r.U(2 4 2 Cos.r), (T. 138, N°. 4 ZEE nie 
== 1 ang. Ee 1 $ r 3 a 
os. r. Arctg. Jen in.r.l( 08.7), ( ), ete 
l @ Cos. —r ee C 1 ES Ton nr 
haa ate = —-t E(—l1) ee — tE (lr ° (puisque pour 7 
2 1 | 4x 2 I 1 Fn 2 o 1 + 
be Cos. {(n—1l)r 
zéro le terme ajouté à la sommation est l'unité) — — + 2 (— Ir! Gaaf EEE — 
- hd 1 n 
1 oo Cos Sin il Ì 
=—5 „a len oer + (—l)e-! E Sin. r| ns + 5 005. r.l(2 + 2 Cos. r) + 
2 1 2 


Ì 
Sin. r. Avg. Tang} (T. 133, N° 6). Mais dans ces mmêmes intégrales on peut supposer 
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Pred de e, Sin {n(a—?r)} 


1 Led 
encore => el mn — p= ?2r, alors il vient: Í ENE ET An 2n +1 


0 


x Sin.2 E) Sin.2 Ea Sin.{(n—l)2 
(1! ij Ee en 
1 Ind-1l 0 Un-F1 1 2n— 1 
z f Sin, {(2n—1)r} Cos. {(2n—1)r} } 1 14-Sin.r a. 
Slip Egor ijn SUE Sin f =—Oos.r.l Z Sin.r, 
zi 1) Dn os.rH(—1) nn inr E 08.7 Rn in. 
Pride vr pdr 1, 1eCos{n(a—?2r)} 1 le Cos. 2nr 
‚„188,N°.13), en an 
ed »f ETE er 1-4? 177 1 Un +1 ind eN ) Und 1 
0 
/ 4 Et fd 5 Er ì 1 le ì „Cos.2nr 
' 5 ‚IE ï d S le) mi nT => — en re 
En GE a ZZ EO NE ) za 5 zi ) an +1 
1, 1eCos(Un—ljr} EN Cos.{(2n— Ir} Sin{((2n—l)r) 
== tn med (Isr hl" Sinr\ == 
Pe Dd Ei í 
WSNS ADE 1 + Sin. r 3 
== —- Obe re eg (T. 138, N°. 15). Dans ces dernières réductions nous 
Air=8 fe) 1 — Sin. r 


avons employé les formules (109) à (114) des C. P. pour p l'unité, 

11. On peut supposer dans ces mêmes formules IL (135) à (142) f(z) — e72, d'où f(+£ zi) — 
— Cos. qa Fi Sin. qa, done: 
| De-p)e — elP FP) e-9 Sin. p 


2} 
DN Cos, qe de —= DS e-In Sin. gn — == 
q q 5 5 
1 1 — 2e Cos.p He” 24 


ERE — TRT 
0 
Sin. p 
et Hert—2Cos.p’ 


(Open penn Sta (1891) 


ERE ge 7I 


D(rp)e Jep) IRS LNE 2 : 
Í RNI == E J De Cos. qn = Sn + Zet Cos. qn (puisque le terme 
4 1 1 


0 


ajouté à la sommation pour ” zéro est unité) 


1 1 —e-1 Cos. p 1 ele zt 
=d erm Bosker (1892) 
2 12e tlos.p He Zet Hel los.p 
PePr — e-PE Sin. p 
[393] Prenez-y p = r— p, alors: ermm COENEN ; 
NE ei Cam el A 1 H 2 Cos. p 
0 
Opr LePt 1 el — e-1 : E 
Sin. qe de == ‚ (KE. 282, N°. 16, 10). Ajoutez la première de ces 
elT et Zet Hed +2 Cos. p 


0 
deux intégrales à celle dont elle a été déduite, et soustrayez la dernière de Pintégrale primitive, il vient 
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TEL — TT 1 | 
(d'après C. P. 97 et 98), erk rz, Sin. ged st Sen == lire Lr. 282, N°. 8), 
re eT 21e 
0 
® Sin.gede Jeon 14e 
a ‚ [394J, (T. 281, N°. 8), 
| maen iter BPA ( ) 
“0 
®_Sin. qed: Ì l 1—e 
en —t en ME (1894) 
irr — ge ÂrT 21e’ 
0 | 
®__Cos.geda » el 
ee ee ‚(T. 281, N°. 6), [395], 
chr Jg ÂTt 1 14 e-?27 
ae Le 
Dl IR == 5 
jr ns "Sin. gede =l 2E ig 2gn — Ln (1895) 


0 


DART gt Ze—4 ì 

mn re) Seer — EET gap Nede): 
eier Je irz Ian 

0 


12. Dans les théorèmes IL (143), (144) soit f(z) = (Ll +2)", A„ = (): alors (d'après les 
n 
réductions de N°. 6): 


ee 1+4-p Cos v Sin.axde 7 @ 
(LH2p Cos. p*)ir Cos. |- AÁrceos. and \l ke SE 1) p"‚, « (1896) 
so 


W/(LH2p Cos. tp?) KN 

0 

pour p=dnr—r, à cause du facteur ciTt — e—Art commun aux dénominateurs et aux numérateurs des 

0 00 
le le e1 -— eq err — e=-TT 
fractions : = Cos. qr dae —= 2Cos.r — = 3 GE 
PE 24e 272 Cos. Ur ie md am a 
0 
. el ERE e1 7 . rd 

== 2 Sin. r (T. 282, N°. 3, 5). Soustrayez encore des intégrales (1891) et (1892) 


24 He 2142 Cos. Ar 
les intégrales T. 278, N°. 9, 8 de Méth. 4, N°. 11; il vient: 


0 Pr — ei — Si Ì 
s ej Cos. gade —= EE et zin : Ë ee EG ke (1893) 
de | el Ek e-1 —3 Cos, P pe +g* 
0 
Pp Pp 1 q eq 
Et an Sin pede se EEE DENG RI 
err l 2e el HeT 9 — 2 Cos.p pt +4? 


0 
[394] Autrement déduite Méth. 31, N°. 2. 


[395] Comme on trouve d'une autre manière Méth. 31, N°, 2. 
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1+-p Cos. | Cos. ax dr: 
) 


0 no /r 

Ip Cos zär Sin, Âr Arceos. == n,. (1897 
) (14-2p Cos. a d-p?)ir Sin | Arcoos fen GE 5 2 > (X)e ( ) 
0 


formules, dont la somme donne: 


Í (L42p Cos. +p* Sinart r Arccos. | 
0 


14-p Cos. r IE 


nor TT 
WU +2pOos.a tp? Ser Edi (1898) 


on 
É L ; 8 
Solti) een: An — 1, alors suivant N°. 7: 
aal ep detane Slbande new lpt (1899) 
l—2 Cos.r + 7 tt vn ed. 
P p” 1 
Ee Sin. z Cos.arde n pe! 
nl ee (1900) 
1 — 2p Cos. zp? 7 Sp 2l—p 
Sl EEN EAS ; 
Pour f(x) —Cos.e, on a A, —= en” et d'après le développement au N°. 6 
0 p.Sin.r + e-pSina 4 a (— p)" 
Í EER Cos. (p Cos. z). Sin, ar der — En TET ERA (1903) 
0 
epSin.e — e-pSin.t » (— PE 
He er En: — Sin. (p.Cos.z). Cos.anda — —n Bj eee es (1904) 
xr a 12 
0 
55 Ge 
pour f(z) —= Sin.r, on a An = en done suivant le N° 6: 


0 pSine JL e—pSin.r a (— ps 
Pitre Sin. (p Cos. x). Sin.arde —=n Z dk LD de (1905) 
T 0 12nt1/l 
Û 
EDS rep Sin. (—p)" 
= Ù C (Ps ui a He de EN: 
en 5 os. (p Cos. «). Cos. ada — Se (1906) 


[396] Dans ces intégrales supposons p négatif et prenons ensuite la différence et la somme des intégra- 
les correspondantes, il vient d'après les formules («) et (b) de Méth. 27, N° 8, pour pe =q: 


? Coe _ Sinarde mn — 24 qa) [LH (—1) pet gie [LH elk } 1901 
1—2g Cos. Ze Hq* gj 4 (Ll 9)? dn ) 
0 Sine _ Cosarde ge D[1H(—l1) yet + gta [1 4 (— 1) de Rn 
1-—2g Cos. Wa -q? xv 4 lg? ia ) 


(g <1); dont la dernière a déjà été trouvée pour a pair Méth. 17, N°. 3, form. (644). 
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Enien 1 N > 
Enfin soit f(x) —= ef, d'où Ar = Tale alors d'après la Note du N° 7: 
ii Sin. ar da zn: 
| erCos.r Cos. (p me ZE Sint Aero ONE oro (1907) 
x gE nt 
0 
ie’ Cos. aa d 2 1 
| 6POase Sap Sim) Ee NE WR, (1908) 
3 Hi 2 Jl 
A 
dont la somme donne: 
4 so la ne 
| ep Cos.z Sin, {ax + p Sin. z} En 2 n IL Ee Rr oo (1909) 
Mid ® 0 


0 
Dans toutes les intégrales qui ont leur origine de la formule II, (144) on peut prendre a zéro, mais 
il n'en est pas de même dans celles qui dépendent de P'équation 1, (143). Or, on voit que dans celles-ci, 


pour a zéro, il faut leur Òter le terme ) A, Cest-à-dire, le terme qui correspond À „ zéro; de sorte que 


dans nds intégrales il faut soustraire 5 
(1905), (1907) identiquement nulles, tandis que les intégrales SD et (1909) deviennent: 


enfin Re ef 1+-p Cos. # de 
Í (14 2p Cos. d-p°}} sin. roe le EE > {( (LH ppl}. (1910) 
0 


ce qui rend les intégrales (1896), (1899), (1901), (1903), 


00 


da: 

epos. Sin. (p Sin. «) — — eel) (T. 392, N°. 14). 
Rijd Kk 

0 


13. La formule IL, (155) donne lieu À l'application suivante. Soit f(x) — dry, donc 


‚ lorsque nous continuons de différentier, il viendra (q? + 2?)f pour dénomina- 


, q 
fois: 
qe 
teur. Le passage à k infini fera done Évanouir tous les termes qui dépendent de k, puisqu’ils 
3 AL s 
ont le coefücient Ten” et que la fonction À intégrer ne pourra devenir infinie avec k, mais devra 


q da 


207 
rester finie. On a done: Í U(1 —2p EED 


2): 
== baret SE 4reng.0} UI =p) + 
q 


“0 


® de 2L J br @i 
+of En e Vree, el + Arctg. as LE zl — Aretg. maid nf rs Ere === El) 
1 epi q 1 \g q q 


de f _ hq ze 
pe ON CRE ih bes Be - Artlg. == UI 
te En \ relg Pr EE Ee + Aret. FER Rise ( Pp) + 


En EE Sa fet ave — Arc. ( Er Ee 

) ER Lr El ee WANG =— ct rete EET 

É Ep a) gab? úr q A bad À ee OT 
"0 
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où dans les réductions successives des Arctangentes, on a supposé qu’ils devaient rester positifs. 
Or, entre les limites O et oo de z, le premier change de signe auprès de #=—=g, et reste négatif 


VE SN. 
au-dessous de cette valeur; remplagons-le done par Arctg. gj, Pour Yintégration entre O et g; 
2br 


ab gda br qg de 
il vient: ea =— 2 Arctg. —.l(l—p) | 
5 DE at q Â Gif) 
( 
EN 7 
+ ie nh (dre zeis en B ze . Maintenant passons à la limite oo-de 5, alors : 
TP JT GUT É 
2br —t)) 
Una „Arcig. ie Jan —Arctg. zn: et Arcig. nl Arctg hen —0,donc par lintégrale (82): 
gde 1l—pe1 N é 
Ik L(L—2p Cos. a d-p°)- pap Te) bin af == ern, (LAG IN nz) [397]. 


0 


éd 


E P 1 . 
14. Dans le théorème II, (254) prenons enfin (wr) — Cos. «, alors: | p (Ze) dy == — Sin. Upa, 
4‘ T 


g@2e) (0) = 1, done: 


Ce daz an p2ntl 1 
—_t Gy een 2 B C 
Ik 2 Sin. 2pa Et U ze enn ede achte (OEE) 


— 00 
15. Passons maintenant aux théorèmes (298) àÀ à (326) qui se trouvent dans addition B à la 
fin de cet ouvrage. Il s'agit de trouver de telles suppositions à l'égard de F (w) —f (a + bez) 


jj il 
que les fonctions SE (zi) + Fi} et 5: (F(ei) —F(—ei)} acquièrent des formes utiles, 
2i 


soumises À la restriction de ne pas être incompatibles avec le développement de Tarror; on verra 
que les fonctions ne sont complexes qu'en apparence et que le facteur imaginaire s'élimine chaque 
fois de la fonction par des transformations simples. Î 


Ì Ì 
16. Commengons par chercher quelques formes pour 5 (Fei) HF (—ei,} et zj (ei Feij}, 
ï 


et prenons À cet effet: f, (P)= Ps, a=a, =a, =..….=l, b=b, =b, =...=—=1, alors: 

1 1 E $ 1 1 

5 {F (zi) + F(— zij} = 5 {a zi de + (LH erris} — 25 Coss ze Coa ann, sie hds (a) 
RE: {F (zi) —F(— zij} = Ln te (Nete — 25 telen Sin. Sar ©, (b) 
zj U 6 gin. GSrD,. en ( 


[397] Autrement déduite Méth. 23, N°, 11, Méth. 34, N° 7. 
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1 she + 
z (Felei) + Fel — ei)} == cie Cos” on, @... Cos. erts, 7, +. Ie sede (€) 


1 s 1 
7 Hele) — Fo — ai} 2" Uk Gastre Cos. er, E.…. Sin. beat rr, +. )5e 
d 


hen ann 
e 
. 
ns 
A 
Nm 


Pour f (B) SPE a Sd Are DN el RonRaE 


1 1 k 1 
5 (F(ei) + F(— zi)} ET) {AL — erzijs H (L— ers} — Cos. an 


1 1 
Dn (zi) — F(—zi)} (eri (L—e7zijs} — — 25,Sin,s zie Sin. 5 ST —— zer z 


in _ —_ 
Ss 
hd 


1 Heg, 1 1 
pubelzi) + Fel — zi)} ES “grin tn ITE „Cos. te 


Û 


1 - 
lake er ie ie kn 
1 N G © SHS Has or 1 el ye 1 1 
pj Bl zij 2 a SingreSin? tor, esin ops, +) aerts,r re Es …(k) 
nt 


L 


Bonrje Nd EN Nn 
==. == -— ll, on trouve donc par analogie: 


| 
Ee 


1 à EE 1 1 ed bel 
5 {Fe (wi) + Fe (—i)} = nee Cost ra. Cos.” Dl kda Sint jus. Sin, ' zlit. 


1 
Oos (H+, Hgelerhen, dd tu tt, u, +gel, AR e(t) 


1 1 1 
7 {P, (zi) — Fo (— ei} = — Gas zr Cos. zr Sint um Sin. 1 gente 
K 1 1 
Sin. lere +) (er Her, Fer dutte Je. Lente) 
PAD ee NEN Se le 
1 ee 
5 {FP (wi) HF (—zi)} —= Gi FSC 7E) —= esCos.1r Cos. (sSin.ra), eee (l) 
1 ‘ . 1 f seri e7ri 
 {F (wi) — F(—ei)} == (07 — 0307) — esCosrt Sin. (sSin.ra), «es (mm) 
2e U 
5 (Fe (zi) + Fe (—zi)} = GEN (sSin.rz F8, Sin.r, ed). 0e. (x) 


1 sCos. Cos. ER en n EE 
ie (wij —Fe(— zi} =e Eee A CT (sSin. tw F8 SUA BA Breraarn ema rede JEG) 
2 


Pour Pe (P, Q) == Ps erQ, a = a, ==... =an= INOSbi ee Us An1 An}2 en 5 0, 
bni = Ôny2 ==... |, on a: 
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1 1 1 

—{F (zi) +FP(—zi)} — 25 Cos.s— rz. e9Cos pz Cos.| — sra + q Sin.pa |, ....... 
34 2 2 q P B 
er (zi) — F(— zij} — 25 Cos : ra. e3Cospr Sin bag + q Sin. pa ( ) 
Di 4 er 5 gun pinker et q 


1 1 1 
5 {Fe (zi) + Fe l—zi)} — te Caere. Cos: ginds 


' ggCes-pztg, Cos.p, ot GR í 


1 
5 ia ds, +. Jgetg Sin. pr -q, Sin.p, © +0 


1 1 1 
5 {F, (wi) — Fo (—zi)} — go Porhe Goss ne Cost pe: 


X JOS. Qt l Rn 37 | 
eg tpens Shin: ier ds, 7, +.) zet Sin.pehq, Sin.p, « + Ki „…. ($) 
ts NONE NI en Nl 
ou), ben Slings Ng On Morges : 
zr (wi) + F(—zi)} = Sins re. e90upe Ooo gon — zere Sin.pz (t) 
Ë 5 MUIDEN eo etoros ee Se 
(F(ei) —F(—cij}=— 2e Sinter x. e1Cos.pe Sin. Be — sn RRS RDE (u) 
2i 2 2 2 : 
1 À SHS, Hoe 1 At 1 qCos.px-qg, Cos.p, ot. 1 
z ele Fel— zijj=2 1 Sin? > rm.in. ho Dee Î 1" Cos. | (she, 5 7 — 
IEN or De: 5 
— (sr 437, Hee) gpeg Sin. pe —g, Sin.p, ee, nc KA ero kol (©) 
1 Eend 5 \ Jos.pr+q, Cos.p, Tar. Ì 
zj Peli) — zij} == ei Sins ra.Sin. oe Elte bt baren lers, dE) pa 
1 2e Se Ì 
— (sr Hs, 7, + ace) nl dn Sin. py &—.…. IEEE Ne (w) 
Four (ESO) AEON UN ar Oe pe 10e nd, 
bn == bni be Ze Op == de Aint) SS Amt ee 0, Dne1 == bm-2 eee ls il vient: 


1 4 2 1 1 iere 1 
5 (Eelzij Fe (—zi)} nt oe a ane Oos”! grtn SL uz. Sin. 1 zeit 


pt Peperd, Goepyte Cos (cht + Jt (srs,r, Haetftukt u, Fe Jpe0Sinpe Sine L- (z) 
1 2 Er : il 1 0 1 
zj Felzij Fe (—zij}=— Ade ette aas rz.Cos. ! gee Sint 7 ur. Sin. t FU Ee. 


td ‚Cos.p e+. 


Sin htt Vreren Flu htt. js ges INPESRNE e } (4) 


id 


Page 643. 


LIL. Mee, 41. N°, 16, 17. THEORIE, PROPRIETÉS, FORMULES DE TRANSFORMATLON, 


Pour fs (P) et a=0,b=b, (b? <1): 


1 Ee 1 —bsesr Ie Een ennn sradbstl0os.((s—l)ra} Ge 


ee Be 1—berzi 1—2b Cos.ra Jb 
b Sin. ra — bs Sin. sra + bstl Sin. {(s —1) ra} 


Er zijd FP —zij}= 


1 
5 {F (zi) —F(— zi} = . (aa) 


l — 2b Cos. ra H- b* KAK tan 
d'où pour fo M= E el di Obi: 
Sin. L 
Str (zi) + F(—ai) — [1-00 sr Sin. sr. Cot. zel. (ab), — Ee ze [en ml, (ab) 
HN. ; PL 
1 k : f 1 Sin. } sr 1 k f 
ESE (—ei)} | SineraH(tCoserCots r‚}. Cp Sin. Dn Sin. an ref ;. (ac') 
1 4 P2s-+1 
et pour f‚, (P) = R, a—=0,b=l: 
1 If 
zei) Mij == z [14005 2sra— Sin.2sre. Tg. Lel. (ad), Cos det1)7 Ie (ad’) 
1 Ae 
5; U (ei) Fei) Je EE Zsra—(l— Cos. Zere) Tg. srel. (ae), es we Cos Jeen; rel. (ae!) 
2% os 


D'autres combinaisons ne donnerónt pas des formes assez simples, pour nous être ici d’assez grande 
utilité, 

17. Maintenant il ne nous manque pas de matériaux pour obtenir une grande quantité d'intégrales 
définies nouvelles [398]. Tei pourtant nous ne prendrons que quelques exemples, et nous choisirens d'abord 
les théorèmes (306) à (309), (312), (313); les résultats contenant un facteur Si.(e) ou Ci.(w) seront bien 
nouveaux et intéressants de cette manière. Nous y rencontrons lès fonctions f(atber),f (aber), 
fla), f(a Hberri), f(a A be-mrij, qui done doivent être calculées pour chaque f (P)du N°. précédent. 

Dans le cas de f‚(P) on a: fla)=1, f(abetmrj(lHetar)s, fafbetnrij(1 JetEmrijs= 


| 1 1 
28 Cass mr.f Co smr de ì Sin. zene) ; et pour un double »: 
\ 


oo 
«da 7 
Cos.S rx. Cos.srz. Siw) EEn En en (Ei (—m) — Ei (m)} (Ll 4e-2ur)s, …..…. (1912) 
0 
ee 
dz TE 
CosS rx. Cossra. Cia) == — Ei(—m). {(l + e2mr)s J- (1 Hers} = 
| oss rr. Cos.sr En RT L.(—m) { + e2mr)s J- (1 He )} 
0 
= oe Ei (—m). (een Joven) (om Homme) [399], (1913) 
vst m 


[398] C'est ce que jai fait dans un wv Mémoire sur une méthode pour déduire quelques intégrales 
définies, en parties très-générales, ete.” insérée daus les Natuurk. Verhandel. van de Hollandsche Maatsch. 
der Wetenschappen te Haarlem, 2° Verzam. Dl. XVII, encore en cours de publication. 

[399] Quand on diftérentie ces intégrales par rapport à s, et qwon annule cet s après (ce qui est 
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4 d 
| Cos.S rz. Sin. sra. Six) De RE ETE LEi (m) — Ei.(— m)} {(1 + e?r)s— 1}, . (1916) 
0 
BE srx. Sin. sra. Cie) EEA — Ei. (—m). (e-smr — esmr) (err Je e77)5, (1917) 
m* + a? gs+2 
0 \ 7 
ree ede 7E a Ei e p 
| Cos.s rz. Cos. sra. Sie) — ni ls 2—s Cim) FSi. (vx). Cos.s mr. Sin.smr}, [400], . (1918) 
mid 5 
0 
oo } 5 de TE K me Ee B: 
| Cos.S ra. Sin. sra. Si, ) nz En B (an). [2 — Cos. mr. Cos. sr] B uto RE (1920) 
0 
Wte ê s De 
sSrz.Cos. Ir, 2... Cos. {(sr Hs —= 
Í os.Srx. Cos. Er, 7 os. {sr 4 s,r, +}. Sorcer 
0 
= == NE re {Ei (— m) — Eù (mz) } ) (L + Cam (1 He 2ar, )1 tee Ne (1921) 
0 À de 
Í CosSra: Cos. tr, a... Cos. {(sr 4-s, 7, H--)e}. Ci ®) na? == 
0 
ir ens Le „(—m). ler eme (srhs,7 tem} (anr J- emrjs(omr , Jer, )°1-… -(1922) 
ih s ‚ dr 
Í Cos.Srz. Cos. 1 ra … Sin. ( sr 48,7, F--)e}.Si(w) RET —= 
0 
n em (Ei (mi) — Bi (— m)} {U Here (LH e2ri)S 1}, « (1923) 
rk 7 EE 
permis ici) on obtient: Jk l Cos.*ra.Si. (2) EE =5 LEi (—m) — Ei (m)} Ll ZE a (AME) 
0 
9 de f lez el ZE 
IC bd Cr £ leng — EE ZE 
os. re Oet Be 1.(— ma). d Care + í Ei(—m).l— „ (1915) 
0 
[400] Différentions par rapport à s, et puis annulons cet s, nous Bons: 
se ede k ef 
LOos.2 re.Sile) — ——, — 7e (Cim). l2 J mr Sim}... (1919) 
mt — a? 
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ee s 5 A rede 
Í Cos.Sra.Cos. tr, a. Sin. (erts, 7, +.) er}. Cù (@) Er Hat = 
0 
== re Ca ease mode Pe Jm} (err He—mr)s(enr, Hemr Si. 5 
5 rde 
Cos. ra.Cos. tr, e……. Cos. {(sr Hs, 7, +--)e}. Sie) = 
UD HT 
0 . 
== > [— QS-S Oi. (1m) + Si. (mm). Cos.S mr. Cost mr, … Sin. Usrhe,r, +. )m} |. 
c s : 4 da 
Í CosSra. Cos. * rz... Sin. ((sr He, r, +---)e}. Si (ns Bn 
0 


—= De Si(m). [2-7 Cos mr. Cost mr, … Cos. ((srts, 7, +---)m}|- 
m 


(1924) 


(1925) 


(1926) 


Dans le cas de f,(P) on a: f(p)=— 1, f(a + betr) — (1 — etnr)s, f(a Hhetnrij= 


1 1 1 1 1 
—= (L— eFmrijs — 25 Sin.s Econ 5 ar one) ri Sin. Ë ST — anr) , [401], et par con- 


séquent pour un » double: 


ada bid 


je Sins ra. Cos. Ë ST — ere) .Sit ü Jen Tt mn (Ei. (—m) — Ei (m)} (1 — e?mr)s, 


], 
IE Sins ra. Cos. 5: Sn — Sr je jen Ei (—m). {a — Zure H 


) rz +? TT ger? m 


+ (1 == erna) == 


Is+2 m 


[401] Où Pon a employé la relation (+ ijs—= ct &7 


[402] Par la différentiation suivant s, lorsque cet s s’évanouit après, nous trouvons: 


Ee { „de , 7 nd —2mr 
USin.*ra.Si.(e) 5e 5 DN je [Ei (— m) — Ei (m)} j AE 
m* Ju 2 2 
0 
ke dr Ll? 1 (leer? 
LSin.*rz.Ci.(a) — AE Ei (—m). ISS EN el bee | at 
mda: : 2m 2 2 2 2 
0 
4 err —_— € _— Dr 
== Z Ei (—m).l et a en ee ee a nde ele 
m 2 


On peut soustraire de celles-ci les intégrales préeédentes (1914), (1915), et Pon aura: 
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. (1927) 


(1928) 


(1929) 
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de 


1 n <t 
Ssin. sra. Sin. G ST ve) „Sú(z) meta? DE gs+2 ml 


xd. 
f: inSra. Sin. (iere) Ci («) ies Ee (—m). {(—1sesmr— e—smr} (ere —rir)s, 
0 


Ei(_—m)—Ei(m)} {1 —e2mr)s__1} (1933) 


Ed (1934) 
1 3 ede TI 5 fn jk 
ee Oneens) Ss le CitSin)Sinenr.Sin oane) | ‚ [(403),.(1935) 
2 mrt? 2 2 
dr í mi Ì 
ie Sin. (pere „St. Orr en Sil Cornu ne nn | . (1938) 
—t 2m 
WenS Lin Coa (e+ + lee rd. eN SU (ar ae dn — 
Srz.Sin. Er, o.…. Cos. ne A |: U 
0 
EE 5 (Bi (— m)— Ei. (m)} Crea en md OE (1939) 
Ronnie G a 
nSsra.n. Lr, @ os. (Ss + s Senn Sy dee) Hr > 
0 


ar hd 


== Eil-m){(—1 jets trnelerhe rcr g(erte rheden —e=mr)s(err, — ge Mr, JE 


TO Qsts tn 


2 ada Mr_e—mr 
f: Tg? ra. Si (x) en - {Bi (— im) —Ei (m) 
KU 


me Hv? 
oe de Orr _— eTMT 
LTg.? ra. Ci. WEE Er ZEi (ml Sa HDE Pee 
m? En x? m anr + er 
0 


[403] La différentiation par rapport à s donne, lorsqu’on annule cet s ensuite: 


. oo rd 
|' Sin? ra. St. (z) es =— 7e (Ci. (m).l2 + (mr — jz) Si(m)}, 
mt 
o 
8 Br EE ede 
d'où par Vintégrale (1919) | Tg.® ra. Si. (z) DR Ertan). 
me —r 


0 


| end eur , 


. (1936) 


(1937) 


Observons à l'égard de ces notes [402] et [403] que la combinaison par voie d'addition des intégrales 
correspondantes ne donnerait que les intégrales primitives de ces notes pour 2r au lieu de r, ce qui est 


en même temps une vérification de notre procédé, 
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ao 7 Te a 
Í Sins ra. Sin. tr, «Sin. ets, es EER r, Otis = 
0 
= BEPIELEET (Ei (—m)— Ei (m)} (lere (Lear )54 1}, « (1941) 
“Sinsra. Sin! 2 Sin ete, Erle Entes )ef.Ci@) BE 
2 m2 He? 


0 


= aim). {— ISH He elsrts rj Hee) g(sr+S 7, he)m} (emr_— g—mr)s (err, er Sien, (1942) 
gate 
SE, He 1 ede 
Sins ra. Sin. tr, a... Cos. ete, Hd) (sr ds, 7, Fjeli— —= 
2 mz? 


1 
=jf2 "Ci + Si) Sinem Sins mr, Sin. | eha, Haga(erther, Hm |-a925) 


12 


. … S . 
| Sins ra. Sin. *r, @.… Sin. 


1 
(s+-s, rh dn ee fee) Zie 


7 1 
el Sim 2eeet Sin mr.SinS, mr ‚Cos. | (sds, Ha) (sns, r, mf } (1944) 
2m 2 
Pour f,(P) on a par la combinaison des réductions précédentes: 


oo p il 
covers Cos. tr, z. Sintuz.Sin! iu, v..Cos. | (tFt, Ha) (erts rj Fa tlutt, u, He) 5 ijn 
m 
0 
TE . . 
n ne (lette (1945) 
foeers Cos tr, e….Sintuz. Sintyu, a. „Cos. (ht, d. je Domke Tt thtutt u, + Jel OU 


0 


an 
TE 


== eee {1 +. elerhe,r gharien gr HS 7 heeel, je) 


(anr - emrjs (err 1 + emr, )1 zes (ene == e—mu)t (mu, —= emu), ven beate de Ad 4 946) 


OE Cos tr ‚a. Sintur.Sintiu, c.. “Sin. (Ht, +. Ngrerherrt Fluktiu, Fa) Sila) Ee lans 
0 

” 
geks Haat Het2m 
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ao B 4 1 
foverrmscon, tre Sintur,Sin! je Sin. (RL, Ha) loren, Foektktje de JOE) 


0 


En 


7E 
Ee ZshS Haekthl, Heet? { 


(— IJ + elsrhs reet U tee) eGerhe rn heettukt t te)m} 


On Hemmes (er, Hem), (Ot — emt (MU, — OU a ee (1943) 
ede 
eener Cosè tr ‚ESintur. Sint u, C. „Cos. |(HL, +.) geerte, Dy heet tutti Ui Joe) z|.Sif SAC len Ei 
o 


L 
— 2 | Pet Cim) + Silm).Cossmr.Cos.S, mr, …. Sin!mu.Sint, mu, …… Sin. | (tt, + …) RT 


NN +)ml| DO Ae EE (1949) 


Kij 


En 5 l d 
foeeere Cos. tr ‚v.Sintuw. Sin! u ,2.Sin. verte are diu tt, +jef.S (z) en 
5 mn _—__ 
0 
2E 


mf + Cos.s mr. Cos, mr ‚Sint mu. Sint, mu, … Cos, |e dt, +. ) == — 


ertsen de). (1950) 


18. Dans le cas de f‚ (P) on a f(a) —= es, f(a + bemi) —= sc E"®, f(a H benrij — es 


=— eSCosmr {Cos. (s Sin. mr) + 7 Sin. (Sin. mr)}, et par conséquent: 


L da TT — nr 


soer: Cos. (s Sin. ra). Si (2) — —— RE enk {Ei (—m)—Ei(mpet ,........ (1951) 
r 


d: mr —_ INT, 7 
ksCos rz Cos. (s Sin. rz). Ci. (z) — RN — zE TONG ETE IEEE oan 1e (1952) 
m* Ja m 


m? Jz? 


ede 


é TT 
Ae 


EE rz Sin. (s Sin. rz). Ci (2) ———— 


ede 


== Koe 


soe. rz Cos. (s Sin. re). Si ( ) — = sl Ci, (m) + Si.(m). esCos-mr Sin. (s Sin. mr)}, . (1955) 


- 1x Sin. (s Sin. rz). Si. (2) ——— a == En (Ei, (m)— Ei. —m)} Cd EE (1953) 
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Ard E 4 4 da TENs 4 
| gsCos.ra Sin, (s Sin. rz). Si. (z) NTS an) plm): [1 —esCos.mr Cos. (s Sin.mr)], [404], . (1956) 
0 
Ten k 5 ede 
gsCos.r2ts, Cos.r,Ttun Cos. (sSin. rt Ss, Sin.r,et.… JE Si. WE BE ne Fi == 
0 Ì 
LBi) Bim} "bn, (1963) 
se y, i . AR de 
esCos.rats, Cos.r ‚zt. Cos. (sSin.rz Hs, Sin.r, #H…). Cù (w OE ln 
0 
7 5 mr MT 1 —mr — mr. 
== Ben (En ee 
5 de 
esCos.rzs, Cos.r ‚zh Sin, (s Sin. ra Hs, Sin.r, 2 +...) St (x) tn = 
m* Hu 
0 
== de {Ei (72) En Ei(—m)} {ese tse ld getete. à (1965) 
m 
„0 ad : 
| esCos.rats, Cos.r ‚zt Sin, (s Sin. ru Hs, Sin.r, z a WENN ES 
m2 Hu? 
0 


Ei. (—m). ges 71 nn ese ts e1 +} Er 


[404] Différentions ces intégrales par rapport à s et nous aurons: 


. (1966) 


1957) 


Ee ad —mr 
| gs Cos.ra Cos. (s Sin. ra + re). Si. (@) » Heen In 7 {Ei (—m) — Ei (m)} ese “mr, 
0 
0 ij, d: À p 
esCos.rz Cos. (s Sin. rs H rw). Ci (2) — en zE (—m). (es "Hur se mr), .. (1953) 
m? + x° dn 
0 
ba Sin. (s Sin. ra + ra). Si. (wo des Ei Ei SE Tres 1959 
JOE 25 (e) TE me im Eil —m)}{ ai },.(1959) 
0 
5 eds 7 
| es Cos.rz Sin, (s Sin. ra + ra). Ci (x) on Tr 7 Ei. (—m). (ese ""—mr — gse”"+mr), .. . (1960) 
m z 
kh | 
oa xda - En 
Í esCos.rz Cos. (sSin r& + re). Si (ze) En =S (m). es Cos-mr Sin. (s/Sin, mr + mr), .. . (1961) 
m 5 
0 
Ee En & / dr GEL rn Es 
| esCosrz Sin. (sSin. ra + rx). Si (2) — 5 =— Dn Si (m). esCos-mr Cos. (sSin, mr mr). (1962) 
m° —x m 
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Pa ede 
Í gsCosrats, Cor, ode. Cos. (s Sin. ra Js, Sin.r, w +). Si (&) ni = 
mir 
0 


= sl Ci (m) + Si (mi): esCos.mr-}s, Cos.mr ‚+ Sin, (s Sin. mr HS, Sin. mr, +. se (1967) 


oo 


dz 
Í esCos.rats, Cos.r,zt… Sin, (8 Sin. ra J 8, Sin.r, & J …)- Sù (@) — 
me Kd 


0 


== ore Sim). [! == esCosmr4s, Cos.mr Fn Cos. (s Sin. mr + Si Sin) mr, + e Re ORNE A0 A0 (1968) 
m 
Pour f,(P) on a: f(a) et, f(a betr) — (1 + edmr)s act ‚ fla H beter) — 
3 AE 1 5 Sel è 
== (lJetmrijs gaetrPi_ gs AE Cos.mp | Cos. G smr4-q Sin, no) zE of sr +q Sin. | | 5 


et par suite, pour un 7 double: 


ada 
m° Hat gt? 


(Eil (—m) — Bi ( mm) )HA Je 2mrjs e qe "P P_… (1969) 


Í Cos. ra. 4 Cos-pr-Cos. (sra4-q Sin. pe). Sie) 


0 
Den C Si N da dd nurjs qe" P _(J A-g—2mrjs Ried == 
Cos.S ra. e1Cos.pr Cos. (srrd-g Sin.pa). Cil) BE == tn ind). {(LHetr)sere ” H(1He-Zir)sc — 

0 

AN (— im). {ere tsmr + 1e Ean ze) Ca — ers AE re (1970) 
stom 
Co sroeCospe Sj tn Eil (LHe-2mrjseae PP 09), (1971) 
os.sra.e1Cos-p? Sin (sr HqSin.pe).Si.(x) mn =d m)__Bil—m)}{(l He ele \ 

0 
5 H " „ xda Ì 7E 4 — mp mp nn V7 5 c \ 

os.sra.e1Cos-peSin.(sra4-qSin. En ne Bi(—m).{ere "Peu egen err emr)s, (1972) 
m © zsTEm 2 
0 
ie 5 £ 3 ede 
Cos.s ra. e1 Cos.pe Cos. (sr H q Sin, pa). Si (2) — 5 — 
m? —t 
0 


= [- 2e Ci (mn) H Si (mi). Gos.s mar. e1Cosp Sin, (smr-Hq Sin.mp)h. . « « (1973) 


Í Cos.S ra. e10os.pr Sin. (sr + q Sin. pe). Sù.(a) 5 
m 
0 


— en Si (mm). [2 —Cosss mr, e1Cos.mp Cos. (smr + q Sin. mp) |, [405], … (1274) 


[405] Lorsque nous différentions ces formules par rapport à q, nous introduisons dans argument 
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ede 


JE Cossra.Costyr, otor, Coryn Cos (orto, Ha) eq Simp, Sip, ot} SN vn 


0 


(Bi (— m)— Bi (m)} (1 Heten (1 HJ ertarje, 00 "PAT "P Et, (1987) 


Re FO) 


binôme du Cosinus ou du Sinus un terme pr, qui formera tout d’abord avec sr le terme (p + sr) « ; par suite: 


id vds 
Sra, e10os. h 8 SADE 
Í Cos.s ra, eiCos.pz Cos. {(sr + p)a + q Sin. pa}. Si @) RE 
0 - 
= g {Bi (— m)— Bi (m)} (1 Je2mrsege PPmp, (1975) 
de s ya, caCospr C, Ss Ci. de 
| oss ra, € os. {(sr Hp) + q Sin.pe}. Ci. ®) Te 
0 
IE —____ Ki. (—mn). Laae'Ptemrmp ea TP —smr—mp} (emr Jemr)s, ……. (1976) 
“Goes re: eiespe Si Si digen 
ES om oyCos.pr " d . PL ff OUNL == 
| oss ra, euCos.pz Sin, {(sr EN) rg Sin. px}. Si (@) TE 
0 
On (Bim) Bil —m)} {OL Hermreg Tm 1}, (1977) 
ie n ede 
| Cos. ra, e1Cos-vz Sin. {(sr + p)a + q Sin. pa}. Ci. («) A == 
0 
== er Ei. (— mm). {ere "P—smr=mp — ATP smar mp} (err Je-mr)s, (1978) 
Se 2 cda 
| Cos.S ra, e1Cos-pr Cos, {(sr + p)e + q Sin. pa}. Si ( LT DR == 
0 
= 5 Si ji (m). Cos. mr, e1Cosemp Sin. {(sr + p)m HQ Sin.mp}, «es (1979) 
c Cosa Si si si des 8 
S d Os pPr 4 pn mmm 
085 ra, e10ospr Sin, {(sr + p)e + q Sin. pe}. Si () REE 
Lj 
=— De Si. (m). Cos.s mr. e1Cos.mp Cos. {(sr + p)m Fq Sin.mp}. (1980) 


Puis représentons p+4sr par t, où t est général, sauf la condition t>sr; Éliminons p également de 
la valeur de lintégrale, annulons le g et nous aurons: 
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/ CosS ra. Cost r, meutosprha,Cosp ‚ot Cos. ((sr4s, 7, 4.) eg Sin. pa hq, Sin.p, eh}. 


0 
de 7E 


(lige neet g TPA (eren, de) 
m2 Hu? SHS Heet? ( ) { i en oe 


„Ci («) 
H ogé mn € TPr. sr rite ja} (emr Je Mmr)s (err, Jer, )1 INE (1988) 


PE ne „Jeg Sin.pedg, Sin.p, ot} Sü( DE ln 


0 


TE E Er ne es, — mp —=mp 
(B (a) i—i} (LH PP ek), (1980) 
oo rda 
fooere Cos, r, zellospzrg, Cop, Sin, (ers, rd) hgSin.petg, Sin.p, 2d}. Cia) mia? 
& 
es Le 5 Hi. (—m). feae PPtg, Eller re) 4€ "70 TEL aH(erhs rte) 
ZeHS, Heet? en. 7 
(emr HJ emr)e (eur, HEMT, ee (1990) 
Ee vde 


CoBSrr COS LENS) er EB (—m) — Ei (m)} (1 Je 2mr)s glsr=tm — 


m* ez? T 242 
Kn (Bi. (— m) — Ei, (m)} (err J e-mr)s gmt, . (1981) 


Go 
dz 7 
CosS ra. Cos. tx. Ci. (z) — 
mì Jz? siz 


Ei. (—m). (ot + e=mt)(emr Je-ur)s, (1982) 


5 de 
Cos.S PI. Sin. Cr Si. («) RN 
m2 Hr? nr 


{Ei (m)— Dil —m)} { en Je-mr)sg-mt—_1},. (1983) 


m? du? gst2 


d d 
Cos.S ra. Cos, ta. Si, (x) en SACD MTS We erven e aldetedan deAN e (1985) 
mi? 2 


Cos.Sra. Sin. tz. Si (x) == ze SUM) NODEN ICON ME en eene ede (1986) 
2m 


m*_— x? 


| 
| 
0 ada ee: 
Í Cos.s ra. Sin. tz, Ci. (x) Es Bi (—m). (emt — emt) (emr He=mr)s, (1984) 
0 
| 
J 
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£ daz 


fee sra.Cos.Sir, vc. e1Cos.pr+g, Cosp‚ zt RG (erde, r, He denn prdg, Sin.p, ed}. Sie 4 
mr 


0 


=l-? TSS Te Ci (mm) + Si (m). Cos.s mr. Cos.S, mr, e9Cos-mptq Cosmp, +: Sin. {(sr 48,7, +) mt 
Minas eN ‚…… (1991) 
ra . 
joe ra.Coss,r, m.erCosprta,Cosp‚rtSin.[(srHe,r, +) adg Sin petq, Sin.pyat.. }. Si(e) S 2 
ì ma 
0 


TT 5 
ET Si.(m). Tr — Cos mr. CosS, mr, … etCos.mp+4, Cosmp, +: Cos. (er + sr, +) Mm + 
m 


+ qSin.mp +, Sin.mp, +.}], (1992) 
Pour fs (P) on a: f(a) —e9, f (abe mr) — (1 —etnr)s cet, f(a 4 bemi) = (Ll eturijs, 


Empe À 1 í 1 1 3 DD 1 1 ö 4 
ae — 9 Sins 5 mr.e1 Cos.mp Ie ont lenn qSin.mp |= i Sin. gm en qSin.mp |; 


pour un 7 double on trouve par conséquent: 


äcd s qCos.px C l Si Si ada zi 
Í ins re. e1Cos. ik E ST — STE —q pe). d (2) En Pe 
= ES (Ei. (— m) — Ki, (an)} (1 — e-2ir)s elen ERE (1993) 


Di. (—m). {Aers cage”? Li 


2 Ì 7 
in.S rm. e1Cos.pr Cos. | —sn— sr —g Sin. pz |. Cia 
js xe o B 7 q Sin. 7 ( ER Zee 


+ (1 — eT?ur)s cae 77} = De Bi (—m). (1 j eg Psmr + ca PE smr} (anr — etr)s, . (1994) 
Sm 
pi il _ de 
Í Sins ra. e1Cos-pr Sin. 2 STE — STA — Qq Sin. pa | Si. (ze De ED = 


{Bi (— m) — Bi(m)} (lers er VE 4}, . . (1995) 


Sn 
ee : si 1 s; ci ( ed 
ins rx. os.pr ‚| =S — _— NID LE ACL ern en 
jn nsrx.e in Dr Sr —q p ) nr Ja? 
sed mp ge Psn aM 
m io —m).{( {— Is eze +smr — eJe anr} (err emr)s,. . « (1996) 


S J T, / Pp C Ie kad ne St | Si ( ) a E 
Sr. qCos.pr E 7 al . tT en 
| u Te 08, | ST ST q un pr 7 5 


I \ 
=— - [e Ci. (m) + Si. (m). Sins mr. e1Cos-mp Sin. (zee — smr — q Sin, mp) |. Ep EA (1997) 


0 
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ie l \ d 
Sins ra, e40os ptSin, | —sn — sr — q Sin. pe |. Si (w) — —— == 
2 mit? 
(0 


1 
== oe Si(m). [- 2-sHSin.s mr, el Cos-mp Cos. ie sn — smr — q Sin. np) ] ‚ [406], .. (1998) 
2m 5 


[406] Ces formules peuvent encore être différentiées par rapport à q et donnent ainsi: 


2 1 ade 
Í Sins ra, e1 Cos.pr Cos, p sn — (sr + p)e —q Sin. pof „iS, () ee == 
0 
= gern (Bi (— mi) — Bi (m)} (1 — eter r Pap, (1999) 
“sins rr. e1Cos-pr Cos. Ee + p)e —g Sin. Dalnon Een = 
B | m* az? 
0 
Skam Ei. (—m). {(— Irea "PHlertp)m 4 ge PP (erHp)m} (mr — emmr)s, .. … . (2000) 
ius rr. Cvsre Si 6 (er + Sip Sil 
Sr. pe Sin. sn — (sr + p)e —g Sin. pe. Sie) — 
Í insrx.e We, p)e—g di Bl ms 
0 


{Ei (— m) — Ei (m)} (le 2e)s oge "Pmp — e1},. . .  « (2001) 


22 m 
LI ede 
fits Sins ra, e1Cos.pr Sin, pere +) Sin pe). Or nme me a? == 
—= Sn Ei (—m). {(— Is ae PH(srp)m — eg TP (er-tp)m} (er emt, . (2002) 
l ede 
Sin ra.erCoers Oos, | ar — (er + p)a— Sin. pel Si 
2 | m2 — a? 
LF . 5 ‚! À \ 
ER 5 Sù. (m). Sins mr. et Cos-mp Sin. L st — (sr + p) m — q Sin. mp EET (2003) 
Ì d 
“sin Sr. e4Cos.pr Sin. Í ST — {ST Hp) et — q Sin. pel. Si. (z en En 
l2 4 mO 


1 
Se (m). Sin.s mr. e1Cos.mp Cos. er — (sr + p) m — g Sin. mj} ER satentmeens (2004) 


Puis annulons g et prenons sr + p =t, où nous avons f > sr; alors: 


ada 


Le I 
Í SinSra. cul; ST — te) „Si (x) EE nn {Ei — m) — Ei(m)} (err —e-mr)s emt, (2005) 


Page 655. 83 
WIS- EN NATUURK. VERH. DER KONINKL. AKADEMIE. DEEL VIII. 


IL, Mee, 41. N°. 18. 


THEORIE, PROPRIËTÉS, FORMULES DE TRANSFORMATION, 


PORR 5 1 
Í SinSTz.SiRS ir , Du 01 Cos-pe+0 ,Oos-p‚ EH Cos. | (ss, +) 5 an (srt, 7, He) 2—q Sin.pr—g, Sin. Pi Le | E 


0 
rde TT d 
Si (x) SE en m) 
0 
d 
Oe 
me + x° 


+ ere "PHg, CTP ita 


oo 


0 
de 


ere TP ge TP ihn FIE }, 


fsveresiesr, ge Cos.patq, Cos.p ‚The Sin 


0 
ede 


Ci (z) a) in Dn == 


== ea TPt, TP, + e(SrtS, U bm] (emr ms Etir)s (anr, _— TUT, ): in 


m? 


ir 1 
Í Sins ra. Sin. 5 ST — e) „Si (@) Ne 
0 
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— BW. ()} (Le 2mr)s ( L—e-2mr 


ZSHS het? m 


(ers, r helm] (err — e-nr)s (err, OP) 


zE IsHSiH-t 2m 


Zsts ret? 


wo 1 ; d 
ins rv. Cos. geete). Cuz) TE 
2 m2? a? 
pe a All . de 
Sins re.Sin. (zor — te). 51. («) AE 
en Stal R «da 
ins ra. Sin. F set) „Ci. (@) nd 


1 „de 
Sins ra. Cos. Ë ST — te) Si (x) En 
2 m* 


— ©? 


1 ): een O1E 


7E 


TE 


mene 


TE 


rel (—m). {G-1) Jromtpe=mip(err—enr,. (2006) 


PE, oo (Eil =m)—Ei.(m) )Herr— em) mit 1},.(2007) 


En (—m). {(- Is embee mt) Cdn n (2008) 


BP 
Zon : | ge! 
mrs Si (m). Sins mr. Sin. Ë ST — me) s-4(2009) 
TEAN , 1 
Rr De (m). Sins mr, Cos. ge me) « … … … (2010) 


Tg e Pite 


‚ (2011) 


Í Sinsra.Sin.s 5 @e1Cos.petg, Cos.p‚ rt Cos. | (sds, +.) B a (sds, r, + % eg Sin.pe—q, Sin. ptn | 


Ei (— m). [—- IJshe hee caerP Hg, TP Iers roteert + 


1 
| SinSra. Sins, r, wel Cos.peg, Cos.p‚ et Sin. (st-s, +) sn (srh-s, rj H-)e—g Sin.pa—g, Sin.p Len 


-2mr)s (1 —= e—2mr,)S. ze 


ets, te js nn er Mist) LE RA Ô 


Ei (—m). IG Ist, tn gE tg OP Aart (orks rte) == 
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7 1 
fsoeeressmoer @.0ACos.paka, Cos pt. Oos. | (sds, 4) rs (sds, 7, H-)2—g Sin.pr—g, Sin.py Le 


0 9 
ed TE 
Si (2) nn — — PSS Ci (om) + Sö (m2). Sins mr. Sins, mr, … . edCos.mpt7, Cos-mp, + 
nt —z? 2 
1 5 ; 
Sin. (sds, He) (erts, r, dan — q Sin. mp —q, Sin. mp, — |}. B (2005)) 
Fe 1 
Ee Le) T— (erdee, rj Ha)e—g Sin.pe—g, Sin.py 
0 
, de gra N 3: C 
SA enten ADE Ee QZsS je Sins mr. Sins, mr. el Cos-mpd, Cos.mp ‚+ 
me? 2m 
l Jeg, OE 
Cos. edo He dga (er 5, rj Fo) — Simp — 9 Simp, — |] za ed (2016) 
Puisque f, Ee est une combinaison des deux suppositions précédentes, on trouve: 
5 Il 
Í Coss ra. CosS, rv, a... Sintuw. Sint, u, w..,e1Cospr+0, Cos-p ‚A- Cos, je it, ds) 7 == 
0 
vdz 


(sr Hs, rr, Ho Flu tu, H)egSin.pr —g, Sin.p, ef Sens == 
en eier (Ie terier) 


AE en SR (2017) 


it minn 


ao 
Í Cos.S ra. Cos.S, 7, #.….Sintuw. Sint, u, a. e1Cos-pr+a, Cos.p ‚zt. Cos. |e dt, H.. Jar 
0 


de 
— (sr Hs, 7, +. Flu tt, Hd) eg Sin.pe —q, Sin.p, wal. Cite) en = 
| m° tz? 


Eil— m). [G It att, e? Ln (Srts 7 heli, Ue) dS 


TE 
DT gebekt Fm 


Dien TR ej +. —(srts, r, + etluEt, u Eee Jm (ener + e—vr)S(nr, german )S q(t MU) gt — MUF (2018). 


ij 1 
| CosS rx. Cos.S1 r, #..…. Sintur. Sint, uy wel Cospa+g, Cosp‚ et Sin, | ee 57 == 
D : 


dea 

(sr Hen Her Fitt, de) — q Sin. pe g, Sin.p, Lt —. ne Si (z) ben: 
: pe 

(Li —m)— Ei.(m)} {u Hete HeT 2mir,)s gele ?mu te 2m 


TE 
TT ets, Te Hitt, ober 2 


Ot AT TP rg, Pit en ete) , 
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E 1 
jj CosSra. CosS, r‚ 2... Sint um. Sint, u, z...e1Cos.pr+-g, Cos.p‚ tte Sin. let t, ang — 
À ' 

— (sr Hs,r, H.H lu Ht, u deeg Sin peg, Sip ee. Ci. (z) — 


7E 
== ZSHS, HetbHL, dee. 2 


m? ee Ti 
Ei. (—m). [1 Hegt ITP ag TP iter rgheetteekt U, ee) 
— oge TP4g RO 1 Heers, r geetturt u, te)m] (errdemrjs(enr, Hent )S, (emu mu tere Le, )E (2020) 


0D 


1 
CosS ra. Cos.S1r, x.… Sintuw. Sint, u, w...elCospr+g, Cos.p‚ zt. Cos. je Hi, +. Jn — 


rde 
leren eht klu oe) Sin pe 0, Simp ef Oe 
=—e a ette Ci (m) + Si. (m). Cos.s mr. CosS,‚ mr, … Sintmu. Sint, mu, … 


„Sin. Vat, + tere, rid ttutt u, Ha) —g Sin.mp—g, Sin.mp,— …l- (2021) 
a pe: 
Cos.S ra. Cos.S ‚a. Sintur. Sint, u, @..„edCos.pa+a,Cos.p‚tt. Sin. | (tt, +...) DE 

0 


- de 
— (sr Hs, 7, Htl Ht, u, +) 2 —g Sin. pe —q, Sin. p, eli = 


EE 


7 
== sument 17e" HCos.smr. Cos, mr ,… Sin.tmu. Sint, mu, …e1Cos.mpt2 ,Cos.mp,+ 
2m 


Cos. | (tHt, t)grerte, ry attuttiu, +) g Sinanp—q, Sin.mp, — | | [407]. (2022) 


(407) Différentions ces formules par rapport à quelque ga et annulons ce ga après: alors il n'en 
reste pas de trace sinon dans une partie de largument (sr Hs, Je. +lu Fly Fee + qa) sous le 
signe Sinus ou Cosinus; faisons a — sr 4s,r, 4 … Hlu Hil, vj +... Ha, alors nous obtiendrons enfin les 
formules suivantes: 


ed 
< Ì 
| Coss ra. Cos.Sir, @.… Sintuz. Sint, u, z... elCospr+9, Cos.p‚ tt. Oos. Ke tt He) 
0 
ade 7 


meat TD Deketh? Ene) Eel 


— AL—g Sin, pag, Sin.p, &—.….t. Si (x) 


(err Be enr)s (anr, En em) an (emu == enut(gnu, —e mu). 3 eaeT TP tg, TPP {4 am Een (2023) 
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‚19. Maintenant avant de nous occuper de f, (P), passons d’abord aux deux suivantes; 


0 
î 5 Ì 
Í CosSra. Cos.Sr, Tt... Sindur. Sint, u, z...el0os-pr+g, Cos.p‚ztu. Oos. IG dirt) 
0 


dz 
remmen Ei (—m). 


mt + x? ZSHS heettht Het? m 


— at —g Sin.pr —q, Sin.p, Le («Ci (2) 


[It ee Prg, TP jartam + ere TP4geT TP, ennen (emr H emr)s (enr, J emri)t … 


A Cade id Ct Ven am Dt OCR (2024) 
ee 1 
Cos. ra. Cos. r, @.…. Sintuz. Sint, u, z...edtos-prrd,Cos-p‚zt Sin. | Ht, + Je T— 
0 
dz 7 


— ag—g Sin. pe —q, Sin. py, ej St (£) Wilm) — Ei(u)} 


mea? ekster? 


{ (emremr)s(err ï ger 1 ) e.. (emu—g—mut(enu peu, JL 1 ere TP 4g ri ant le a Bu L(2 02 5) 


2) 


pd 


les 
5 dl 8 : , u 
Í Cos. rz. Cosi r, «.… Sintuz. Sint, u, a... edtospe+g, Cos.p‚r+… Sin. je Ht, He) 
0 


ade 
- Ei (— 1). 


mo? + xm? ZSrS haat tljtt2 


— ar —q Sin.pw —q, Sin.p, af Cile) 


[—- It AP rg TPt etam ot; den POE em | (anr H e—mr)s (enry H E7)S 


„(or — éemmut (mj — Jee .. (2026) 
Cos. rz. Cos.S1r, 2... Sinduw. Sint, u, n...e1Cosprtg,Cos pot... Cos. (LH t ) 
1 1 Ì 1 5 
0 
xda 


— at gSin.pe—q, Sin.p 2 | Sù(e) 


7E . . . 
5 == — 7 S(m).Cos.smr. CosS mr … Sintmu. Sinti … 
pd] 


med 


l 
Sin. (tt, En A BEEM ij ze Honden . (2027) 


ao 

ye J , . l 
| Cos.S ra. CosS,r‚a..….Sintur. Sindy u, w..ertospr+g, Cop, tt Sin. | Ht, +...) zE 
E 


dr 7 
— AE—Q Sin.pr—g | Sin.p,e—… | SE) En Si.(m). CosSmr. Cosi mr, … Sint. Sindy UU je 
met Zon d 
1 , hé 
„Cos. SEH, +.) dame A Sin. mp —q, Sin. mp, — |: RR eS (2028) 


où partout on a la condition a >>sr +8, r, H.H tutt,u, H.. 
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,(P) donne f(a) = 1, f(a betr) = 


2r 


| 


an) 


r 


0 


r 


0 


if 


0 


( | 


0 


esn : | — edesmri 
flat bemi — e= 
Jen: 1 — edmri 


Ì 1 1 Ì S 
5 jb — Cos. smr + Sin, smr. oat eel Fo: sr smr— (1 — Cos. smar). Goin me). Done pour 
wt 


au lieu de 7, les doubles développements donvent ici: 
Sin. sra xda nen, j l— er ?snr 
En ren 00e DEENSE) ner EEE {Ei (—m) — Ei, (m)} TER (2029) 
== | [1 — Cos. 2s ras J Sin. Ze rz. Cot. ra | SE eer ee (2030) 
m ren 
Sin. sro d f xr {1 — c2smnr 1 — eg 2smr E 
Sin.ra Se te el Diele Sl) m?* ie HT 5 En 1 — e2mr 1 Dn ger 
mT 5 1 —e-2mr + els—1)2mr — g—2smr ' 
= Ten, TE. Eno Mrt ea RS (2031) 
= zijn [1 — Cos. Usva + Sin, 2s rz. Cot. ra] Ci. red EE ete Ens (2032) 
12 deet 
Sin. sra de {1 == ge 2smr 
nde en 
Sin.rx Sinte toe m? te? rn er De Gr zie en: 
1 de 
ak [— Sin. aen soo Zsra) Cot. ra] Si. (a Ee mn . (2034) 
Sin-sra rde 1de 2mr_gsl)2mr gs : 
nies Ee s 
ER n.{(s ie Ci (a me? = Eil mm) TA pet GORE) 
5 Sin. 2 1 — Cos. 28 ra) Cot.re] C EE 2036 
=ifl in. aids — Cos. 28 ra) Cot. ra] ile) Agt ters ( ) 
0 
® Sin. sra edu TER ee 
TE ee Goe s. {(s— Ien}. St. (» ln == x [ci (mm) + 
+ Si (m). (Sin. 25 mr— (1 — Cos. 2s mr) Cot. mr} |, REE (2037) 
de 
== | [1 — Cos. Zere + Sa Us ra. Cot, ra] Si(e) ze 4 (2038) 
laan 
zen mp Sin {(e—1) ra} Si en Sim). [1 +Cos-2s mr —Sin2s mr.Cotnr |, . (2039) 
ACK — % nd -—Sin.Ls mr. Cot. | 
Gp eet. {(s s—1l) re}. Si (w) rh ul os.2s mr 
si ME Es 2040 
en | (—- Sin. 2s re + (1 — Cos. 2s rx) Cot.ra:] Si. (Ans: mi ) 
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1 = eE(@s1)mr 


Encore fo (P) donne S@ = 1, f(a beter) = er ‚ fla} bekrrij — 
H(2sHljmrd  } ; L 1 1 
== Se [10e Zsmr— Sin. Lsmr. ozel SE (sin tomos torn) rf 7 
et par conséquent pour un 7 double: 
® Cos. 2srz ada Bet Lfe2stimr 
nn Cos. {(2s +1 Jrz}. Si ( ER 7 en. (—m)_—_ Ei. (m)} Dea ‚. (2041) 
0 
ade 
1 + Cos. 4sra — Sin. As ra. Te DE ren Beo 2045 
zak Í + Cos. Asa — Sin. As ra. Lg. re| 5 Ory jaak (2042) 
0 os. 2 le 1 (2s-+1)2mr —(25+1)2mr 
ol os. {(2s+1) ra}. Cil == Em) de lS Lat 
Cos. ra me? EE: 4m Iemr * Iem of. 
0 
7 ‚ 1 + e—2mr + essmr e—(2s+-1)2mr 
en Rn eee es ee 2043 
4m Ee) l Je 2mr > Eee) 
e ern 4 re Sinds Lyra) Oue) SE 2044 
=S DUNAS DE ONE NOL) nnn Eee 2044. 
2 | 5 e m2 Fa2? ) 
0 
Sin. Zer L (} LeT 2s+1)2mr \ , 
fe AFR Cos. {(2sJ-I)rz}.Si(: PE meme m—Ei- en ES —kf»(2046) 
0 
de 
Sin. 4sre — (1 — Cos. As re) Tg. ra} S ero PE 50 2046 
=| aalst (2046) 
Sin. Wsra ade 4 1 —e-?2mr — edsmr En e—(2s+1)2mr 
fe a s.{(2st- Ira}. Cà @ mera =jËi (m) Peta et en ‚ (2047) 
0 
= Sin. 4 1 — Cos. As ra) 7; 2048 
me in. Asre — (1 — Cos. As rz) g.re} Ci VEE meenam Tor ENEN (2048) 
° Cos. Zer rde 
Í et „Si. en az 20 (m) + 
0 
+ St (72). Ee As mr — (l— Cos. As mr) Ty. mr} L ended (2049) 
nt ] 
je + Cos, As ra — Sin. As ra. Tg. ra] Si. (2) ze gs see ee ee « (2050) 
— 8 
0 a 
® Sin. Zer 
Í Op Coe {254 1)ra}. Si. GE primes Gi (m).{1— Cos.Asmr H Sin. Asmr.Tg.mr} [,-(2051) 
0 
1 de 
— sf (Sin. As re — (1 — Cos. Asa) Tg. ra] Si (z) ER (2052) 
_— 2 
0 


Page 661. 


UI. M°*. 41. N°.49, THEORIE, PROPRIËTÉS, FORMULES DE TRANSFORMATION, 


Dans les intégrales (2029) à (2051) nous avons toujours ajouté la seconde forme (2030) à 
(2052); c'était afin d'en éliminer certains termes et d’obtenir ainsi une intégrale monôme plus 
simple ici. Or, nous pouvons déduire de Méth. 20, N° 1, 2 les iutégrales: 


x Zen 


iet [2 Ei (— m) + even (Ei (— m) — Ei. (m)}}, 


ik (1 & Cos.ar) Si. Or 


da 
er ii =s(}LEE eam) Ei. (— m), et nous y trouvions: 


ik (1 + Cos. ar) Oi. (2) —— Rn 
0 


TE 
= Ten eam) Ei. (mm); 


m* de? 4m 


2 de 
frees eem Hi. (m)— Eil —m) fs az. Ci. @) ze 5 


St: p 5 p xda 
ainsi que Méth. 20, N°.3, 4: Í (1 dE Cos. ax) Si (2) — 


ne 740 [— Ci. (m) + Si, (mm). Sin. am], 
0 


de 


f 
et Méth. 18, N°. 24: Í Sin, ax. Si (2) = — ost (m). Cos. am. Par leur introduction 
m 2m 


Ei 
0 
nos intégrales deviennent, A 1 — Cos.Zaz — 2 Sin? ar: 


Ze 2smr— eg (S+1)2mr 


Ĳ Sin.2ero.Cotr.Si(e == Emi) 


en AE zt — 2E —m)f{2053) 


U ET Er 


Ar nm 1 + e= 2m 
NT 2emr — TDM) ne ee 2054 
m° 4? 4m eg yer 


— g-2mr? 


Sin. 2s rx. Cot. rx. Oi. (2) — 


dr Ze mre Zeng (s+1)2mr 


Sin? sr, Cot.ra.Si.(z) CN == En (Zi. (m)— Ki. (—m)} „(2055) 
Tr m 


1e ?2ar 


kel 
. K ada TE e—2mr 
Sin. era. Cot. rz. Ci (2) —— ie Ei. (—m). (2 — e2smr — ren Eg 
n S 


> - (2056) 
— e-2ur’ 


je d. 
Sin.? sra. Cot. ra. Si. (z) 5 == — Eg (m). (L — Sin. 2s mr. Cot.mr), . …...e. (2058) 


mer? 4m 


adr —e tem e{ et AME 
in.4s ra. Tg.r.Si.(e) — CHAPE — [2E Cm) Lim). en ME FE mr ] (2059) 
N der mT Ì — e-2mr 
Sin, 4s rm. Tg. rw. Ci (&) ——— —= ii. (—m). (er dsenr — gtsmr en 2060 
Û grz. Ci. ( TE ann (—m).(e etsmr) ( ) 


7 
| 
| Sin. 2sra. Cot ra. Si. (les == mis (m). Sire eni COL MT) nete en eee (2057) 
0 
J 
p 


1 + e-2mr? 
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Ze mre Asmr__g—(2s41)2mr 


7 7 
"sin 2 2sra.Tg.re. Sila n= — — {Bi (—m)—E.(m)} ‚… (2061) 
rd? m jk + e—2mr 
xda Tr l — e-?mr 
2 / =H (— 4smr —4smr\ s 62 
Á in.? 2sra.Tg.rz. Ci (e Den? gm Del m) { fp edemr Je dsmr) Le 2m’ (2062) 
ada 5 
Sin. As ra. Tg. ra. Si (« me GOEDE UD) RLN EET 2068 
9 an g. 
0 
ie de Te 
IK: int Zsrx. Tg. ra. S, (w DVE nk == — — Si. (m). {1 + Sin. Asmr. Tg. mr}. [408]. . . . (2064) 
me? dam 
“0 


je bs etsmr 
Enfin nous avons la fonction f, (P), qui donne f(a)= 1, f(a 4 betr) = AE 
== zó: gsmri 
file zh ae) Pe sli gmri Fr 
jk — b Cos. bd Cos. smr + bs+1 Cos. {(s—1)mr}] + ib Sin. mrs Sin.smrbst1 Sin((s—Lmr}| 
1—2b Cos. mr-b° 
par couséquent, quand nous mettons q pour b: 


7) 


[408] Les intégrales (2053) à (2058) (lorsque nous y aurons remplacé s par 2s) et les autres (2059) 

à (2064) peuvent être combinées par voie d'addition, puisque Zy. re + Cot.re == 2 Cosee, Zra; puis pre- 
nons r au lieu de 2r, et nous aurons: 
dz 

‘Sin. 2s ra. Cosec. ra. Si. («) == 


mda? 


{Bi (— m)— Ei (m)} (2065) 


nt 1 — e-2smr 
5 


en” — em 


D) En 
e2smr _—_ eg—2smr 


EE: (2066) 


m2 = xr Im ENT — e-MT 


Sin. 2s ra. Cosec. ra. Ci. (a) 


de 1 2smr 
Sin.° sr. Cosec. ra. Si (x) — s == zE {Pi (m) — Hi. (— m ee, Denneke 2067 
/ 4m * 


me? -- xv? enr — e= Mr 
ade 7 ZY — SMT _— ZST 
Sin? s ra. Cosec.ra. Ci. (1) — —— —=— Hi.(— m) oe rand (2068) 
m2 Hu? 4. CMT ET 
adr À ze 
“sin. Usva. Cosec. rr. Si, == ar Si. (m). Sin.* smr. Cosee. mr, ….....-e- 2069 
Sn? — a? 
4 de TRS . 
Sin: sro. Cosec.ra. Si. (2) — n= — me Si, (m). Sin. 2smr. Cosec.mr. ....... (2070) 
m* —r mn 


0 - 
La eombinaison par voie de soustraction ne donne que les premières intégrales pour 27 au lieu de r, 
puisque Cot.re — Tg. ra — 2 Cot. 2ra. 
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en q Cos. ra— gs Cos. en Oos. {(s—1)ra} Si(e Dj zn 


1— 2g Cos. ra + q? He? 
0 j 
zn (Bim) — Ei m5 acher Sns» (2071) 
Og 
Pl — g Cos. re — q° Cos. sra + qgS+1 Cos. Da 1) re} cit de 
ú (2 = 
1 —2q Cos.re + q? VE 
0) 
mn mmm (YS PT SMT 
Beg EE ER) en Ee - (2072) 
genr 1 Ed ge mr 
Sin re — q51 Sin. sra + q° Sin. {(s — ae Si dr 
iá 1 — 2q Cos. ra H- q° AO 
0 
1 —q e—smr , 
)— Ei (— m)} he „ (2073) 
Sin. ra — q51 Sin. sre + q° Sin, and — d ap ci ‘ade ‚h É 
5 l— 29 Cos.ra + g? OEE 
0 
1 Det —smnr 1 —_ OS Sr 
eren ‚ (2074) 
Ag 1 ger lg 
P1—g Cos. ra — q5 Cos. sr + qs+1 Cos. {(s—1) Pale, ) ede 
ANS B == 
Í 1l—2g Cos.ra Hg? Sl me? 
0 
7 ' , Sin. mr — q°—1 Sin, smr + q° Sin. {(s — 1) mr} | 
—=— b—0i Si, Tel . (2075 
al Rr 1 — 29 Cos.mr +9? En ) 
Sin. re — q*1 Sin. sre + q° Sin. {(s — 1) tan @) de 
je 1 — 2 Cos.ra + q° mi 
4 
1 — q Cos. mr — q° Cos. mr + qgs-1 Coa. {(s—1) mar) } 
En St (m). NE En 
1 — 2g Cos.mr + g° 


q — Cos. mr + q°—1 Cos. smr — q° Cos. {(s —1) mr} 
1 — 21 Cos. smr + q* 


rev) 
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SECTION SEPTIEME. 


MÉTHODES PARTICULIÈRES. 


$ 1. MmÉrnopr 42. EMPLOL DES INTÉGRALES DE FOURIER. 


1. Les formules de Fourier 


Í Oos. pa da [.f(y) Cos. zy dy =S fl) (P>0), et Í Sin. pa de Í fy) Sin.ay dy — Ff (p), PO), 
0 0 As 0 ‘0 3 
que lon a déduites au N° 61 de la Première Partie, donnent lieu à un grand nombre d’”inté- 
grales définies: en effet on n’a qu'à y prendre f(y) telle que Yintégration par rapport à y puisse 


5 - » rr ee TT 
se faire, et lon trouve immédiatement deux intégrales détinies à valeur 5 f (p). Comme cette 
d 


application n’offre pas de difficultés, et qu'elle reproduit en général les intégrales, que nous avons 
déduites par d'autres méthodes, nous nous contenterons ici d'un seul exemple [409]. 
2, Prenons en premier lieu f (4) — eV li. (e-4) + e-Vli. (9), alors on a par Méth. 18, N°. 22: 


— > (eli (e-P) He? li(eP)}= fen pe ok Leu lie 9) Het lie) } Cos. apr fs en 
0 0 


(T. 204, N° 8); > U (e-P)He= p li (eP)} =|" Sin pz af {ev li. (eV) Het li (e9)} Sin. ay dy == 


0 0 


EE 


—, (U. 417, N’. 1). De même pour la supposition f (4) — et li. (e-4)—e4 li. (€), 


B S; edele 

=d npt 

js PE ie? 
0 


on trouve d'après Méth. 18, N°. 22: gelifereeli (e?)} dee {er lie je li(e1)} 


0 L 
Cos. voy dy — 2 Í Cos. pa î en LRL SN on: CAA EP) — eP li. (eP)} —= 
0 


í409] Dailleurs on trouve une exposition détaillée de la théorie de ces intégrales ainsi que de 
diverses applications, dans l'ouvrage de Scnrömrrem, Analytische Studien, Zweite Abtheilung: Die Fourrer’ 
schen Reihen und Integrale, nebst deren wichtigsten Anwendungen. Leipzig, ENGELMANN, 1858, 197 S, 4°. — 
Voyez encore ScHröMmiLcH, Grunert’s Archiv, Bd. 5, S. 204, 
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go 0 e 0 d k 
== Í Sin. pa ae fet (et) — et li. (ev) } Sin. vy dj —= ef Sinper „… (T. 204, N°. 7). 
e 


0 0 0 


0 
TE 
Maintenant pour f(y) — #9, ces formules donnent encore suivant Méth. 4, N°, 11: —e77 sil Cos. pa 
0 


co Pa , DE o re à oe ede 
jer Cos.wyydy — | Cos. pu kend zer — Í Sin. pe | ev Sin. zy dy [sive rs 
0} 0 0 0 0 


(T. 205, N° 5, 6). [410). Maultipliez par lg et ajoutez ces produits à la troisième et à la deuxième des 
intégrales précédentes, après y avoir changé z en 7 et p en pg; introduisez ces mèmes substitutions dans la 


première et dans la dernière de ces quatre intégrales et vous obtiendrez les deux couples de formules: 


% BE dd {Repo lg J eP1 li. (e-P2 pg li. (eP2)} Ts Tr 

Os. PE == == — {Ze ePI li. (e-P1)—e Pa U. (eP1)\, UPE == 
| Pte 4 E Ee | Vg te? 

0 


Eene en es En 

== ZET PILg — EPI Ut. (EPI) — ETP0 lt. 5 c à . SN : OSD Lis == 

(Berea — nl (ervij— eren (ee), et 3) [41]; f Ooo pe 
, 

1 ' 4 Eh dz 

== man li. (e-P9)He-Pa li (eP9)}, Í SUE 
0 


Ì 
MEE B {epa li, (eva) — e-P1 li, (eP1)}. 


(T. 205, N°. 11, 10). [412]. 


9 2. mÉrnopr 43. MÉTNODE DE CAUCHY. CALCUL DES RÉSIDUS. 


1. Dans la Première Partie N°. 52 nous avons trouvé les formules: 


b . q . A . 
| emwermretml= ati [POH He 
où A =2mip(e, +y,t), lorsque ae, Sb, et PSY, SY 
—= mip(e, Hy;t), lorsque py, <9, mais @‚ = a, ou ©, — b, 
‚ encore lorsque a, <b, mais y, =p, Ou Yi —=q, 
See ‚ lorsque rz, —a, ouw, —b, et en même temps y, =p, OU 4, =J- 


[410] Voyez d'autres déductions, Méth. 5, N°’. 8, Méth. 18, N°. 4, 8, Méth. 24, N°. 4, Méth. 25, 
N°. 2, Méth. 38, N°. 3, Méth, 43, N°. 14. 
[411] Autrement déduite Méth. 18, N°, 17. 


(412) Comme on déduit aussi Méth. 18, N°. 9. 
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ISES AD) SS Ee, de sorte que vr, — gy, t est un diviseur et wv, +y,i une 
Li TG 
racine de l'équation 15 Stee Sero rl So Ed ETE (a) 


Quand cette Équation a plusieurs racines inégales, réelles ou imaginaires, il faut prendre la 
somme des diverses corrections A, correspondantes à chaque racine en particulier, du moins tant que 
ces racines sont d’influence ici, c'est-à-dire tant que leurs parties réelles et leurs parties imaginaires 
se trouvent être entre les limites a et b, p et g respectivement. Quand encore m de ces racines 
sont égales, il faut changer dans les corrections dad expression p (we, +y,t) dans l'autre 
pm (2, Hy, ú) 

(m— 1)! 

Tout se fonde par conséquent sur la résolution de 'équation («), et c'est dans ce but que 
Caveny a donné son calcul des résidus. Soit qu'on en ait besoin, soit que les racines de Léguation 
se présentent d'elles-mêmes, c'est toujours la résolution d'une Équation qui est le caractère remar- 


‚ où (m— 1)/ dénote le produit 1.2.3... (m— 1). 


quable de cette méthode, dont nous allons offrir maintenant quelques applications sur des intégrales 
générales. 
2. Premier Cas. Soit F( + 4?) — OQ pour chaque y; prenons a= 0, b=, p= 0, il vient: 


Bed ele A d'où: ne 
0 


q 
mee des [ot dy — A... « (XLII) 
0 
Deuxième Cas. Soit F(x Hoo )=—0 pour chaque z; pour a= 0, p=0,g=o, il est: 


“b ze Lb 2) 
foorensmijt Ot yi Jy ode Naami | yr) dy HA. (XLILI) 
0 "0 0 
Troisième Cas. Soit F( oo +yt)—=0 pour chaque y; prenons a=—x,b=xo,p=0, 
nous avons: 


Í [F (zd-gi) — F (2)] demi (OOI, d'où: frerma=| F(m)dr —A.. (XLIV) 
Len 0 — 0 — 0 


Quatrième Cas. Soit F(oo + yi) —= 0 pour chaque y, et F(w +xt) == 0 pour chaque z; 
soif en outre a— 0, b S= @,p— 0, q = oo, on trouve: 


f orn de =— florine A, vote Pae =ifrwuta SEREN) 
0 


0 0 0 
Cinquième Cas. Soit F(— oo +yi)=0 pour chaque y, et F(m + i) = 0 pour chaque z: 
pour a — — oo, b —= 0, p == 0, q == ov, nous aurons: 
0 o 0 Ee 
| [0 —F(z)]de — | [LF (yi) — 0] dy —A, d'où: | F(z) de = —if F(yt)dy + A. (XLVI) 
ao 0 — 0 
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Sixième Cas. Soit Fie oo + yi) = 0 pour chaque y, et F(z 4 @ ij == 0 pour chaque z; 


supposons a= — oo, b=o, p=0,g == x«,il vient: fte ln 


zoo f (z)de = A, .. (XLVIT), done aussi: Ee F(e) + F(—o)}de = A... (XLVIII) 


ner, 


Septième Cas. Soit F(+& oo + yi) —= 0 pour chaque y, et F (soo t) —=0 pour chaque z; prenons 


Gb 0, p= ong 0} sor: fwd [O0 —0]dy —A, d'où: 
F(e)de = — A... (XLIX), et oere: f {FP (2) HF(—zj}de= A... (L) 


Huitième Cas. Soit F(— » + yi) — O0 pour chaque y, et F(r + »i) == 0 pour chaque zr; 


et encore a= —o,p=—o0, g=e,il est: d 
b [eo] ent ) 
fre oner == | LE (6 +4 yi) — 0] dy — A, done: f POH ie Aere eere HEE 
— 0 —@ 0 5 
Neuvième Cas. Soit F(x + yi)==0 pour chaque y, et F (mt wo i)==0 pour chaque 4; pour 
MR WEE ee Aj EN OM U OUNIER 
| [O0 —0]dr =i [' [O0 —F(—at gij} dy —A, d'où: [ ree+onen rt NRR, (LI) 
Dixième Cas. Soit F(+ oo 4 yi) =0 pour chaque y, F(x + oi) == 0 pour chaque #; sup- 
posons a= —@e,b=—=n, Pp =—e0,qg== ee, nous aurons: 
Í ode | LOOT dy Arn dor Ae ee te (A) 
_— A — GO 


B. Ces dix cas divers, qui résument les principales applications que Cavcny a faites de sa 
méthode, donnent lieu Àà quelques observations. Dans les cas 1 à VI les limites de y sont 0 et 
q, ou O et ze : done pour toutes les racines réelles de léquation («), la valeur de y‚ zéro coïn- 
cidera avec p, de sorte que les corrections relatives A doivent toutes être réduites à leur moitié: 
de plus les racines, qui auraient un y négatif, tombent hors des limites de l'intégration et par 
conséquent lon ne doit pas en tenir compte dans le calcul de la correction. Pour le eas VIT, où 
les limites de y sont — co et 0, la remarque que les racines réelles nécessitent une correction de 
moitié moindre reste de vigueur, mais ici au contraire ce sont les racines imaginaires Àà un y 
positif, dont on ne doit pas tenir compte, comme étant exclues par les limites de lintégration. Enfin, 
auprès des trois derniers cas, ce sont toutes les racines réeiles et les racines imaginaires de l’équation 


(«) qui doivent servir au calcul de la correction A, et celle-ci reste toujours comme elle est. On voit 
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par ee qui vient d'être observé que les suppositions, qui ont mené Cavcuy À ces dix cas, ont le 
caractère curieux et Éminemment utile, de nous laisser très-libres dans le choix de la fonction EF, 
et de simplifier néanmoins beaucoup la recherche des racines de l'équation (a), tant qu'elles sont 
nécessaires au calcul de la correction A. Quant aux résultats, il reste Àà remarquer que les cas VI et 
VII donnent lieu souvent à une série, tandis que le cas X ne fournit rien qu'un résultat de ce genre. 
Les cas l à V et VIII , IX donnent des formules doubles, lorsque pour chaque application spé- 
ciale on sépare les fonctions réelles et les fonctions imaginaires. Ces deux derniers cas VIll.et IX 
trouvent encore leur application dans l'intégration des équations différentielles linéaires; mais c'est 
des formules du Cas VI que Cavcumy disait à bon droit, „ qu'elles fournissent les valeurs de presque 
toutes les intégrales définies connues et d'un grand nombre d'autres.” [413]. 

4 Passons maintenant à l'application de ces divers théorèmes. 

Cas 1. Théorème XLIL. Soit Pe) — eC#, done F(adyi) —=e tt ec U(Cos 2e° zy —i Sin. 2e? zy) 


est toujours O pour # — ce; Féquation == ECE — () a pour racines & — + x% d, et toutes 


L 
FP («) 
deux tombent hors des limites O et g de y, done A == 0, et enfin: 

go 0 el 
| e-Fatg)? de —= / ede —i ij U) dy, d'où À laide de Méth. 4, N°. 7: 

Ö 0 
Go 1 a 
ed | eer (Cos. (Ze? qz) — i Sin. (2e° q2)} da — ard nt jee ;, et par la séparation des parties 


2 
2 
0 0 


oo 1 ke} 
réelles et des parties imaginaires | eet Cos.(2e° yo)da= mn [414], fer Sin(2e gaz, de —= 


0 0 

== eed | etr da, relation, propre Àà Yapproximation de lintégrale au premier membre, parce 
) 

qu'il existe des tables calculées de la dernière intégrale. 


[413] Sur cette méthode de Cavcuy ainsi que sur Vapplication du calcul des résidus, on peut con- 
sulter outre Notes nombreuses dans ses Exercices, surtout les mémoires suivants du même auteur: 
Journal de PEcole Polytechnique, Cah. 19, p. 510—592, Mémotre sur Vintégration des équations liné- 
aires aux différenees partielles et à coefficients constants. — Mémoire sur les intégrales déflnies prises 
entre des limites imaginaires. Paris, de Bure. 1825. 69 pages 4°. — Mémoire sur les intégrales définies, 
où lon donne une formule générale, de laquelle se déduisent les valeurs de la plupart des intégrales 
définies déjà connues, et celles d'un grand nombre d'autres. Annales de Mathématiques de Gergonne. 
T. 16, p. 97—108. — Recherche d'une formule générale, qui fournit la valeur de la plupart des inté- 
grales définies connues ef celle d'un grand nombre d'autres. Annales de Mathématiques de Gergonne, 
T. 17, p. 84121. — Mémoires des Savants Etrangers de l'Institut de France, T. 2, 1827, p. 1. Mé- 
moire sur la Théorie de la propagation des ondes, p. 124—312, Notes. — Ibid. p. 599. Mémoire sur les 
intégrales définies. 


[414] Qui est la même que T. 280, N°. 4, Voyez d'autres déductions de cette intégrale Méth. 23, 
N°. 23, Méth. 24, N°. 3, Méth. 32, N°. 8. 
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5. Cas II. Théorème XLI. Prenons F(z) == f(a) cezë, done F(atyij=f (2dyijezie, de sorte 
qu'il est ici F(m Hooi) 0, pourvu que f(r 4 oi) ne devienne pas oe. L'équation («) donne 


Fo) eert — 0, d'où, par la supposition quant à f(w), seulement e-cri — 0, dont la racine unique 


p b 
r==— ed ne tombe pas entre les limites 0 et oo de y. Done A — 0 et: [ro emide = 
0 


les 
== | yder v— f(b Hyijebe—er} dy. Supposons que par le calcul des quantités imaginaires 
0 : 
on trouve pour la fonction Àà intégrer au dernier membre et {f, (z) — if, (x)}, lon en tire: 


b oo co 
fle)Oos. erde — Nlet rde, / f (z) Sin. crd =— | fr (verde, Équations, qui par le 
0 0 0 ì o a 
développement (sì toutefois ce développement est possible) de f, (z) et de f, (z) en séries ordon- 
nées suivant les puissances de z, peuvent servir à exprimer les intégrales des premiers membres 
dans une série de fonctions Gamma [415]. 

6. Cas III. Théorème XLIV. Lorsqu’on suppose F (z) = (q—zijr- lett, il vient F (z4-yi) = 
= (q 4 y eije) ePeryi, qui devient zéro pour e= + oo. Ensuite l’équation («) est 


1 Es ; À EE: 
= Dr nn 0, dont les racines w — + oo d tombent toutes deux hors des limites 
‚(q — zij"— 


1 
F(e) 
Oet q de y; done A— 0, et par suite [oro ertgi)? aad (qa tet de. [416]. 

Er — 0 


Prenons r — 2, séparons les parties réelles et les parties imaginaires, et nous aurons: 


kee] ao 
jes Cos. (2c° qe) — wv Sin. (2e? qr)} eld =q he Wij Li m (d'après Méth. 6, N° 8), 
c 


Dd — 0 

a] el 
| {24 Sin. (2e? qe) + a Cos. (2e* ga) } e-FP0) de —= | gert Eda denn ol (2077) 
mm U) — f 
Divisons dans la première la distance des limites en deux parties, de — » à 0 et de 0 à oo; et 
posons dans la première partie & — — y, alors les deux intégrales déviennent égales et Von a: 


(415) Voyez Cavcny, Savants Etrangers de PEnstitut, T, 1. 1827, Mémoire sur la propagation des 
Ondes. Note 16, p. 184. 


[416] Équation énoneée dans le Bulletin de la Société Philomathique de 1822. 
ao 
(411) Car pour z =y* Pintégrale (73) donne: | Gti Re Etsel eaten (2078) 


+} 
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0 
Í {2q Cos. (2e? qe) — « Sin. (2e* ge} e-ID de — Se Vm. Soustrayons-en l'intégrale trouvée 
c 
0 


an N°. 4, il vient: | vsi qe). dae —= 5 eTn. (L, 389, N°. 3). [418]. 
c 
0 
2 r Nl Ì Ì 5 
7. Cas IV. Théorème XLV. Pour F(x) = nn — on a: F(w + yi) —= 
ONE 


— 


ze ee md 
(EH)? Hy) et Hy 

Ener == 
ded + 1 


à étudier; les deux dernières sont situées hors des limites de lintégration, et ne donnent par 


; done tant F(oe +yi) — 0 que F(x i) = 0. 


Dd 


’équation («) donne: ez Do, 0: doner —= 0, — let —= — oo les racines 


wide LE AE 
conséquent aucun cas de discontinuité. La première donne, puisque p (p) — (— are 


1 £ rn oe 1 de 
(0) = (l— DIE =— 0, et donc A == 0. Par conséquent il vient: | id 
T 


0 


niee $ 1 da a en LNE eN : ’ 
== er — SE Cos. r — iSin.v — — — > |_ ; d'où par la s(paration des jarties 
l lee 
0 0 


[418j Autrement déduite Méth. 24, N°. 3. 
[419] Voyez encore Méth. 44, N°, 3. Substituez ensuite dans 1. 212, N°. 1 (voyez Méth. 18, 


. ee / 1 | de 1 
N° 19) # == y?; alors vous aurez: Cos. (2°)— si EE (2079) 
Le) wv 2 
0 
® Cos. (z°)— Cos. ( 1 
Soustrayez-en l'intégrale |. 212 N’. 6 du texte, et il reste: | ane Eon) dp 5Â Skond (2080) 
v p) 
“0 
® Cos, (21 y— Cos. (x° 1 
Supposez-y z —4*, alors: Í Gor EEn ie Dn == ze ee 201) 
5 Ì 
0 


d'où vous déduirez, en prenant la somme de celte-ci et de l'intégrale (2080): 
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ed 7 AW 
En | en =D, (T. 194, N° 1), [120], (dâprès Méth. 1, N° 8) 
L pd 


AOM A. 


(rzie  d(e—rijt 


S=; nous aurons par suite F(o +gi)=—=0 == F(rd-at), en tant que 


(e <1), done 


S. Prenons encore dans la même formule F(e) —= 


n Ë + yi 

rat 
ie (z + yi rije 

fl Hat) et f(ro0 1) ne deviennent pas en BE que la forme de la fonction f() nécessite 


une correction A, et nous aurons: 2 ee ij en nd y= A’, - «- (LI) 


théorème, dont mous aurons besoin tout te suite. 


(«) It IE 
9. Cas V. Théorème XLVI. Prenons de même F(e) = — A == 7 jl Ee ‚ alors 
reit  ( ij (ri eye 
outre l'équation F(x Ho i) — 0, comme au Nr. précédent, on a encore P(—e +) — 0. 
Supposons que la correction devienne A”, nous Etn 


0 f(e)da rekt He 
ede (—ije {6 a y BTA en ET £ 


Pour prendre la somme dS équations (LI) et LIV) observons que {y—r) je = telg —r)e 
(pour yr), = (r—g}° (pour yr), el (— ie (rije — (ijt (ye (pour yr), ef 
== (r—g)e (pour yr); done tant que y reste plus petit que 7, c'est-à-dire entre les limites 
0 et r de y, les deux intégrales des seconds membres s’annulent: aussitôt que y surpasse 7 i) n'en 
est plus ainsi; par conséquent on n'aura qu’à intégrer entre les limites r et wo, et lon trouve: 


Nee = ke dee AAA 


Hei 


== 


d eh e 
== zine | Jt ie Des NDE ENEN reeet le (LV) 


d'après (C. P. 23) et après la substitution de y — dr. 


co 1) C 51 ; 
GOE) En eden (2082) 
x d 
0 


La continuation de ee proeédé vous fournira enfin la formule générale curieuse: 


+} gi An 
Û Ole) Oe e= (1 saleen (2083) 


r 2 


[420] Comme on trouve Méth. 6, N°. 5, Méth. 17, N° 3, Méth. 21, N°. 3, Méth. 34, N° 2. 
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Pour une application de cette formule soit f(z) — alors on pourra chercher la 


) 
(s— vid 
somme A’ A” tout d'un coup. Pour cela remarquons que léquation (r + zi)° (s— zijd —= 0 a 
e racines égales À ri et d racines égales à — si: or, ces dernières tombent hors des limites de linté- 


gration et par suite elles n'ont aucune influence; mais les premières donnent suivant les règles de Nr. 1: 


(e1(2) =d gt al, tel (r 4 wi)le Ù je. jl 
PEN (a) == del, — (PE er ERE) Ti 
(raijtls—eijd _ (s—zijd (s— zijd ic 


=de, qui sannule pour la valeur ri de zr, pourvu que c soit < l. Comme dès- 


(s— zijd 

f » N 5 ie da o ie de 
lors A s’annule de :méme, il vient: — A NOMNNC HT : 

(rd wije (e — tijd zes Ar ep we 
— AL 0 

2 Sin. ear Ee 1 2Sin.en T(L—e)r(e+d—l 

en EE Leeds me ANNE 6) — 
rajehtr f gel Hijjt  egerdt r (d) 
Jr Med) 


mi SE sjed To) r (d) ‚(W. 30, N°. 1), (d'après Méth. 4, N°. 6, Note, form. B). Dans la 
\ 


première réduction on a employé la substitution # — (r + 8). 


Ì 
10. Cas VI. Théorème XT,VIT. La supposition de F (w) = en Goe tiete 


(r — wijt (s— zijd 
F(E Hi) — 0 que P(a- oo i)—= 0. Téquation («) devient (r — zijt (s— rijd —=0 et a c 
racines & — — rd ct d racines & — — si: mais comme elles sont toutes situées hors des limites 
0 et o de 'intégration par rapport à y, il s'ensuit que A est zéro. Par conséquent : 


Es d 
0 ä 5 OM 
EEN ah (TR ONS) 
(pr — wijt (s— vid 

KI) ï 

LL. Ce même théorème peut encore nous fouruir plusieurs autres theorèmes généraux. Car soit 
f(@) une fonction qui ne peut devenir infinie... (a), comme nous le supposerons plusieurs fois dans 

f(@) E 


la suite. Alors prenons F (e)—= "5 V'équation («), r— wi — 0, aura la seule racine Eri, 
r— di 


> EA 
Ri 8 N 5 deet (e) da hi 
située hors des limites de lintégration suivant y, d'où al swt A = 0, done: {@) is … (LAVA 


Wd) 
—0 
: - Ko er (pW 
et encore par le même raisonnement pour F(x) = /{ d e $(e) Oe GANA) 
5 D (7 -— x)P (r —wi)® 
=O 
8 f(x) : ud jd: 3 ; NES 
ae Wij == 1 au contraire la racine de Yéquation («),‚ r4wi == 0, devient == ri: d'où 
Tite EL 
: en 8 Ef («) der AE Î 
la correction A —=—f(rij.2ad == 2af(rij, et par suite: | oe RA (ee (OLIVER) 
1 Je vi 


— 
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1 
Lorsqu’'on aurait F(e)—= r En: Péquation (a) aurait e racines &— ri, done p (2) = „J (@), 

d 

el ee: ik ) (rò) 
me (A0) re Ae Seren (rt), et ensuite: 
2 f(eyde | Cl) 
iede LD sig (ré) = (— Bak DNA 4 ve (LIX) 
(vr + zije Pel (c—1)! B 

P al f(«) EN E] . \ = 5 . 
wenen) Ne d'où Péguation (w), l(r —«i)—=0, à une racine g=(l —r)ú [ei 


hd L . . . 13- . 
il dépend de la valeur de r, sì cette racine tombe hors des limites de Yintégration ou non: lorsqu’on 
a rl, cette racine est négative imaginaire, et reste done hors des limites, et A est zéro ; lorsque 


r<1, elle est une racine Àà étudier et donne p{(l—r)i} — in nij = 
1 "Li 
=f{((l—r)i} EERE f {UA —r)i} ie if{(l —r)i}, done A =2niif{(l—r)i} = 
A mrd * 
r— vi 


=: — Zaf ((l-—r)i}; enfin lorsque r —= 1, on a & — Oi, et comme elle coïncide alors avec la 
limite inférieure de /, il faut prendre la moitié de la correction précédente. On trouve donc: 
2 fe) de 


Tk. „EN, . (LX), = — af ((l—r)i} (F1), (LX) = — rf (0), {r —= 1. (XII) 


Partout dans ee numéro on a la condition («). 


1 
12. Pour offrir une application de la dernière, soit f (w) — — (1 — e1#), et Pon aura: 
& 
ede 

rd Li {1 — CD}, (r 1), —= 0, (r>1). Pour r =1, il vient f(0) — 

br — zi) 4 miles 

ERGEN ren 

zet eee et — qì, done: er he qr. (IT. 382, N° 9 à 11). 
én 0 1 Ul —ei) « 


— 0 
13. Passons au Théorème- XLVIII du Cas VI, et déduisons-en quelques formules générales, 
tout en gardant ici la condition (a) du Nr. 11. 


f(@) 


Soit F(x) —="—; alors l’équation («) a pour racine # — 0.i, qui coïncide avec la limite 0 
ei 


1 
de /: done, puisque p(z) == f(«): 
1 


Ë LF, nl en de rijf (Ort (Are AEL 


| ei — ai | i 


Page 674. 


ET METHODES D'EVALUATION DES INTEGRALES DEFINIES. LI. Mè. 45. N°. 15. 


Lersque F (we) — Je) la racine de ig («) devient z — —r, réelle; de plus on a 


adr 


g(a) — f(a), done A —= mif(— 1), et: en diner) ee ern (ONETDVA) 


Er z 
0 
nne) de f 6 é : 
Pour F(z) == DE Yéquation («) a pour racines w — — ri (dont la racine & — — ri 
7 
en rf) 
tombe hors des limites de Iintégration); on a done y(w) — > GE 
vri 
Í Je DEN ed rde == 2ni, ‚fed SNG de eh eed toate zie Ee (LXV) 
De ij ge 2 
Sel ï \ ef («) ER . . e E 
Soit F(e) —= ——, alors léquation («) a les racines ==, n= jrietrg=—ri 
rede? 
n \ D / f(e) rif (ri) 1 
(dont on n'a pas Àà tenir compte). Comme ona g(2)= > =0, p(rij= n=), 
Ge 2 atd. E 
il vient: Í aA ee ze 2de mi gu (GO) HN (GI) oon ete oee (LXVI) 
reta? 
; rf (x) ROA 
Prenons encore F (e) — ———. hes racines de Ï'équation («) sont e— dr, qui donnent 
ien 
SA ld 1 
pdr) = rj) —=f (rp (rr) == BD =—= — =f(—r), d'où, puisque les racines sont réelles: 
rr 2 rr 2 
Of(e) fe) No: 1 ii holvaatgenene, E 
ij KE rde == ni fsf (— nf RS {f (r) —f(— r)} 5 OLED) 
0 
Au contraire la s ition PF (w)— 2 d : les racines de l'équati :d== 0 
À a supposition et AE onne pour les racines de Ï'équation («): w— ©, 
att Ge fe) nf) 1, stg 
vt r, d'où g (0 eens =— 0, p (+7) en == DA, PNI EE mt ) 
done, parce que les racines sont toutes réelles: 
fe en) Lt mi EEEN 
ia ED ae ai fet fn} 5 UO Af} AVI 
“ik Ed 
it F Behe Erst he == 
Enfin soit F(z) = ‚ alors Y'équation («) a pour racines z —= 0, « = +7! ct 


v(t Hr°) 
ze == — ri (dont la dernière, comme située hors des limites O et par rapport à y, n'est pas à 
ef (e % 
considérer ici); de plus on a p (0) = Sn == f(0), (pour le calcul de A il faut observer que 
r r: 
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cette afne coïneide avee la limite inférieure de @), p (ri) —= RAG) A fri) Ee: 
«(re + ri) ri 2 ri 2 
Pf(a)—f(—ae rde (1 US ADE AN 
done: / = zt Fr — Pe == 2, Tri 0 me Ri TL {f (0) — f (ri)} eteger lef ze (LXIX) 


0 
14. Dans les cinq derniers théorèmes supposons f(«) — eP, d'où f (2) Hf(—r) = 2 Oos. pa, 
fe) —f(— rx) = Zi Sin. pa, il vient: ie Ee 


Poos: © Sin. p: 
| rde = em, | ede zer, (T. 205, N°, 5, 6), [421], 


rid ot rea 2 
0 
“® Cos.pa 5 ® Sin. p: 
SDE grep ede ENNE en 
or? 2 arr? De k 
‘a 0 
SE GUA E 
| LS == {ler}. (T. 212, N°. 12). [423]. 
gert 4 2 
RA 
Dans les formules (LXV) et (LXVII) prenez f(w) — ar—tezi, alors f(@) 4 f(—e) —= 
== (wipt (iP — iP) d Cos. qa — (iP Hú) Sin. gef — 2 (wip! Sin. (5 pr — qe), et par conséquent: 
Í ap—l Sin. (} pr — qz) rt A GOL EERS ii ear, (L. ben NP. 24), - 


0 

de mij elk Re 3 71 
len (rj eri SI re Cos (Dj GE: 
raa: 2 2rüw 2 d 


ad . 
i av=—l Sin. (Ì par— qe) 
0 
(T. 206, N°. 20). 
15. U y a encore une autre transformation des théorèmes du Cas VI, qui mérite notre atten- 
Ì 
tion. Supposons 1 (er) = — if 


) 
pe] 


LH wi VN ) 1 
La Sn Ee late) —, et substituons en même temps 
1 — zi LH ijf 14 


@ — Tang. 2, alors le théorème (XL VLU) nous fournit: 


| É {if (2E) HE file Fzijho(Lgejde BA on sen ete et (LXX) 


2 


Mais lorsque, pour chaque signe séparément, nous divisons lintégrale en deux autres, qui ont 
el 7 mr B eN . 
respectivement 0 et —, —— et 0 pour limites, et que dans les dernières nous substituons == —y, 


[421] Voyez Méth. 5, N° S, Méth. 18, N°. 4, 8, Méth. 24, N°. 4, Méth. 25, N°. 2, Méth. 38, 
N°, 5, Méth. 42, N°. 2. ; 
[422] Autrement déduite Méth. 9, N°, 10, Méth. 24, N°. 5, Méth. 25, N°. 3. 
(423) Sur une autre déduction voyez Méth. 18, N°. 4, Méth. 25, N°. 2. 
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il vient: B Ale) ef (em22 zi} Ka (Tg.z ) Ho (— 7.2) | de RAT EG (LXXT) 
(ij ; 
Ks 
Ier ijf (ec?) | Ka (Tg.z) —ob(— Ty )| U NINE Je & (LXXII) 
0 
; 1 1 let Lg) IS ven lr Cos. 22 
Pour f (4) = st — els == : == 
Pour f (%) heef) rl ll Te Er 1 ar Oost rt® 
| zi (1 — zi 2r zi [Sin. 22 
E ip Lee —jf | ee ren EE pn EEN dn — 5, par la substitution 
old 1 + vi Lr)? (lr)? BT Jr ‚2 
id 
BE (tenders Tal A LXXII 
de z == Tang.z; done: | Pe 2) D(—lg.e)fde = A,.-. (LXXII) 
0 
Kleed lo (Zy. Tg. 2)] de (LXXLV 
| 1 — 2r Oos. 2 Zaris rk den ge)fde SA... (XO \) 


o 


: 1 en 
16. Maintenant soit & (ex) — «?, alors \'équation («) seau eed En ne — 0, 


nn er 
en 


ou == 0; done dans les deux cas les racines sont celles de l'é- 
rat zp 
quation 1 Je? =—=0, d'où wv —= Hi (puisque # — — i tombe hors des limites de y), et de plus 
Le —r 
ES LOU ie ie selon que rest <1, our zi Dès-lors pour le premier cas du signe +, one: 
Lr en 

d = Li In lr, l=r\epl, r—_l, sli 

PU Ee =d SN ij= | ie 
Sk 14? J l4-r lr) 4 rtl Dd á 
4 £ Ag lr El NNI ii 
et pour le second cas tout de même: v(t) — — Pl, glij = I= wl, 
4 147 Jan 1 ry 4 


hl rr l\P —1, : 4 , 
ar ET ik il, Lorsqu'on substitue tout ceci et que l'on divise par Ì+(—1p, 
ze 


1 
1e iP Hip 20e t pn 


ce qui donne ‚on trouve: 


7 


ik 1] —r Cos. 2x 


pra EEE tE fi __ il ij 1 
1—2r Cos. antr? ne 4 Cos} pr | WE, B 4005! ne a nel } 
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tolN 


r Sin. Zw 
1—2r Cos. Zur? 


N irl 1 Ì : 
(T. 69, N°. 1,2); de même, puisque en EE nee | 


Se Sl GANS nl +5 Ih r> 1. (T. 69, N°.3, 4) 
4 Sin. pa \ lr (e 4 Sin. 3 pz rtl 


Soit encore (2) — £ — ri), alors les racines de ae («) restent les mêmes # ==, 


l— 1 1— 
Di Ee (rl) e En ll) On trouve donc Ok, p ee == = 
1 —l 1 —Ì lll 
== ll Ee in Ús 5 > dl =d ME —= —l 2 ‚ pour la première formule (LXXII); 
di lr rtl di ie di rtl 
IL l— —l 2 | —l 
et plij=l2, rp "| == ‚_p [ | =d 5 ‚ pour la seconde (LX XIV). 
Ai lr rÍ di Lr rj di rtl 
On a de plus U(L—i7g.z) + U(LHiTg.e) — U(L 4 Tg.t2) = — U Cos. 2, UL — iTg.2) — 


— U(L +4 i7g.z) = le?: = 22; donc: 


Kz 


2 l—r Cos. 2 2ni /l LE Ee 
rm da == |l2dl —=_l „(r< 1), (T. 346, N°. 5), 
ge EE Fe TE Lr) 4 4 Bas ) 
lan 1 UR zl4r 
eelde lj sg oo {List 
SA en El Apr le 
E r Sin. 2x Ini 1 —l 2 Tr 
dam 2 eller el) 
i 1-27 Cos. 2d? pe 2 la: A di re 4. (esn 


6 


1 
[424] Comme on a Méth. 4, N°. 3 f LCos.rde — =p elë, il s'ensuit encore: 


Ee 1 Cos. ada VREE be l Ei ‚(r2>1), . (2085) 


5 A Es To 
1—2r Coster? lr? 3 gr Ne mt Ke 
0 


2 Cos. Uw. l Cos. das 7” Tae a L 
Ee dE — rl, (r° <1), . (2086 
| 1 — 2r Cos. 2 + 1? Ur(L—r*) | Ae De rn ) 


z Sl Hert ief. (#2 > 1)... (2087) 
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akte 7 Seek 
Dans ces intégrales prenez & — > — y et r négatif, il vient: 


2 

5 0 

2 1l—rCos.2r lr De 

mr Un (1: DN (DRS AORNE NI 1), (2088 
Í Ee TRE „0 ae ) 

2 r Sin. 2x 7 71 nr—l 

n= de —=_l(l —r), (Pl), =-l 2 1 

Í 1—2r Cos. Uar* e il en ( ANGER 4 aA 
0 
et soustrayez ces intégrales des correspondantes qui précèêdent, alors: 

2 1_—r Cos. 2z 

ee Ù fy e= 1(L 346, NS 7), = = Bijen 21). (2089 
lg Je lr A ) 4 TS > ) 

Zj 5 

2 r Sin. 2e dr 1 1— ERI 90) lr— Ĳ. (2091 
fte 14-r Te 0: => eh 
0 

L \ re ad l 4 =) 
17. Cas VIL Théorème XLIX, L. Pour F(z) == (rare + ed Féquation («) donne 

pour racines we —=ri et & == si; mais comme elles sont toutes situées hors des limites de l'inté- 
gration — oo et 0 de y, elles n'ont aucune influence, et A est zéro; donc: 


de 


(r + zi)° (s + zijd TE 


Comme {(r— zij CH (r Haije} {(8— zijd + (s + zijd} — {(r— ijt (s —aij-d + 
+ (r 4 zij (s Heid} HE ((r — zijt (8 + zijd H (r Haije (s— zijd} et que les intégrales 
T. 30, N° 1, 2, 3, trouvées respectivement ici aux N° 9, 17, 10, sont symétriques par rapport À 
r et s, on trouve lintégrale: 


0. (T. 30, N°. 2). 


pe, 4 Ì E 7e d— 
Í {rij € + (rai) } ((s—zijd E(shzijd} de —= + en Den En .. (2092) 


Divisez-Ja en deux parties entre les limites — oc à Oet 0 à oe, et substituez dans la première & — —y, 


Isen de 5 is Nt ne : 5 bs elen 4 2 F (ed-d—l) 
il vient: Í (r— zijt & (rai) } ((e—zijd + (sH-ai) dn EE k 
0 


(T. 23, N° 9, 10). Celles-ci deviennent pour d Yunité: 
NE, ie ye ed ye , 
Kn ens Af aL noa), | eee (9094) 
0 


Ss: dr? s(rHs)e st Jz? (r+-5)C 
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$ 3. MÉrHODE 44. MÉTHODES DIVERSES INDIRECTES. 


1. Excepté suivant les méthodes précédentes, on a encore agi quelquefois d'une manière plus 
ou moins indirecte selon que la formule étudiée semblait l'indiquer. Quelques exemples suivent ici, 
qui ne seront pas sans quelque intérêt. 

0 1 2 
2. Dans lintégrale 1 = Í et? de substituez #=—=yy/p, alors 7e = Í ePt*dy. Difté- 


de 5 
EPE EEE ee Ee NE Ie Nt de 
rentiez-la a fois par rapport à p, il vient: aes DS IK yejeePI° dij, ou: ia Py° y2ady 
2 Le/ Ke 
Ì 14/2 8 9 
== Te ou en remplacant p par q? In edy" y2ady —= zepen | (a). Maintenant par le 
développement de Sin. d'après C‚ P. 68 on a: Se ee Zi eedt En Sn Ee zntl = 
PP P & o STel 
0 

o (— 1)” San (—1) L Hee 5 

= 5 sne Ie Pe ande =S Leni ee En (par la substitution de léquation (a)) 
0 
» (—1)” 1 
— IS ep EE . .. . « (b). Mais encore a-t-on par le développement de et: 
o (2q)2n+1 tn el 
1 1 
27 AE Ir fid. antl  e(— 1 1 
RL 
o Iml oen gnl %G Il (2nH 1) (29YPP+ 

0 0 : 


la comparaison des sommations dans les Équations (b) et (c) nous fournit dès-lors: 
5 


Sins oo 2u ® Sin. DE 
| Eg de if ede. Prenons-y q zéro, et nous aurons f —dr= ifv; 
z 


Ki 
0 0 0 0 


. 


7E 1 
mais lintégrale au premier membre a été évaluée Méth. 6, N°. 5. Donec Dh Ï An Vr, 


0 a 1 
T. 36, N° 7), d'où par les Équations intermédiaires du raisonnement: ePdr= Vr, 
Pp q 2p 
0 


Le S/n. (DT. 114, N°. 8). [426]. 


0 
Cr. 30, Nr. 3) pia5), feae gen 


[425] Autrement déduite Méth, 4, N°. 7, Méth. 38, N° 2, 


[426] Voyez encore Méth. 3, N° 7. — Cette réduction est de Scuuömren, Grunert’s Archiv, Bd. 5, S. 90. 
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ie 3 Petde 
3. On a par définition: li. (p) =| 5 =H pt ET Dre 


oo 


” nn 


: ved 2n 
Ci.(p) =| ee gen GA „Ip! +E en Mais dans ces séries on ne peut déter- 


In 12/1 
50 


miner les constantes A et C par la supposition de p zéro, puisque tant les intégrales que le terme 7 Ip? 


p 1 
deviendraient infinies alors. Or, lorsqu’on aurait une fonction f («) telle oe f J@) de =p? + p(p), 


} er 0 nik NE 
avec la condition que g(0) restât finie et déterminée, on en déduirait: Í eri) de = 
L 
0 


© In 1/1 


1 pr _(P(Cos. » 1 px 
—AelP) + ÊCHS ben [B rofamean tE ‚ ct ce mest 
1 


ij 


et 
qu’alors qu'il serait permis de prendre p zéro et d'écrire : i (rol de =p (0) —A, 


- 0 


® (Cos. EA 6 
| | —£() dee 


1 g Pp de 
Prenons par exemple f («) TE, dors: [Fan enke En ee 


et 
35. N°. 13. d Earl — OL et 2E Er 
(T. 35, N°. 13), d'où g(p) LL Hp), #(0) e [5 De TE dz At: 
0 
T. 133, N°. 1), [427 Rr ge Cr (LID NE ij [ús 
(T. 133, N°. I), (# , f 5 zap ee ‚N° 1). [428]. 
0 
1 1 
hehe pour f(z) EE) on trouve d'après (50) g (p) indi), (0) =0 et done: 
ed Sil ® (Cos.z i | 
der=—A, (T. 133, N°. 5), [429], ed 
Mn EE f ak | zl He?) 


0 


[421] Déjà déduite Méth. 1, N°, 32, Méth. 37, N° 3. 
[428] Autrement Méth. 18, N°, 19. 


[429] Comme on trouve aussi Méth. 27, N°. 7. Dans lintégrale T. 153, N° 1 (voyez un peu plus 
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(T. 212, N°. 6). [430]. La différence des deux intégrales de chacun de ces deux systèmes 


oo É ee d. 
fourmit 1C — A =| 5 dl da | (e-* — Cos. ij (T. 393; N°. 11) (d'après 
z E T 
0 0 


Méth. 18, N°. 5), donc C—= A. [431]. 
—b 


Er c 
Se b UW.ade Bb adedb 
4. On trouve Méth. 3, N°. 2: 1 =| gal (1x?) Db de = EE Ge 
À n 


Tac atb.edb ad2b.ecd2b a 


Pour la différentier par rapport à a, prenons-en d'abord le logarithme, alors U=lb—ledl2b—l(e db) + 


H13b—l(e +2) H….—la + La He) —l(a Hb) + late db) —l(a +26) 4; maintenant 
1 1 1 1 1 


la différentiation par rapport à a donnera en Sen EE + NE Ei „de 


haut) faisons @ —y*, et nous aurons: (en Ee . (2095 
in a 


0 


de 1 
La différence entre celle-ci et notre intégrale T. 133, N° 5 donne: fer — €75) Pe „ (2096) 
0) 


0 
Ahr bt „dz 1 ; 
Dans celle-ci faisons w==y?, nous aurons alors: f (e-t'—et)_— = Aen ear (209795 
© d. 
ò 

AN ò B 
et sì nous prenons la somme de ces deux dernières intégrales: f(e-t* — EEN 7 A... . (2098) 

5 Î 


0 


Se de 1 
En continuant de la sorte nous aurons enfin: in == k A ele teen O 
5 


(430) Sur une autre déduction voyez Méth. 43, N°, 7. On peut encore la déterminer ainsi. D'après 


0 ao lee 
Méth. 12, N°. 3 on a: Z'(p)T (p) =| einerden f terde f Leg Gee dy 
y 
0 


0 


i Zdyf Ë dln wy 
(suivant Méth, 9, N°. 22) =| mn aopleede — | ar-le-tCosaydyf=f — 4 Cos. y.F (p)— 
8 ì 
0 4 0 0 À y 
en ij e)) dee 
r Ee done: Í [ore Tee r 


(1 4 y*)iP (La) TE £e) ER asch COT) 


d'où pour p l'unité de nouveau T. 212, N°. 6. 


4311 Sur ce raisonnement voyez ARNDT, Grunert’s Archiv, Bd, 10, S, 225. 
y 
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Pour trouver la valeur de la série, multiplions-en chaque terme par une puissance de y égale au 
ye yete yetb yatetb yet 


ad ate atb adeHb at2b 


dénominateur, alors expression P —= — + … deviendra 


dP 
pour y lunité exactement la série précédente. On en déduit EE == ye yael — gat 
y 


1 
FH yaterbl — yet Lya (ye 1 (1 + Yb H YP He) =ge (ye— ET ze aus- 
ari) 


si longtemps que y reste <1. Il s’ensuit donc, puisque la série s’évanouit pour y zéro: 


d d 
P= gelgel Daos et suivant ce que nous avons fait observer précédemment : af? al GE se Ee 
5 Te) 
dl 
d'où — ane ae! men Ei ef en 1 de, c'est-à-dire, d'après la valeur de En: 
da 
1 de 1 Sl ge == 
| gal (l—eb) ® lede wd gel (1 — eb) ® dex | 7 rtide se (a) 
— 
0 0 0 
Afin de simplifier cette relation supposons ab et z? — y, alors il est en premier lieu: 
1 wm 1 nn: 15 Sed 
[ cbl (1 — ab) © dwjf and veil Mei (LON); 
c c 
0 0 0 
mn, 1 frae—=1 
et par suite: [ abd (L at) P de == Herd ord sr (aen (D) 
ef 1l—ab 
0 ij 
1 Eb leg ze KN | 
* Soit encore a =b—e, et af —=y, il vient: Sas (la?) ® de ij y (ly) dy = 
0 k Úi) 
k rlr) je Gj 5 | 
=S, (D. 10, N° 5), (d'après Méth. 4, N°. 6, Note, form. B), done: 
b r (1) … Cr 
b Sin, — 
b 
1 et Inet 
Es le. (Ae?) * de | WRS Bec AE (c) 
„cf l—ad 
0 biSin. 0 


Les formules (b) et (c) réduisent des intégrales, qui sont plus compliquées à cause de la présence 
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de lr, à d'autres intégrales, où cette fonction ne se trouve plus [432]. 
(Le?) 


0 
Nie da le—l de n da 1 zal dr ER 
5 mfs mn dri pel Tsj La première 

5 0 


intégrale du produit nécessite, d'après Méth. 3, N°. 4, une distinction entre c pair et impair; 
done, parce que la seconde a été déduite Méth. 33, N°. S 


Î d 
Lorsque dans (a) on prend*b=2,c == 1, elle devient: | ez se 


Bad 


1 de 1 de 1 g2al Jz gal? » (— Ir 
GG gal X == EN == 
V(L—t?) (ll?) 14e 182 o2ad-n 
0 0 0 
gal/2 (—1I)» a o, (—l)r—! Zale! rn Lal — i SS 
== > = > EE == 24 ZX (2101 
la? oo Lef? 1 n 1 n | Lel? rj 1 Ne ) 
: 1 : 1x? en 
en — f zi ze DS ee NEE ee — 
V (l—e*) V (l—-e®) le gal? 2 0 Zadntl 
0 0 


—1/2 ll —1l a—l/2 oo (—l rl 2a (—_—1 ga—l/2 2a (— 1) 
slr (et zege gee zn ECH 


OT Pen ” Ren ” 1 n_ gaf2 9 Te Ea 


1 
Quand on suppose b—=L, c —=3 dans la formule (a), elle devient : | oearamenn 


0 
=| alde (1 la 


tte eng ltr )e it 
0 


(en eN: p 
+ 2 CE [433]; mais ici d'après Méth. 3, N° 4, il faut distinguer encoreentre a pair 
1 n 


[432] Voyez sur cette méthode Evrer, Prineip. Caleuli Integralis, T. 4, S, 3, p. 128, sqg. 


ll? L lr 1 1 
[433] Parce wer f Tr ed | cal de eel _| de je + Ee TE 


0 0 0 


1 5 (IJ Ak ren Ien be (—1)" eit e 
ie En TE +1 Dik ” brak Ee En n 1 n | 
tE nd b) lik \ ) 

nen ats 12 +55 ene ennn (2103) 
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et impair; donc: 


1 eN Ì el 1 ) 2al(— 1” 
galg =de nn 2104 
|- AA ie let? (Za 1 a n | ke 
0 
Eno Vire WE je] Ls sch 2 
|= ade (le Vr enk 2 kn en > iej (2105) 
0 
: N a ne eeh eel tE 
Des trois premières de ces quatre intégrales on trouve les cas spéciaux poura l'unité: Ansje sel 
z 
Telde zf 1] ml 4 
ll, (T. 163,N°. 3,4), fr le def (lt) > ni 62, N°. 2); 
Vs) ni| ni ( ak eday (l—a*) 5 | 5 (LE )}e 
0 
et de la dernière pour a zéro: | lada (le?) = 5 +ie) (T. 162, N°. 1). [484]. 
0 


[434] Par la substitution de w — Sin.y ou de z — Cos.y, on obtient encore: 
7 


ga-l2 2al(— jn 2 
Á Cos2a=l zl Cos.xdr = AE k 2 FE ze hiet emo f Sin2alxlSin.e da, (2107) 
Es 1 n 


0 


Z 


tol 3 


Za—1l2 2a (— 
n 


s.2a zv. lCos.ode = — TP Ee Ak (2108), =| Sin.2a #.USin.x da. (2109) 
1 


0 


f Sin. zl Sin.rda —= l2—1 -f Cos. .l Cos. «dr, je USin.s: da, (voyez aussi Méth. 28,N°. 71), 


0 
z 7 
7 1 2 2 1 4 
nd (ee ;) —= [ Cos.” | Sin. «. Cos? xl Sin, xda = — ( 3) = 
4 2 3 3 
0 0 
FT kf 6 T 
2 2 zE 1 2 
— Í Sin.? w. Cos. .l Cos. ede, | Cos.* «.lSin, zde —= ma : 2 5) = Í Sin. 2m. l Cos. dz, 
0 0 


EN 


formules dont les premières intégrales à facteur 1 Sin.r se trouvent T. 330, N25, 6, Il et, 10, et les 
autres à facteur  Cos.x T., 331, N°. 2, 3, 8 et 7. 
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7 d1 
5. L'intégrale ee | e-P"z° Sin. 2qede donne: EN == er 'r 2 en garde = 
en jk Cos.2gad.eP t° — ae == 7 [eers qa. epe | fe eP'* (—2q de) Singel == 
Ees 0 1 bet dr , 
=— En Er 1 +27 pn © Sin.2ge de =— (ll +2q1), d'où 291 Hp? — —= 1 ou 
p p? dg 
4 
ao ef 1 
| eve (q Sin. 2qa + p* # Cos. qa) de — geel de ss ae es « (3110) 
0 E 
. A nn OE Br 
Ensuite de la même manière: ne Gen T' 4x? Sin. gede = „f «Sin. Wqa.d.e PT = 
q £ : 
—= 5 [esèn-zoe. tl — Í Pan El {Sin. 2qz + 2qa Cos. 2x} al = 7 le- It = 
P Oe 
224? 2 d° 1 
=— a 21 Se d'où (p—24°) ZIJ pt — == — 2, ou: 
p' p' dq* 
Í ep? Sin. 2qa. (pg pt zjn en (2111) 


et ainsi de suite [435]. 
Mais les intégrales que l'on acquiert de cette manière dépendent toutes de la primitive I, Á 
admetteut par suite une expression finie ou non, selon que c'est le cas auprès de celle-ci. 


d 

6 O nea FE {a (1 Ha) — art} == gat (1 He) + (Lp) al (Ll Har 
k7 

pt lar =gar (1 Ho) P + (q—p 1) {el (1 + 2)-P— rp}. La fonction dif- 


férentiée s'annule pour re zéro, pourvu que lon ait q + 1 >p. Encore s’évanouit-elle pour z 
infini, pourvu qu'il soit p>q, car à cet effet on peut Ïécrire sous la forme, indéterminée pour 
(LH olp — el 
e4 
le terme el-P contre le dernier terme du binôme (1 +z)l-P; il reste alors &-P pour la plus 
grande puissance de w, et c'est de-là que résulte la condition p > q. 


> valeur de « : mais cette indétermination s° E il it Évanouir 
cette valeur de z, tt dét nation s'en va lorsqu'on fait Évanou 


Intégrons done cette équation entre les limites O ef oo, nous aurons | jer û 7e Te 
® aalde JE 
neen Í Es oek de P (9) (2 ll (T. 18, N° 29), d'après Méth. 4, N°. 6 
getij Atop gptl  T@) 
0 


(435] Cette réduction est de Lecexpre, Exercices de Calcul intégral, 3° Partie, N°. 49, 
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Oee “Cos. gade 
7. On trouve d'après Méth. 9, N° 10: | nan 


0 


Ee ESin.g. (MT. 204, N°. 21). Divi 
l—z* 2 


sons: la distance des limites en deux parties de 0 à 1 et de 1 à so, et substituons dans la 


1 1 Cos. qed ® Cos. qr dee 1 Cos, Sd 
dernière intégrale rz — —, il vient: 5 Sin q= Ie en v + f qr da El q 


y l—-x® 1e? 
Ì 
( 1 
Cos.+ Cos. qe — Cos. 2 Sin. zl 2+5 | „Sin. 5 oi 
Ll 7 1 Ee L DN 
sem la? ed! 1e? ze 
0 0 0 


(T, 192, N°. 11, 10). [436]. 


$ 4, MÉTHODE 45. PAR DES CONSIDÉRATIONS DE GÉOMÉLRIT. 


1. Comme les intégrales définies peuvent être considérées comme des quadratures, il s’ensuit 
quinversement la quadrature d'une courbe donne lieu à une intégrale définie, et en outre à sa 
valeur lorsque de quelque manière on connaît la valeur de la superficie entre deux limites. Cette 
méthode appartient donc entièrement au domaine de la Géométrie, et nous en donnerons seulement 
un exemple. 

2. On sait que laire d'une Ellipse aux axes a et 5 (dont a soit le plus grand) est ab. 
Pour des coordonnées rectangulaires et lorigine prise À lextrémité du grand axe, son équation 


est a°y* Hb (a— ax)? =a*b°; lorsqu'on introduit langle p entre cet axe et le rayon vecteur, 
j a? b° Cos.* p 4 a° b° Sin.* p 0 a3 b° Sin.*pdp 
on a (a—z)? —= = U == SMS 
a* Sin.*p4-b°Cos.*p 4 a? Sin. p-b? Cos.* p (a*Sin.*p-b*Cos.2p)? 


. . . . . TE . 
comme élément de laire; par l'intégration entre les limites 0 et pa entre 0 et zr, pour acquérir 


le quadrant ou la demi-aire de lellipse, on trouve: 


Li or 


2 a°b? Sin? dp 1 bre. d'où 2 Sin. ‘pdp mr OENE een 
ni =de == en EGA NES) JS 
Í (a*Sin.*pt-b*Cos.*qg)? 4 an ie (a? 2 Sin. pb? Cos.” Pp)? Aah ) ì 


0 


[436] Voyez sur cette méthode: Cavcuy, Mémoire sur les intégrales définies, prises entre des limites 
imaginaires. Addition, 
[437] Déjà déduite Méth. 32, N°. 3 
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Sin 2 a d 
et de même: ST ze (EMS MNeRI): 
KG Sin.* pb? Cos.*g)* 2a°b 


Mais on peut exprimer la même aire par le rayon vecteur, qui sera pour les mêmes supposi- 


N ab 71, ab? 
tions ; donc pour la demi-aire — Ee — 
V (a? Sin. p + b* Cos.* )° 2 2d a? Sin? p + b? Cos.° p pb? Cos.* 
0 
Bon fs Zi TET. 83, N°. 7). Combinons-l de Ser 
o D= D(L. 83, N° 7). Combinons-la avec la for 
ù CRN a ) s-la avec la formule identique 
ma? Sin.*p + b? Cos. p ie 
p= nt: 
| _a*Sin*pdb*Cos.*g á Sn 
0 
Z Sin.* pd 7 
Ee EEE A (2112) 
a? Sin.*ptb? Cos.*p ala tb) 


Zj Cos.” pdp mr 
le ee (2113) 
a? Sin.?pHb°Cos.*p _ b(a tb) 
0 
Combinons-la encore avec lintégrale précédente T. 89, N° 9, et nous obtenons: 


| emrvan B el eN or 7 G5 dp a° tb: 
(a 


EEE zn. (T. 83,.Ne. 10,8 
2 Sin.* pH b° Cos.*p)* ab? (a? Sin. p + b? Cos.*g)? ga b3 kaf ) 
0 
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ET MÊTHODES D'ÉVALUATION DES INTEGRALES DEFINIES. [[. App.A. N°. 76. 


ADDITION A. 


A ra DEUXIEME PARTIE. (Page 181). 


76. Ajoutons encore quelques théorèmes, dus à Mr. A. Wivcxrer, qui méritent bien d'être 
admis ici, en ce qu'il reposent sur des artifices ingénieux. 


On a identiquement: 


bd.f(ey) de b de fld.f (wy) b de 
d: es dy == P; == — 5 goe 290 
| | ne lende vat ze) (290) 
a Pp a 


pourvu que f(z,y) ne devienne pas infinie entre les limites p et q de 4. Tächons maintenant 


de simplifier V'intégrale double, et supposons à cet effet: 
1 def (zy) IL ej (27) 
ple) dy zv) de 


car alors cette intégrale se réduit, tout comme l'autre, de la manière suivante: 


bd. df (29) (ey) d da bd. .f (ay) €50) da gdy ftd.f(ey) a dy 
EEA GEN dj == Db, ja ; 
Ik Jen p ans Nn 1 (9) | x W) \ de Í 20 Ul )—fla,9)} 


avec une condition, er à celle de plus haut, quant À la continuité de la fonction f(z,y) 
entre les limites a et b de z; d'où enfin: 


q dy 
en VOND} =| 55 LN on) 


Pp 


Lorsqu’une des intégrations peut s'effectuer, l'autre intégrale définie se trouve être Évaluée. 
afer) 1 
Retournons maintenant à la condition («), et rendons-la identique, en posant BET 
) LY 


==; alors la fonetion doit être de la forme 


de ___@(2) 
dy 
A SE AIG ERN 55 5d oro (0) 
q(z) 7) 
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et ainsi la relation entre une p(z) et une 4(y) est plus clairement exprimée, lorsqu'on en viendra 


aux applications [76]. 
71. Soit g(z,y) une fonetion homogène de deux variables z et y, de degré zn, alors il est: 


Soit de plus f(p) une fonction quelconque de la fonction wp, et multiplions Yéquation (7) par 


afp) nous aurons z AE 4 d.flo) de = ng aal 
dip * dp da 9 dp dy dp 
Mais en intégrant par parties nous trouvons: 5 
df(o)de _ d.af(o) df(w)ap _ d.yf(@) df(o) _ d.vfle) 
% —f (ep ) 7 Ki —f (0), p Eise —f(e) 
dp de de dy dy dy dip dp 


done par la substitution de ces résultats : 


def(o) dpf) dof (0) 5 En 
EN dy le or fe 


AE T0 
p 


bin (n—2)f(e). ... (Ö) 


da diy 


@) 


Multiplions cette équation par et intégrons entre les limites a et b de wt, p et q de y, 


nous aurons : 


zere ot bd.yf(e) de d. ek S de 
|. f 5 oh ‚| dy» z() tft fte ACHTER 


Dans la deuxième et la première intégrale double nous pouvons invertir ordre des intégrations, 
et puisqu'il est: 


f ie En le Mdf), we =| alt z,9)}—pf ele, p)} |, 


„(z) dy 
P a 


nous trouvons d’abord : 


qg_ ftd.rf(o zat li d. 
[ef ze 5 or te zo} erf {e if Ola ze ) 42 af (e en 


(292 
EN (292) 


1@) 


p 4 


ou ensuite en appliquant encore à la première intéerale lintégration par parties: 
1 3 be) 


[76] Voyez A. Wisckrer, Sitzungsber. Wien, B, 21, S. 390, 
Page 690. 


ET MÉTHODES D'ÊVALUATION DES INTEGRALES DEFINIES. IT. App. A. N°.77,78. 


sen (o) de) ò de do\df( 
Peffer Nor Spore 


Pp 


b de 
Sn Hee laf{ele.n} —pf{ole,p)}} [77 (293) 


78. Pour en donner une application prenons la fonction homogène très-simple p (w,4) = ay ; 


dy 
alors 2 — 2, ee == y et par suite, pour les limites a—=0, bo de #: 


fel 5 2 > erter zy le je of 0 en li Ee me qe) — pf (pa)}. 


day 


en zy u, d'où yder = du, avec les limites O et so de u; dès-lors: 


gdy f° du d.uf(u) ode k 
EEn =S [af (92) — pf (po)] MENU oel (294) 
W/| ) du 7 (2) 
Pp Ors Karim fi) 
\y 
. . u ut » EE , 
Soit maintenant 7 (w) —= «“, alors (5) =d et quand on ôte le facteur -® de lintégrale par 
y 4 


rapport à w, pour la faire entrer dans celle par rapport à y, les variables se trouvent être sépa- 
rées; et puisque 


q dy Ee 1 1 1 
Len [yer ay= ni ee Kn 
P 
h ge—pe f°du d.uf(u) 
on a: re D Jen qe) —pf (pe) )] == be Ar TT € (295) 
0 Li 
d'où pour a = 1: 
'® du d.uf (u) kot 
ie 5 [aff (qa) — pf (pa)l — op) | en (296) 


ù 0 
Lorsqu'on aurait a— 0 ou y(@) —=1, les variables dans lintégrale double de la formule (294) 
se trouvent tout de suite séparées, et dès-lors, puisque 


in lg—lp, on trouve: [eran qe) —pf( pe) |= A dee) dit jertol (297) 
p Ki o 
Ces formules, — intimement liées à la théorie des intégrales à différence de deux fonctions, dont 
chacune pour soi serait infinie — indiquent de nouveau qu'il n'est pas permis deffectuer dans 


ces intégrales une substitution différente dans chaque partie. Or, par exemple, la substitution 


[71] Voyez A. WincKrer, Sitzungsber. Wien. B. 21, S. 594, 
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de ge —=v et de pr ==w dans chaque terme respectivement rendrait les intégrales partielles iden- 
tiquement égales, et par conséquent annulerait lintégrale totale: ce qui est en général contraire à 
la vérité, comme le démontrent les formules (295), (296), (297.) Au contraire, on voit que la 
valeur de ces intégrales dépend en général d'un facteur de la forme w(q) — w(p) et d'une autre 
intégrale définie tout-h-fait indépendante de g et de p. 


ADDITION HB. 


A ra DEUXIEME PARTIE. (Page 168). 


79. U y a encore des théorèmes, qui doivent être insérés dans cet ouvrage, et qui appar- 
tiennent À la Partie Deuxième, Chapitre III, $ 8 [78]. Ils se fondent sur le principe suivant: 


Sappesonss Bilgi (diet OZ) en onee Beene eee eee sinen elden (0 


développons suivant le théorème de Tavyror, et cherchons les sommes 

1 1 É : . ln 15 

zei) Pei} Be {F(ai)—F(—ai)}; alors puisque eazi etri 2Oosareri Ari isin ac, 
(A 


nous aurons: 


„(r (zi) + F (—ei)} —=f (a) + 7 Coone B + E Cos. we 0 alte eee eneen AS 
BAL (zi) zij Sinn ZO Simar LO oe esbrge fee cf Re (B) 


Faisons ensuite: 
Ee («) =f(at-berr, a, Hb,er:r, agtbjers, ..) neee snert (fd) 


et opérons de la même manière, nous trouverons analogiquement : 


[78] Sur ces théorèmes on pourra econsulter mon „ Mémoire sur une méthode pour déduire quelques 
intégrales définies, en partie très-générales, etc.” inséré dans les Natuurk, Verhand, van de Hollandsche 
Maatschappij der Wetenschappen te Haarlem. 2e Verzam. Dl, XVII. 
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U Vf(asam as) nb defs(asanans 
: {Ee (zi) + Fe (—zi)}=f (a, a, , aas) + 5 Cos.r- Ja n 2 + ï oare LE) 
da a, 
b d.f(a,a, As) DER dend anans) 200% dean) 
+ er,e ane 2 ET Cos.2rx DEE Fn Gano en 
d'.f(a,a,,as,…) , bb, dei(araman) 
bi es ae C JS 1 Ni): iN) Ulmen 
en peu 2D ar IT ne Lr tr)e} a + 
oe 2 AGE) di f(a, AysAgee B) 
En Cos. {(r‚ +7) 2} Een + 0052 Din RE en a de (C) 

b AEC Anso „Anse „Ans: 
en mr Jaen | il ‚Sin. Ad leet, det) + 2 Sin.r, en A Ee 2 Den de 
2i a a, da, 

be d?.fla, A,,Azs «) 2bb, EIN Gn dn) be VCK) 
= reren Do Ù pia SND eneen 
Jen RT ENGE DOT INK Ten zE 
dè. fla,a,,a,…) . 2,b, dense Wie VEND SD) 
EE — — = Cos Ir Pp en 
+7 sin HEE ann - U hed dr 


Lorsque maintenant nous multiplions ces développements par quelque fonction g (we) dw, pour inté- 
grer ensuite entre les limites « et (}, nous obtiendrons les intégrales 


jk : (Fe (wi) + Fel—zi)} p(z)de et IS {Fe (wi) — Fe (—ai)} p(a)da, 


évaluées dans une suite d'intégrales définies. Or, pour que cette méthode mène à une évalua- 


5 
tion proprement dite et légitime, il faut d'abord que les intégrales acnes f Cos.sa.p(x)de et 


« 


| smoes (z)de aient une valeur connue, et ensuite qu’alors les séries deviennent de telle nature 


x 
qu'elles se soumettent légitimement Àà une sommation, qui en général devra avoir lieuici suivant 
le théorème de Tayror. 

80. Or, il n'est pas difficile de trouver plusieurs intégrales définies, qui ont la propriété 
voulue. On a par exemple (Méth. 5, N°% 6): 


k l 7 Cos. ze 14e? 
Conn == E Gis it EE Goitmod ar Ge 
l—2e Cos. ste? 1l—c? 1—2 e Cos. ede? Ze l—c? 

u 
T Sin.» ; 7 hed sars 5 
Í eed == Sn CECA) (SAN REN) 
ù 
1 Cos. z 
Multiplions done la formule (A) par — ‚ la formule (B) par 
ea 1—2 closer ° be — Ze Cos.ude* (B) p 
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Sin. © 
1 gak, 


‚et nous aurons par l'intégration entre les limites O et ar: 


— (Fei) +F(—zi)} 


D PON Ee Een 
| 1—2c Cos. te? dn da tn Aat tul pf ette ), - (298) 
0 

1 

zo (Feij + FC —zi)} 2 

Pp) a le 
| ns Te ee (299) 
° 

1 
{Fei Fi} Pe 
E24 8 „df (a) 2 Kh ze 
Í 1—2cos.ate? fa alam, Ta da Et te J,et}. (300) 


ij 
où partout ce < 1. 


pe dz 
Par Méth. 6, N°. 5 on ve [sine zijn zr, (n > 0), (L. 194, N% 5); done, en multipliant 
L 
0 


du 
la formule (B) par — et en effectuant l'intégration entre et oo,mnous aurons: 
7 


nd or rde npbdf(a) , b° d°.f(a) 3 
| 2d BE ee Eil TG 1 da oe 1.2 g da? +] Ee 5 Wat f}s GEE 
ij 
Sin ® Cos. u 
Puisque Méth. 9, N° 16 on a: We LE Cos nede —= 0, [ ee T Sin.nade ED (pour > 0), 
0 ad 
(T. 195, N°. 2, 3), on trouvera: 
‚St f 
IE Ll (ei) Mei} de Efa) seen - (302) 
0 r 
A 5 … Cos. x TE 
Í gj) —Pei)} En da olet) —f(o} ‚ « … (303) 


0 
Encore suivant Méth. 18, N° S 


0 d. es 
z 7 b adr Tr 5 
Cos. nr == emn, | Sinner == em, (T. 205, N° 5, 6), done: 
m* det Um À 2 
0 


Ee de 7 b___dfla), 52e d*f(a) Ka Ee 
far nom) Prorail LE cl da? tel /ette ),.(304) 
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Zi , : «d.r Pil E rdf) ae E en 5 d*.f(a) 
| renre) eN a 1 ie tel — 


Li 


ig fla + beer (a) (79). en: (305) 
Puis on a (Méth. 20, N°. 1 et 2): 


[ Sie) ze (—m)—Eil mf 


N Ooonrde= | (er erm) Ei.(—m), 
En (€ Jerrm)Ei(—m) 


0 


Si | E —nmn f Ei. 
lan AGE e [ t.(or) — (-m)], 


«Ci z) TL 
|= 5: ee ; Sin. nede — dj (erm nm) Hi.(—m), (T. 435, N°. 9, 5, 3, 7); 


done: 


{F (ei) JL F( Ee ek En 


a > 
wol 


Den - {Bi (—m) — Bi(m)} flatbe-tr),. ... . (306) 


Ci, (z) 
LL 
hen zt 4m 


ol 


{P(zi) + F(— 2) Ei. (—m). [/atver) + f(atbenn)}, . . (807) 


ES WA — Fil En. [(aHber) Al (afberr)}. … (309) 


mt + 


0 

fz (Fei) zal Ee 5 de —= a (EE (ma) (m)—Ei(—m) )} [fat benn)— f(a)}.- (308) 
0 

| (Pei) — F(—ai)} 

0 


Parce qu’on trouvait Méth. 24, N°. 5: 


S dr 7 5 zede 
Cos.nx e == id Sin.nm, En En SE Cos.nm, (T. 206, N°. 1, 2 
mr Um mr? 2 

0 é 0 
on en déduit: 

cl da b d. b: d*.f{a 
Í 5 Fei HPC} en — ol HJ Sinar £ 5 Hg Sin 2mr À { DE, Ì = 
0 

= LA (atberri) — f(atbemrijf,........……. (310) 


[79] Voyez sur ces deux formules A. F‚, SvanBerG, Nova Acta Soc. Scient. Upsal. T. X, A. 1832, 
p. 235. 
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fre pees le boerde) , 5? dfa 
dei Zooms LO, 5 coon LO je 
0 

== 52/0 —f (at-berri) —_f (at berrì] TE En (311) t 


hi ok D «8%. (z) Ten : 
Encore a-t-on Méth. 20, N° 3 les intégrales ne Cos nde Si (m). Sin. am, 


m2 — 
0 


St (a ES 

Ae is Ci.(m) et Méth. 1S, N°. 24 l'autre el) en Si.(m).Cos.nm., 
mv? 2 mx? Um 

ij 0 


on aura done: 


fers B {m).f (4) +Si.(m). (Sms mr LE bn gein. mt 


0 


7 1 Ë E 
== z —Cilm).f (a) + zj). (flatberrij—f(atbemeij}), «… - B12) 


zl EA da TEN b den 
| > Meiji} ir gs =p) Lj Cos ze Za 70o. 2Zmr LO, j= 


0 
7 1 
— or Sim) [fa —  ahbemi) Ffatbenrijj]. … eee 


Sl. On pourrait augmenter facilement le nombre de ces théorèmes, comme il a été fait dans 
le mémoire cité: mais ici nous nous contenterons de ceux-ci. Nous m'avons pas énoncé sépa- 
rément les autres théorèmes, qui regardent la fonction PF, puisqu'ils s'en déduisent sans aucune 
diffieulté. Ainsi par exemple les premiers théorèmes (298) à (300) deviendront: 


1 
zz Ueleij + Pleij} 


Ton : 
Í ant Tr Ce ON el AE IN EE BER A (314) 


fi) 


id 
„5 (Felei) + Fel —ei)} Ee 


| Ter Cosade = B EEn DA GA ORATORIA (315) 


ò 
’ 


zo } (dwi) — Pl —ai)} 


ve 7 u a Li a} € . 
— Ee Sin.rd — Fr [/ (ad-ber, a, Jb, eee) Sf (a,a, „oi [80]. . (516) 


(80) Sur ces théorèmes on pourra consulter A. F. SvanBeRG, Nova Acta Upsal., T. X, p. 218, 274, 
où cependant il s'est glissé des fautes dans les résultats. 
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Observons encore que plusieurs des théorèmes peuvent être différentiés selon la constante m, et que 
tant ces résultats, que quelques-uns des théorèmes primitifs peuvent être combinés par voie d’addi- 
1 1 8 ; 
tion et de soustraction, puisque souvent les fonctions , {(Fe(zi) + F(—ei)} et pr Eel —F(—ei)), 
= tl 


étant respectivement une fonetion paire et une fonction impaire, jouissent d'un facteur Cosinus ou 
P 
Sinus qui les distingue, tandis que leur autre facteur est le même. [SI]. 


[81] Pour une plus grande quantité de théorèmes et de remarques à l'égard de leur emploi consultez 
mon Mémoire cité dans la note [78], page 692. 


Te ES oo 


7 
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Page. Ligne. au lieu de: lisez: 
sl. 3. F(a,z) F (w‚e) 
38. 17. n—2 n—l 
38. 5. Holr—sctd} Hlr deed ò)} 
40. 11. e+ pi epi 
12. 
rte TE 
41. 6, 7. r 4de rd Òz 
dd. 21. — rd zi 
47. 25. — EN 
51. 16. — f(z) —f(e) 
Pp p 
52 of Í 
20 a 
OMS di —= —dy 
E 2 2e 
Bren Ant u An? —e? 
Sin.ke “Sink Sinke fekSin. 
58. 8, en ne | 
@ Ege 4 
0 0 
61. 13. p(p) Sin. zy p(«) Sin. zy 
63. 17. [44] [45 ] 
64. 13. f(x) F («) 
MORELE G 
E dy dr 
on We Tan 
7 fd 
11. Tang. rde Tang. ada 
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Page. Ligne. 


89. 9. Méth. 2 
98. 21. (Es 
OEL OOR 
de 
95507 ae 
107. 14, —a? 
1 
ENGE ats ID Se 
2p 
130. 5. lieu 
14e? 
136. 6 7\ B | 
189. 11, 18. + p 
12. f (0) — 
1 
TS ele AES 14/1 
|E A 
ke 5. Hp 
JN NG 
l47. 20. p, 
149. 2. e7s9 
6. epa [ 
16 med! 
21. positive 


au lieu de: 


lisez: 


Méth. 9 


FE 


61 
de 
dg 
ar 
1 
zP 
lieu, après le change- 
ment mutuel des g et f. 
OE 
tel 
ep 
f (0) + 


ij 
— 1/! 
2 


2 
+p? 
p*)(32 
Ps 
e—eq 
eP1 Í 
era [ 


négative 
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Page. Ligne. au lieu de: lisez: hade, Ligne. au lieu de: lisez: 
NAUWE =S ==), 1257. 11. Puisque Puis 
151. 26. — e-”s0 (bis) HeT 7s1 1261. 9, 10. e-4 (partout) gi) 
15228: Pp DE '269. 20. Ajoutez: Pour # — 4y dans T. 188, N°. 5 
158. 8., (197) et 095 | et z == 2y dans T. 188, N° 6, nous aurons: 
EE ACH | Lu ER opd 
WOS WE | ik (EE Ne ST (LL) 
WOS Nerd, N° 8 | e 
De bn | 1 da Itt p 
Rn 5 | | UL 2e) == — jr Heil. (2115) 
! & 
ASSR LN ar ap, 2pq || d 
1215. 13. 22at! gal 
Ro rr a, | we aat 
el | [276- 3 pet! Eee 
| 
ep ep 277. 12. ze Eem 
SOG: ĳ Í Ï 2 
8 8 | 18 Med Epe e—P1 
Cp Cr 9 
WE 5 | Í 
7E 
0 4 MS lEmor Ved Sida 
2 1 
ZON AN en (279. 8. Cos. Zar Sin. 2 ax 
gr gr „oo 
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Ajoutez: Changeons a en b et soustrayons, alors: 
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la somme de (2083) et de T. 212, N°. 6 (du texte) donne: 
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la difiérenee de ces intégrales donne: 
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la différence des deux dernières intégrales donne lieu de nouveau aux intégrales (2119) à (2121). 
Encore remplagons a par b dans (2123) et soustrayons-en (2117), nous aurons: 
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